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Neuere Ansclianimgeii der Elektrizitätslehre mit besonderer 
Bezieliimg auf Probleme der Lnftelektrizität. 

Von Eduabd Riecke in Göttingen. 

(Abdrack aus den Sitzungsberichten der Münchener Akademie 1903, S. 267.) 

(Fortsetzung.) 

4. Die Diffusion der Ionen. — um zu verstehen, um was es sich 
dabei handelt, betrachten wir den folgenden Versuch. Zwischen zwei 
einander in kleinem Abstände gegenüberstehenden Platten lassen wir 
einen Strom ionisierter Luft durchstreichen; die Platten seien beide mit 
der Erde in leitender Verbindung; in ihrem Zwischenraum finde keine 
Neubildung von Ionen statt. Aus den Beobachtungen folgt, daS die 
Zahl der Ionen in dem Luftstrome um so kleiner wird, je weiter er in 
dem Zwischenräume der Platten vorrQckt. Dabei wirken im allgemeinen 
drei yerschiedene Ursachen zusammen. Einmal werden fortdauernd 
entgegengesetzt elektrische Ionen zu neutralen Molekülen sich verbinden. 
Zweitens können Ionen durch elektrische Enlfte gegen die Metallplatten 
getrieben werden; wenn sie mit ihnen zur Berührung kommen, ver- 
lieren sie ihre elektrische Ladung und verschwinden als Ionen. Die 
dritte und hauptsachlichste Ursache besteht in dem, was wir als Dif- 
fusion der Ionen bezeichnen. Zunächst werden Ionen, die sich in 
umnittelbarer Nahe der Pktten befinden, einfach infolge ihrer mole- 
kularen Bewegung gegen die Platte stoßen und verschwinden, ein Vor- 
gang, den man als Adsorption^) der Ionen bezeichnet. Es bildet sich 
80 eine Ungleichformigkeit der lonendichte in dem Zwischenraum der 
Platten aus; die Dichte wird an der Oberflädie der Platten sehr klein 
im Vergleich mit der Dichte, wie sie in der Mitte zwischen den Platten 
vorhanden ist. Diese Unterschiede suchen sich auszugleichen; die Ionen 
wandern von der Mitte nach den Platten, wo sie bei der Berührung 
mit den Metallflächen verschwinden. Der Vorgang ist ganz ähnlich 
der Diffusion eines gelösten Stoffes in reinem Wasser. Wir bezeichnen 
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daher auch die durch die Konzentrationsunterscliiede bedingte Bewegunfj 
der Ionen als Diffusion. Ihr Gesetz ist dasselbe wie das der Diffusion 
in einer Lösung. Es wird dadurch die Menge der Ionen bestimmt^ 
die in einer Sekunde durch eine Fläche von einem qcm hindurch- 
gehen, wenn diese senkrecht zu der Richtung des DiffuHionsstromes 
gestellt wird. Jene Menge ist nun nach dem Diffnsionsgeaetze gleich 
der Abnahme der Konüentration auf der Länge von 1 cm, multi- 
pliziert mit einer konstanten Zahl, die man als deo DiffusionskoefSzenten 
bezeichnet. Will man diesen KoetSzienten durch Beobachtungen an 
dem zwischen den Platten durchgehenden Luftstrome bestimmen, so 
maß man dafür sorgen, daß der lonenverlust durch Wiedervereinigung 
und durch elektrische Feldwirkung verschwindet. Dies ist in der Tat 
der Fall, wenn man den Zwischenraum zwischen den Platten sehr eng 
macht. Mau kann nun das elektrische Leitvermögen der durch den 
Zwischenraum der Platten streichenden Luft bestimmen, ehe sie in den 
Baum eintritt und nachdem sie ihn verlassen hat. Die Abnahme des 
Leitvermögens gibt Aufschluß über die Abnahme des louengehaltea. 
Diese aber ist eine Folge der Diffusion, und man übersieht daher die 
Möglichkeit, den Diffusionskoeffizienten der Ionen aus den Beobachtungen 
zu berechnen- Auf diesem Wege ergibt sich, daß der DiEFusions- 
koe^ient der positiven Ionen in trockener Luft 0,028, der der nega- 
tiven 0,043 beträgt. Man kann dieses Ergebnis der Beobachtungen in 
folgender Weise ausdrücken: Wäre das Konzentrationsgefälle, die Ab- 
nahme der loneudicbte auf der Strecke von 1 cm gleich 1000, so würden 
in einer Sekunde 28 positive und i'^ negative Ionen durch eine Fläche 
von 1 qcm in der Richtung des Gefälles hindurchgehen. Diese Beträge 
sind miUionenmal grö&er als die bei der Diffusion von Salzlösungen 
beobachteten, dagegen kleiner als die bei der gewöhnlichen Gasdiffusiou 
vorkommenden. 

5. Die Ladung der Gasionen. — Von dieser nicht zu vermeidenden 
Zwischenbetrachtung kehren wir nun zu der ursprünglichen Aufgabe, 
der Berechnung der lonenladung, zurück. Die Möglichkeit ihrer Lösung 
bemht auf einem Znsammenhange, der zwischen den Beweglichkeiten' 
der Tonen und zwischen ihren Diffusionskoeffizienten besteht. Man kann 
nämlich die Gleichungen für die Bewegung der Ionen in einem elek- 
trischen Felde und für ihre Diffusion auf eine gemeinsame Form bringen. 
Bei beiden Vorgiingen handelt es sich schließlich um Geschwindigkeiten, 
die den Ionen durch auf sie wirkende Kräfte erteilt werden. Diese 
Kräfte sind das eine Mal elektrischer Natur, das andere Mal entspringen' 
sie der UugleichfÖrmigkeit der lonendichte. In beiden Fällen kann 
man die Gleichungen so schreiben, daß sie die Geschwindigkeit an- 



geben, welche durch die Krafteinheit erzeugt wird Der hierfür geltende 
Äosdmck hängt dann dae eine Mal von den Beweglichkeiten, das andere 
Mal von den DifFuBionekoeffizienten der Ionen ub. Setzt man die ge- 
fondenen Werte einander gleich, so ei^iht sich die gesuchte Beziehung 
zwischen jenen Größen. Man findet, daß die elektrische Ladnng eines 
CCHI, das bei normalen Verhältnissen des Dmckes nnd der Temperatur 
von Ionen der einen oder der anderen Art erfüllt ist, aus dem Ver- 
hältnisse der Beweglichkeiten zu den Diffusionskoeffizienten sehr ein- 
fach zn berechnen ist. Man hat dieses Verhältnis nur mit der Licht- 
geschwindigkeit und dem Ätmosphärendrueke zu multiplizieren, um 
jene Ladnng zu erhalten. Man findet dieselbe Zahl von 13 Milliarden 
elektrostatischer Einheiten wie früher bei den elektroly tischen Ionen. 
Man kann aus dieser Übereinstimmung den Schluß ziehen, daß auch 
die Ladung der einzelnen Gasionen dieselbe ist wie die der einzelnen 
elektrolytischen Ionen; denn die Zahl der in einem ccm enthaltenen 
Ionen muß unter den von uns gemachten Voraussetzungen in allen 
Pillen die gleiche sein. Jeue Ladung würde also eine allen Ionen 
gemeinaame Naturkonstante darstellen, die wir als das elektrische Eie- 
rn entarqaan tum bezeichnen. 

6, Das eUhtriscfie Elementarqua»t\im. — Es liegt nahe noch einen 
Schritt weiter zu gehen und die einem einzelnen Ion zukommende 
Ladung, das elektrische Elementarquantum, wirklich zu berechnen. 
Zu dieeem Zwecke muß man die Zahl der Ionen kennen, die bei nor- 
malen Verhältnissen des Druckes und der Temperatur in einem ccni 
enthalten sein würden. Wir setzen voraus, daß sich die louen 
BO verhalten, wie die Moleküle eines neutralen Gases, Nach dem Ge- 
setze von Avogadro ist aber die Zahl der Moleküle, die bei gegebenen 
VerhällaiBsen des Druckes und der Temperatur in einem ccm ent- 
halten sind, bei allen Gasen die gleiche. Nach unserer Voraus- 
setzung gibt dieselbe Zahl auch an, wieviel Ionen unter den gegebenen 
Umständen in einem ccm enthalten sind. Die iragliche Zahl wurde 
nierat von Loschmidt aus Betrachtungen abgeleitet, deren nicht allzu 
Bi<:here Grundlagen der kinetischen Gastheorie angehören. Ein besserer 
Weg zur Bestimmung der Losehmidtschen Zahl wurde neuerdings von 
Planck aufgefunden. Er gebt aus von dem Gesetze, durch welches 
die Strahlung eines schwarzen Körpers in ihrer Abhängigkeit von 
Temperatur und Wellenlänge dargestellt wird. Einer der konstanten 
Koeffizienten dieses Gesetzes ist mit der Zahl der Gasmoleküle oder der 
Ionen in einem ccm proportional. Der Wert des Koeffizienten kann 
aas den Strahlungsmessungen auf experimentellem Wege bestimmt 
werden; aus ihm folgt dann die Loschmidtsche Zahl. Wir können 
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darnach annehmen, daB in eiaem ccm unter normalen Verhältnissen 
28 Trillionen Gasmolekflle oder Ionen enthalten sind. Wir haben 
früher gefunden, daß die elektrische Ladung eines ccm, das mit Ionen 
der einen oder der anderen Art bei normalen VerhältnisBeu des Druckes 
und der Temperatur gefüllt ist, 13 Milliarden elektrischer Einheiteu 
beträgt; für die Ladung eines einzelnen Ions, das elektrische Elemeutar- 
quantum, ei^ibt sich hiernach ein Wert Ton 470 BiUionstel elektro 
statischer Einheiten. 

7. Bestimmung des d^iriseheti Elementarquantums durdi J.J. Thom- 
son. Das gefundene Resultat wurde auf eine sehr merkwürdige Art 
von J.J. Thomson bestätigt. Er benützte dabei eine Eigenschaft der 
Ionen, die bei den meteorologischen Prozessen der Atmosphäre eine 
wichtige Rolle spielt. Wenn Ionen in Luft sich befinden, die in ge- 
wissem Grade mit Waaserdampf übersättigt ist. so bilden sie Kerne, 
um welche der Wasserdampf in Tröpfchen sich niederschlägt. Gelingt 
es also die unter diesen Umständen in einem gegebenen Lufträume 
gebildete Zahl TOn Waasertröpfchen zu bestimmen, so hat man damit 
zugleich die Zahl der Ionen. Die Zahl der Tröpfchen ergibt sich aus 
dem Gesamtgewichte des kondensierten Wasserdampfes einerseits, dem 
Gewichte des einzelnen Tröpfcliens andererseits. Die mit Wasserdampf 
übersättigte Lnlt war in einem Glaskolben eingeschlossen; sie wurde 
durch Röntgenstrahlen ionisiert. Die Kondensation des Wasserdampfes 
erzengt einen Nebel in dem Gefäße, der sich langsam zu Boden senkt. 
Die Geschwindigkeit, mit der dies geschieht, hängt von dem Gewicht 
der einzelnen Tröpfehen ab, und es ist möglich aus der beobachteten 
Geschwindigkeit jenes Gewicht vm berechnen. Dividiert man das Gesamt- 
gewicht des kondensierten Dampfes durch das Gewicht eines Tröpfchens, 
so erhält man die Zahl der Tröpfchen und damit auch die Zahl der 
gebildeten Ionen. Bestimmt man noch ihre ganze Ladung, so ei^ibt 
sich auch die des einzelnen Ions. Thomson fand hierfür einen Wert 
von 720 BiUionstel elektrostatischer Einheiten. Bedenkt man die 
Schwierigkeiten der Messung, so muß man die Übereinstimmung mit 
dem vorher angegebenen Werte als eine befriedigende bezeichnen. 

8. Dif mixhaiiische Masse der Gasioneti und ihre molehiinrc 
GescJitcindigkeit. Durch die bisher geschilderten Untersuchungen sind 
unsere Anschauungen von der Natur der Gasionen zu einem gewissen 
Abschluß gelangt; sie sinci aber nicht so bestimmt Mie unsere Kenntnisse 
Ton der Natur der elektrolytischen Ionen, Bei den letzteren kennen 
wir die chemische Konstitution; wir wissen, wie die neutralen Moleküle 
in Ionen sich spalten; wir kennen die Masse der elektrolytischen Ionen. 
Die chemische Natur der Gasionen ist der direkten Untersuchung bis- 



her ebenso anzugSnglich geblieben wie ihre Masse, Dagegen gewährt 
die kinetische Theorie der Gase die Möglichkeit, auf einem allerdings 
onBicheren und umBtändlichen Wege eine gewisse Vorstellung von der 
Masse der Gasionen zu gewinnen. Ein erster wohlbegründeter Satz 
jener Theorie sagt aus, daß die lebendige Kraft der Gitamoleküle der 
absoluten Temperatur des Gases proportional sei. Haben verschiedene 
Gaae gleiche Temperatur, so erhalten sich darnach die Quadrate der 
Geschwindigkeiten, mit denen sich die Gasmoleküle in ihren molekularen 
Bahnen bewegen, umgekehrt wie ihre Massen. Nun haben wir an- 
genommen, daS auch die loueu in gasförmigem Zustande sich befinden. 
Kennen wir ihre molekulare Geschwindigkeit, so kann das Verhältnis 
ihrer Masse zu der Masse der neutralen Gasmoleküle leiebt berechnet 
werden. Es tritt damit ein neues Element in den Kreis unserer 
Interessen, die von der Beweglichkeit wohl zu trennende molekulare 
Geschwindigkeit der Ionen. Diese Geschwindigkeit hängt nun in ver- 
hältniemäßlg einfacher Weise mit dem Koeffizienten der Diffusion zu- 
sammen. Man wird es von TOrnherein wahrscheinlich finden, daß die 
DifFasion um so schneller vor sich geht, je größer jene Geschwindigkeit 
ist. Es kommt aber noch ein anderer Umstand in Betracht. Bei 
ihrer Bewegung zwischen den Molekülen der Lnft stoßen die Ionen 
immer aufs neue mit Luftmolekülen zusammen; zwischen zwei Zusammen- 
stößen bewegen sie sieh in geraden Linien; jeder Zusammenstoß be- 
wirkt eine Ablenkung aus der früheren Bewegungsricbtung, und so be- 
steht die Bahn des Ions ebenso wie die eines GasmolekiilB aus einzelnen 
geraden Stücken, die sich zickzackfÖrmig aneinanderreihen. Die mittlere 
Länge dieser geraden Stücke nennen wir molekulare Weglänge der 
Ionen. Die Diffusion hängt auch von dieser Weglänge ab und zwar 
•0, daß sie nm so rascher fortschreitet, je großer die Weglänge ist. 
In der Tat zeigt eine genaue Untersuchung, daß der Koeffizient der 
Diffusion gleich | des Produktes aus molekularer Geschwindigkeit und 
Weglange ist. Die Aufgabe, die Geschwindigkeit zu ermitteln, ist 
■lamit auf die Bestimmung der Weglänge reduziert. 

Wir wissen aus der kinetischen Theorie der Gase, wie groß die 
mittlere Weglänge der Luftmoleküle ist. In unserem Falle aber 
handelt es sich um die Weglänge der Ionen, die der Lnft oder einem 
anderen neutralen Gase in verhältnismäßig kleiner Zahl beigemischt 
find. Mit Hilfe einer von Maxwell aufgestellten Formel ist es möglich 
die Weglänge der Ionen mit der der Luftmolekiile zu vergleichen. Der 
Faktor »her, mit dem die letztere zu multiplizieren ist, um die Weg- 
länge der Ionen zu erhalten, hängt nicht bloß selber wieder von der 
Molekolaj^esch windigkeit der Ionen ah, sondern enthält überdies noch 
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eine neue unbekannte Größe, den Molekulardurchmessei" der Ionen, 
genauer gesagt das VerhältniB dieses Durchmessers zu dem DurclunesBer 
der Luftmoleküle. Es bleibt also nichts übrig, als für dieses Verhältnia 
willkürlich eine fteÜie verschiedener Annahmen zn machen und für 
jede derselben die Rechnung durchzuführen. Aus dem Ergebnisse der 
Berechnun^f kann man mit ziemlicher Sicherheit die folgenden quali- 
tativen Schlüsse ziehen: Die Weglänge der Ionen ist kleiner als di» 
Weglänge der Luftmoleküle, ebenso ihre molekulare Oesch windigkeit; 
die Masse der Ionen aber ist größer als die Masse der Luftmoleküle. 
Aus dem letzteren sehr überraschenden Ergebnisse folgt, daß mit 
der Spaltung neutraler Luftmoleküle in positive uad negative Ionen 
eine Bildung komplexer Moleküle Hand in Hand gehen muß. Ver- 
gleichen wir die Eigenschaften der positiven und negativen Ionen, so 
ergeben sich die folgenden Sätze: Die Weglänge der negativen Ionen 
ist größer als die der positiven, ebenso ihre molekulare Uesch windigkeit; 
die Masse der negativen Ionen ist kleiner als die der positiven. Übenr 
diese qualitativen Resultate kann man nur hinauskommen, wenn man 
noch eine weitere hypothetische Annahme hinzufügt. Man kann z. B. 
annehmen, daß das Verhältnis zwischen Masse und Volumen bei den 
Ionen dasselbe sei wie bei den Molekülen der Luft; dann findet man, 
daß die Masse der positiven Ionen dreimal, die der negativen zweimal 
so groß ist als die der Luftmoleküle. Gleichzeitig ergibt sich für die 
molekulare Geschwindigkeit der positiven Ionen ein Wert von 280 Metern 
in der Sekunde, für die der negativen ein Wert von 340 Metern, 
_ (Schluß folgt.) 

The groups generated tty two Operators which have 
a common Square. 

Bj G. A. Miller in Stanford. 

Let Si, s, be two Operators such that sj = s^. If each of thecie' 
Operators is of odd order, they are powers of each other and the group 
generated by them, |ä,, ^|, is the cyclic group generated by each of, 
them aeparately. If the order of one is odd while that of the other 
is even, (s„ s, j is the cyclic group generated by the Operator of evea. 
order. Finally, if s,, s^ are commutative, fs,, s,j is either the cyclic. 
group generated by one of them, or it is the direct produet of thia. 
cyclic group and an Operator of order two. Hence it is only necessarf. 
to consider the case when *,, s, are non-commutative and when each 
of them is of the same even order (n). In what foUows we ehall 
assnme that both of these conditions are satisSed. 

The order of ,v,»j'' can have any valuc gn-uter than '2, sine« wt 
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may regard each of the factors as the direct product of an Operator 
of Order n and any Operator of Order 2.^) That s^s^^ cannot be of 
Order 2 resolts from the foUowing equations: 

From s^Sf^SiSf^ = 1 it follows that s^s^^ = s^äJ"^; and from 
$[sf^ = 1 it follows that 

Combining these two sets of equations we have s^srj^^ =• s'['^s^: that is, 
Sj, 5g wonld be commutative, which is contrary to the hypothesis. The 
last set of equations shows further that s^s:^^ is transformed into its 
inverse by s^. Hence the order of {s^ s^] is the product of the order 
of s^s^^ and the index of the lowest power of s^ which is generated 
by s^^^- Since s^ transforms into its inverse each Operator of the 
cyclic group generated by s^sf^^^), this index is either n or m/2; and 
it can be tbe latter only when n/2 is even. 

If $1 and s^ are represented as substitutions having a common cycle 
of Order n while the remaining cycles are of order 2, it is dear that 
the index mentioned at the end of the preceding paragraph can always 
be n. Moreover, it can be n/2 whenever n/2 is even. Hence { «i, Sg } 
is completely defined by giving the order of s^s^^ and (when this order 

> 2 and n/2 are both even) by stating whether s^s^^ generates s^. 
When n = 2, [s^, 8^) gives each of the possible dihedral rotation 
groups.') In general; { s^, s^ ] includes the direct product of the cyclic 

group generated by s^sf^ and the cyclic group generated by $}, The 
remaining half of the Operators of {^i, ^g} transform each of the 
Operators of the former cyclic group into its inverse while they are 
commutative with each of the Operators of the latter cyclic group. 

From the preceding paragraph it follows that for every given 
value of n there is one and only one group of order wife (Ä > 2 being 
the Order of s^s^^) which is generated by s^, s^. In this infinite 

System k can have any value from 3 to oo. When both ^ ^^^ ^ &^^ 
even, s^^, s^ generate also a group of order nk/2. In this System h can 
have any even value from 4 to oo. Each of these groups contains 
either n/2 or n invariant Operators and the corresponding quotient 
group is a dihedral rotation group. This quotient group is also the 
group of cogredient isomorphisms. These Systems of groups are of 
especial interest on account of their simple abstract definitions and since 
they fumish such a direct generalization of the dihedral rotation groups. 

1) American Journal of Mathematics, vol. 22, 1900, p. 186. 

2) Jordan, Tratte des Snbstitntions, 1870, p. 24. 

8) Bulletin of the American Mathematical Society, vol. 7, 1901, p. 424. 
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Distanzrelationen zwischen Pnnfcten nnd Geraden der 
Ebene, sowie Fnnkten nnd Ebenen im Ranme. 

ToQ EAsnuR CwojDZiiJSKi in Zürich. 
(Zweiter Teil) 

Wir haben in (3) 6, 118 — 122 dieses Archivs ReUtionen ent- 
wickelt, welche zwischen den sechzehn von vier Punkten auf vier Ge- 
raden der Ebene gef älit«n Loten bestehen, hezw. zwischen den 2Ö Loten, 
die sich von fünf Punkten des Raumes auf fUnf beliebige Ebenen 
föllen lassen. 

Im folgenden beginnen wir mit einer Erweitening jener Relationen 
indem wir sieben Punkte und sieben Oeraden der Ebene zugrunde 
legen. Dieselbe führt uns zu einer Verallgemeinerung der Distans- 
relation auf - — — j — - - ' + 1 Punkte nnd ebensoviele Geraden dar 
,,(M + l)(w+g)(n + 3, 



Ebene. Das räumliche Änalogon bezieht eich auf - 



-"+1 



Punkte und Ebenen, Zugleich ergibt sich ein interessanter Zusammen- 
hang dieser Relationen einmal mit den algebraischen Kurven nt«r 
Ordnung bezw. titer Klasse, das andere mal mit den Oberflächen nter 
Ordnung bezw. «ter Klasse. 

1. Eine Disianzrelatmi zwischen sieben Punkten und sieben Gpra4e» 
der Ebene. — Es seien sieben Punkte P^ durch ihre bar^zentrischen 
Koordinaten X;, i/,, 5, und sieben Gerade durch ihre Gleichungen 



G,= xaj+ yVj+ xwj" 0, Cr-i.J 

wo die M, V, w die senkrechten Abstände der Geraden von den Ecken ■] 
des Fundamentaldreieoks bedeuten. Wenn femer J den Inhalt des ] 
Fundamen taldreiecks bezeichnet, so läßt sich der Abstand a^ einefj 
Punktes P^ von einer Geraden G^ folgendermaßen ausdrücken: 



(1) 



!,+ !'(f,+ ■P(«V 



Multiplizieren wir nun die folgenden, identisch verschwindende i 
Determinanten, indem wir entsprechende Vertikalreihen miteinander^ 
multipliiaeren: 
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80 entsteht eine Determinante, wo ein Element der iten Horizontal- 
und der jten Yertikalreihe heißt: 

rfttj + y}vj + sHwJ + 2yiZiVjWj + 2ziXiWjUj + 2xiyiUjVj. 
Dieser Ausdruck ist aber im Hinblick auf (1) gleich 

Wir haben somit, wenn für ajj kürzer ij^ geschrieben wird, die Gleichung: 



TT* 



12* 
22* 



IT* 

27* 



0, 



72* ... 77* 
sie liefert: 

Theorem IIL Die Determinante aus den V Quadraten der Lote, 
die von siebefi Punkten auf sieben Geraden der Ebene gefällt werden, 
beträgt NuU. 

2. Zusammenhang mit der Theorie der Kegelschnitte. — Streichen 
wir in der ersten Determinante des Produktes (2) die letzte Horizontal- 
und Yertikalreihe, ebenso in der zweiten , und setzen Toraus, daß für 
t » 1, 2, ... 6 die Relation besteht: 

aa^+ 6yf + cif + 2dy^jßr<+ 2eZiX^+ 2/*a?,y<= 0, 

wo a, 6, . . . / beliebige Eonstanten sind, so wird die erste Determinante 
Terschwinden; mithin auch die Produktderminante (2). Analog können 
wir sagen, fsdls für ;» 1, 2, ... 6 

Äu) + 5i;J + Cw) + 2DvjWi + 2EwsUj + 2FujVi = 

gät, es wird die zweite Determinante zu Null und somit auch die 
Produktdeterminante. Diese Überlegung liefert: 

Theorem IV, Die Determinante aus den 6* Quadraten der Lote 
van sechs Punkten auf 6 Geraden der Ebene beträgt Null, faUs entweder 
die sechs Punkte auf einer Kurve eweiter Ordnung liegen, oder die Ge- 
raden Tangenten einer Kurve sweiter Klasse sind. 



10 Kakh 



Dist&niirelationeti zwischen Pnnkten und Geraden d 



Wegen der Umkehrbarkeit des zum Beweise verwandten Beter- 
in inantenaatzes gilt die Umkehrung von Theorem IV, daß niinilicft das 
Verscfiunnden der genannteil DeUrminante die erwähnte Lage der Punkte 
oder der Geraden nach sicti eieht. 



3. Verallgemeinerung auf den FaJl i 



( n4-l)(n+a) 



+ 1 PunJden 



lind ebensoviel Geraden der Ebene. — Die wte Potenz der Gleichung (1) 

lautet; . 

^"a^j = {XiUj + tfiVf + Hiw,)-; ■ 

sie liefert auf der rechten Seite entwickelt a Gliedet. 

Analog dem Produkt (2) können wir zwei Determinanten aufstellen 
von je — - — -)- 1 Horizontal- und Vertikalreihen, welche mit 

lauter Nullen gerändert sind. Dann ergibt eich: 

Theorem V. Die Betermnuxnte aus den ntcn Fotrmen der Lote, 
die sich von -^j— -^ + l Punlieti auf ebensoviele Geraden der 
Ebene fällen lassen, beträgt Null. 

Für « = 1 erhalten wir das in (3) 6, 119 dieser Zeitschrift ge- 
gebene Theorem. 

Von hier fUhrt uns eine Behandlung^ die analog derjenigen ist, 
wie wir sie in N^r. 2 angestellt haben, zu 

Ttieorem VL Die Determinante aus den nien Potenzen der Lote 

von — Punkten auf ebensoviele Geraden der Ebene beträgt 

dann und nur dann NuU, falls eniieeder die Punkte auf einer Kurve 
nier Ordnung liegen oder die Geraden eine Kurve nfer Klasse berühren. 

Der Fall w ■= 1 dieses Theorems liefert den bekannten Satz: Die 
Determinante aus den Loten von drei Funkten auf drei Geraden der 
Ebene verschwindet dann und nur dann, wenn die Punkte auf einer 
Geraden liegen oder die Geraden durch einen Punkt gehen 

4. Erweiterung für den Raum. — Aus der Analogie, welche zwischen 
der Gleichung der Ebene im Raum nnd der Gleichung der Geraden in 
der Ebene besteht, folgt ohne weiteres die Gültigkeit der Sätzet 

Theorem VII. Die Determinante aus dm nten Potenzen der Lote 
^^ (« + l)(n4-a)(" + 8' ^. 1 p„„jfcn attf ebensoviele Ebenen beträgt Ntdl. 



Theorem VIU. 



Die Determinante aas den nten Potemoi der Lote 
Punkten auf ebensoviele Ebenem) beträgt dann 
und nur dann Null, falls die Punkte auf einer Oberfläche n ter Ordnung 
liegen oder die Ebenen eine Oberfläche «ter Klasse berühren. 



Zürich, den 12. Ju: 
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J. Kraus: Über die Algorithmen von der Form a*r. — ^^^u.i'^ ''1+2 ~ ^^x' ^^ 



Über die Algorithmen von der Form 

«*^a— 2arx-\.i + rx^i^sjeux* (a=i, «,...) 

Von J. Kbaus in Darmstadt. 

In zwei früheren Aufsätzen (Zeitschr. f. Math, und Phys., Bd. 37 
8. 321 ff., Bd. 39 S. 11 ff.) wurde der Algorithmus 

in welchem die Größen a^, wie bekannt, die Ziffern und die r^^ die 
Reste des im Zahlensystem a (d. h. mit der Grundzahl a) dargestellten 
(echten) Bruches r^/k bedeuten, von uns zum Ausgangspunkt arithmetischer 
Untersuchungen gewählt. Wie daselbst gezeigt wurde, gelangt man 
zu tieferer Einsicht in das Wesen der Zahlen a^ r^ wenn man Doppel- 
serien dieser Größen in Betracht zieht. Wir legten demgemäß die 
Algorithmen 

^^X^ — ^Jl + l,/i='*«Jl/*7 {0<rx^^<k,0<ax„<a;X,,i^l,2, ') 

zugrunde, wobei a eine beliebige andere Ghrundzahl > 1 bedeutet. 
Unter der Yoraussetzimg rxfi =^ r'/^x besteht alsdann die von uns so ge- 
nannte Fundamentalgleichung 

(I) aax^ — aji,^ + i = «aji^i — «^^^,2+1- (^/u = i, 2,...) 

Um eine kurze Ausdrucks weise zu besitzen, nannten wir die Größen a^^, a^a 

[resp. rxnj r^;] die Ziffern [resp. Reste] des Bruches ~ ^-^ in den 

Zahlensystemen (a, a) bezw. (a , a). Der Geltungsbereich der Glei- 
chung (I) ließ sich unschwer auf A, /t = — 00, • • • + 00 erweitem; und 
in diesem allgemeineren Sinne konnte die Gültigkeit der Fundamental- 
gleichung nidit bloß für echte Brüche, sondern überhaupt für beliebige 
positive Zahlen nachgewiesen werden. Eine besonders einfache Gestalt 
nimmt (I) an, wenn die Größen Oj a modulo k kongruente oder asso- 
ziierte Zahlen sind.^) 

Bei weiterem Verfolg der Untersuchungen wird man auf die all- 
gemeineren Algorithmen von der Form 

geführt^ wo v eine beliebige positive ganze Zahl > 1 bedeutet Diese 
Algorithmen sind von uns allgemein untersucht und die Resultate wie 

1) Yergl. hierüber auch Bachmann, Niedere Zahl^ntheprie I, S. 861 ff. 



oben verallgemeinert worden. In der vorliegenden Arbeit sollen jedoch 
der Haupteaohe n&ch nur die quadratiHchen, d. h. diejenigen von 
der Form 

a*fn — 2af-j^j + »"j + j = ka^, |j = i, j, ..) 

einer näheren Betrachtnng nnteraogen werden, während die höheren 
Algorithmen nur insoweit Berücksichtigung finden, als es ohne Weit- 
länfigkeiten geschehen kann. Über die Beziehungen zur Theorie der 
quadratischen Reete und Formen behalten wir uns vor, bei anderer 
Gelegenheit zu berichten. 

1. Nachdem der Ausdruck «''j — r^ ^i')» '° welchem wir « < ft 
Toraussetzen dürfen, wie erwähnt, unter der Annahme näher untersucht 
worden ist, daß er sieh durch Je teilen läßt, soll diese Beschränkung 
jetzt aufgehoben werden. Ea soll demgemäß jener Ausdruck im all- 
gemeinen beliebige Werte annehmen können. Jedoi'h aollen die r^ die 
wir auch in der Folge als Reste bezeichnen wollen, der Bedingung 
^ r j < ^ nnterworfen bleiben. Alsdanu kann man jedenfalls setzen: 

(1) «n — n+i:= klu — ri. io<r;<*). 

Der Ausdruck ß'j — f^ + i iat, sofern er negativ wird, seinem absoluten 
Werte nach < k. Daher kann Aj niemals negativ werden. Anderer- 
seits aber vermag hj, anch nicht die Zahl a zu Übersteigen, da bei 
Aj = ß -t- n{n > 0) entgegen der Vorausaetzung r^ > k sein würde. Also: 
„Wenn unier a und k iTosUive game Zahlen > 1 verstanden iierden 
und die Reste r^ der Bedingung ^r^ <k genügen, $0 kann man 
stets setzen: , , , „ 

CCri — n+l — *^«i — rt." (0<r,<*, B<*J<ai i=l,J,. .) 

Es möge ntm weiter der Ansdrack 

«»r^ — 2ar,^i -|- r,^, — a{ari — ri^^) — (kj-j^, — rj + ,) 

in Betracht gezogen werden. Derselbe ist entweder f^r alle positiven 
ganzen Werte von X durch k teilbar, oder nicht. Im ersteren Falle 
läßt die mit Hilfe von (1) sich ergebende Gleichung 

(2) tt*ri — 2ari + i + rj + , ==*(«*! -hi + ,)— (ari - ri + ,) 
erkcsmen, dafi ar'i — r\ + , gleichfalls durch k teilbar sein muB. Es sei 

(3) ar'i — r'i+i — ißj. (o<.j<«i 

1) Im folgenden sind in allen Aiudrüeken, in denen Bucbstabenindizei vor- 

kommen, dieielben immer, aofem nicht auBdrücklich eine besondere Ein»chränkun^ 
gemacht iat, »li varisibel gedacht, derart, daS djeee Ausdrüclie für alle poeitiven 
ganzen Wert« der Indizes in verstehen sind, Feruer wprdcn die vorkommenden 
ZahlenfH'i'Ben, fall» nicht das negenteü bemerkt ist, immer positive gaoie Zahlea 
bedeuten. 
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Führt man die Beziehung (3) in Gleichung (2) ein^ so nimmt dieselbe 
die Form an: 

(4) a*r^ - 2ar;i^.i + rj,^\ = Jc(ah^ - h^^^ - O. (o^ä^^«, o<ea<a)i) 

Kann andererseits a^^i— 2ar;i^i+r^^, nicht für alle Werte von l durch i 
geteilt werden, so besitzt doch möglicherweise 

diese Eigenschaft. In diesem Falle folgt aus 

(5) «Vi — Sa'n + i + 3an + 8 — ^^+8 •= ife(a*Aa — 2aÄi4.i + hx + i) 

— (a*ri — 2ari4.i + ri+j), 

daB der Ausdruck a^ri — 2arx^i + ri^i den Teiler X: enthalten muß. 
Nach (4) darf man also setzen: 

(6) a^ri — 2arli^i+rji^i=^k{ccgx — gx^i — ex). (o<9x^a, ot^x<'') 

Mit Rücksicht auf (6) verwandelt sich sodann (5) in: 

(7) a^r^ - 3aV;i^i + 3ar^^, - r^^, 

wo die A;^ ^^ und 6;^ den Bedingungen genügen: 

0^*2^«, O^^r^^a, 0^e^<a. 

In derselben Weise fortfahrend gelangt man zu folgendem, durch- 
TollsliLndige Induktion leicht zu erweisenden allgemeinen Ergebnis: 

„Wenn der Äusdrudc «V^- (Öa^'V^+i +(?)«""" V^+j ±r;,^,, 

in welchem v eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet, für alle positiven 
gafizen Werte von k durch Je teilbar ist, so kann man setzen: 

-[«^-Vi-(vy-Va+i+-]+K-Y.-(v)/i+i+--]----±eji, 

r 

wo die OröBen hj^ g^ fxf''' ^x ^^ Bedingungen Genüge leisten: 
0£h£a,0£gj^£a,0^fj,£a,'",0£e^< a." 

Für die Zahlen h^^ g^^ f^ ^ » kann man schreiben: 

*i — Äi + ccux — tti+i, gx — g'x+avx — vx + ij fx^fx + awx — «^a+i,-- •, 

1) Ist hierbei im besonderen Falle ar^^ — ''jl + i ^ ^ — •' durch k teilbar, so 
lind die e^ f^ Xa.t, $-|- 1« • • • gleich null, und die Aj^ genügen der Gleichung 



I dem di 

I pliziert 

I (14) 



wo nunmehr die neuen Größen Aj, g'i, fi, ■ ■ ■ nicht nur ^ 0, sondern 
auch < K sind, mithin als Ziffern im Zahlensysteme a aufgefaßt werden 
dürfen, während die Mj, v,, w^, . . . nur die Werte und 1 annehmen. 
Die arithmetische Bedeutung dieser Ziffern h\, (i\, fi, . . ,, sowie der 
Zahlen u^ r^, w^ ... gedenken wir in einem weiteren Aufsätze zu er- 
örtern. Hier sei nur angedeutet, daß sie zu Brüchen mit Potenzen 
von li als Nennern in Beziehung stehen. 

3. Im Anaehluß an die Ausführungen des vorigen Artikels wollen 
wir hier den Beweis eines allgemeinen Satzes auseinandersetzen, der 
die Verallgemeinerung des in der Fundamentalgleichung (I") aus- 
gesprochenen Lehrsatzes darstellt. Es miigen >■),,. bezw. r^j zwei Doppel- 
serien von Resten darstellen, für welche die Bedingungen O^i-;,, <A, 
0^fj,ji<i gelten und die Algorithmen bestehen: 

(8) «'n, - (!)«—'•„,„ + (!)<■—■■,„., — ± 'lt.,, - '«*,. 

(9) «-'ri,! - (;)<<•-'.■;,+,,, + ©«■-'.■;+M — ± '■>.+:' - H.!, 

wo V eine positive ganze Zahl bedeutet. Wenn dann die Größen rj,„ rj,j 
in einem derartigen Zusammenhange stehen, daß allgemein rif, = r'^i 
ist, die leicht zu beweisende (vergl. Nr. 5.) Möglichkeit eines solchen Zu- 
sammenhanges vorausgesetzt, so kann folgender Satz ausgesprochen werden: 
„jIiw den beiden Algorithmen (8) und (9) foJyt unter der Vnraas- 
setxung ri^ = r'^i der nette Algorithmus: 

(10) a'ai,, — ([)a''-'aj,^ + i -|- (;)a'''-'flj,^ + » — + a'ai.i 

-{l')«*"'<.J-f-i + {;}a''"X..i + »-+--- (/j— i,J.-..) 

Zum Beweise setzen wir unter Anwendung symbolischer Bezeichnungs- 
weise n^ — rjij " r'J?'*, ai^-' a^A", a„i = a^A'^. Dann lassen sieh 
die Gleichungen (8) nnd (9) symbolisch in der Form schreiben: 

(11) i^{a - rySf " ka^Ä», 

(12) f^{a'-Ryiif-ka:>'Ä\ 

Subatituiert man nun in Gleichung (11) für ft der Reihe nach die Werte ft, 
H -\- \, . . . fi -\- V, multipliziert hierauf die entstehenden Gleichungen mit 
bezw,«'', — (J) «''-', ■■■ + ! und addiert, so folgt: 

(13) r^[a - rYJVicc- - li)' - ka^A\i^ - Ä)'. 

Auf gleiche Weise ergibt sich aus Gleichung (12), wenn man 
rlarin für l nacheinander die Werte k, l -\- \, . . . i, + v setzt und, nach- 
dem die erhaltenen Gleichungen mit bezw. a', ~ (l)«'" '» ■ ■ - ± 1 multi- 
pliziert worden sind, addiert: 

(14) j^{tt - r)'It'\u - liy = ka>-A'^{u - A')'. 
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Aus (13) und (14) folgt ohne weiteres: 

(15) q!^A^ («' - A)' = a^ Ä\a- Ä)\ 

Dies ist aber der zu beweisende Algorithmus in symbolischer Schreibweise. 
3. Wir betrachten jetzt eingehender die Algorithmen von der Form 

(16) a^r^ - 2ar^+i + ^^+2 = *«^. 
Nach 1. darf dabei 

(17) an — n + i =» iÄi — r\ if*r\--r\^^^kti, O^A^<a, O.^f^ <a) 

gesetzt werden. 

Zunächst ist klar^ daß bei gegebenen a^ Tc durch irgend zwei auf- 
einanderfolgende Reste Vjj etwa r. und r^^^, alle folgenden r^ eindeutig 
bestimmt sind. FallS; wie hier vorerst vorausgesetzt werden soU^ a 
prim zu k ist^ gilt dies auch fQr die vorangehenden r^^. Wenn zwei 
benachbarte Beste, z. B. r^ und r^j gleichzeitig verschwinden, so müssen 
alle übrigen Beste ebenfalls gleich null sein. Wird dieser Fall aus- 
geschlossen, so kann der Algorithmus (16) offenbar niemals abbrechen. 
Da femer die Ic möglichen Beste 0, 1, ... (k — 1) nur eine endliche 
Anzahl von Variationen zu je zwei Elementen gestatten, so ist der 
Algorithmus periodisch, und zwar bei der gemachten Annahme {a prim 
zu k) rein periodisch. Bezeichnet man die Anzahl der Elemente einer 
Periode mit ^, so hat man 

(18) rx^j^rxj ax^j^ai. 

Die konstante 2iahl J soll in der Folge kurz als Periode der r^. bezw. 
a^ bezeichnet werden. 

Denkt man sich in Gleichung (16) für k der Beihe nach 
A, A-J-1, ...A-f-» — 1 gesetzt, wo i eine beliebige positive ganze 
Zahl bedeutet, darauf die entsprechenden Gleichungen mit bezw. o*"^, 
o*-*, ... 1 multipliziert und addiert, so folgt: 

(19a) «(«»Vi — 04- ••) — («*^i -f 1 — ^^ 4- • 4- 1) = * A ^ y 

oder 

(19b) «'(an — n + i) — {arx^i — n+f+i) = kAi^Xy 

wo zur Abkürzung Aix für af~}ax + «^"'a^+i 4- • • • «i-f 1-1 gesetzt 
wurde. Multipliziert man dagegen die Gleichungen (16), nachdem 
darin für k die Werte A, k + \j ... A + » — 2 gesetzt worden sind, 
mit bezw. (i — l)a''~*, (i — 2)«' "•,... 1, so ergibt sich wegen der 
Identität ft - 2(f* - 1) + f* - 2 s 0: 

(20) «'n — rx^i =- ta'-*(an — n^-i) — kA\xy 






wenn8ymboli8ch(i— l)a''~*aj-l-(t— 2)d:''-*«j^,+ " 
bezeichnet wird. In älmlicher Weise erhält man 

(21) «V,-r,^, - .■(.r,^,_,-r,^J + *[«'-',., + ■•■ + (.■- !)«,«-■]■ 

4. Bei Beetimmnng der Periode /} unterscheiden wir ztinächrt 
zwischen zwei Haiiptfällen, je nachdem nämlich «»"j — t",^., für irgend 
einen Wert von X durch h teilbar, oder relatir prim zu h ist. Aqb 
der Gleichung 

ergibt sich, daß unter der Yoranssetzung a prim zu Ji der Ausdruck 
ccf] — fj^i fttr alle Wert« von A durch A: teilbar sein muß, sobald diai 
fOr einen unter ihnen der Fall ist. Der Algorithmus (16) ist unter 
diesen Umständen mit dem Algorithmus ersten Grades 

(22) «'i ~ ''i + i "*^'j (*S»i<«> 

identisch, dessen Periode & gleich dem Exponenten ist, zu welchem tt 
in bezug auf den Modul A" gehört. Wenn es andererseits zwei auf- 
einanderfolgende Reste >■(, r,^, gibt, für welche ß»"; — r.^, teilerfremd 
zu A ist, so gilt ein Gleiches für je zwei benachbarte Reste. Atu 
Gleichung (20) geht hervor, daä der Ausdruck «"V^ — ^i + j f^r (=4 
durch h teilbar wird; gleichzeitig leuchtet ein, daß dies unter der 
Voraussetzung «r^ — '.i + i prim zu h für keinen Wert *<A^ möglich 
ist. Nun folgt aber aus Gleichung (19'), daß u'r-^ - r,^, für alle Werte 
von X den Teiler k enthalten muß, sobald dies für ii^end einen unter 
ihnen der Fall ist. Daher stellen die Größen r^, r^^^, ''z+tti ■ ■ ■ *^* 
Reste des Bruches r^'l; im Zahlensysteme a* dar. Bezeichnen wir nun 
den größten gemeinschaftlichen Teiler von A und S mit d und setzen 
A' — dA', S ^ dd', 80 gehört a* in bezug auf den Modul A bekanntlich 
zu dem Exponenten d'; d. h. die r^, fj^i, »"j + i^t, ■ - ■ bilden Perioden 
von je 6' Resten. Die r^,, Tj^j, »"j^.», ... müssen sich demnach jeden- 
falls nach den ersten Ad' Resten wiederholen; d. h. Ad' muß durch ^ 
teilbar sein. Andererseits folgt aus (lO*") (bei i = iJ), daß «-' — 1 durch. 
k, also J durch ö teilbar sein muß, und Gleichung (20) lehrt sodana 
(bei > <^ ^), da& J den Teiler A besitzt. Daher muß ^ durch du 
kleinste gemeinschaftliche Vielfache von k und ö, nämlich hd', teilbar 
sein; d. h. es ist z/ = Ad'. Der Fall, wo k^i — t^^^ und A einen von 
k bezw. 1 verschiedenen größten gemeinschaftlichen Teiler besitzen, 
läßt sich auf die vorangehenden Fälle zurückführen, soll hier aber un- 
erörtert bleiben. Wir gelangen somit zu dem Ergebnisse: 

Wenn k = dh', ff = dö' gesclzt iiird, wo ä den zti « moditlo i 
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gehörigen ExponerUen und d den größten gemeinschaftlichen Teiler von 
k und 8 hedewtety so ist die Periode /l des Algorithmus 

iPesw, der Größen r^^, aj für den Fall, daß ar^^ — r^^^ durch k teilbar 
ist (V;i prim zu k vorausgesetzt), gleich ö; falls dagegen ar^ — »"i+i relativ 
prim zu k ist, gleich kö\^ 

6, Es seien r^, r^^, rjj, r^ vier willkürlich gewählte positive ganze 
Zahlen < k (die Null eingeschlossen). Wir bilden mit ihrer Hilfe ein 
System von Resten r^^^: 



^11 ^21 ^il 

(23) ^" ^" ^" 

^1» ^18 *'«8 



« • • 



f&r welche der Algorithmus besteht: 

(24) a\^ - 2ar;i^i^^ + r^^^^^ = ia^^. (o^a^^*) 

Nach 1. kann man dann setzen: 

Sabstitoiert man in Gleichung (24) för (i nacheinander die Werte ^, 
H+ ly (i + 2y multipliziert danach die entstehenden Gleichungen mit 
bezw. «'*, —2a', 1 und addiert, so folgt, wenn gleichzeitig r^x^^fx/u 
und JB^i = a'V;^ — 2arl,^i^x + r^-f 2,;i eingeführt wird: 

(25) «»JB;i - 2aB;,2+i + Ä;,2-f t - i(«'*a;i^ - 2a'a^^^^, + a^^^^,). 

Werden nun die Größen ri^ = r^i und r«^ = r^2 so gewählt, daß die 
Gleichungen 

(26) JR^'i =« kd^tiy R^% = kalt2 

bestehen, so ist, wie sich aus (25) durch Anwendung der vollständigen 
Induktion leicht ergibt, allgemein: 

(27) «' V;^ — 2aV;4.i,i + r^+j.^ = ka'^x, 

wo die Großen a^tx gewisse (positive oder negative) ganze Zahlen be- 
deuten, für welche man nach 1. schreiben darf: 

Die Verallgemeinerung des Beweisverfahrens (vergl. 2) liefert den Satz: 
yyln einem System von Größen r^^^ (0 ^ r^^^ < i; X, fi = i, ^, . . .^ 
ieien v^ dieser Größen r^j^ (il, /t — i, ^, . . . v) beliebig gegeben, und es 
gdte der Algorithmus 

Afekfar der ]Utb«B*tik und Physik. HI. Beihe IX. 2 
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für aile positiven ganzen Werte von >L und fi. Besteht alsdann der Algo- 
rithmus 

w^o r/. ; = rift ist, für A = i, 2, . . . v, ofcer /ür oZfe Werte von (i (was 
hei der gemachten Voraussetzung stets in eindeutiger Weise zu ermöglichen 
ist), so gilt er überhaupt für alle positiven ganzen Werte von A und /t/' 
Durch die vier willkürlich gewählten Reste r^^, r^^, r^,, r^, sowie 
durch die Größen h, a und a' sind alle übrigen Reste des Systems (23) 
sofern für sie die Beziehungen (24) und (27) gelten sollen^ eindeutig 
bestimmt. Wir wollen nun imter dieser Voraussetzung zunächst eine 
Beziehung ableiten, die r^^ in independenter Form aus jenen Größen be- 
rechnen lehrt. Zu diesem Zwecke schreiben wir Gleichung (20) in 
der Form: 
(28) r^ = c^- Vi - (A - l)a^'\ari - rj) + kAi^i 

[^;_i = (A - 2)a^-»ai + (A - i)a''^a^ + • • • + a,.«]. 

Auf Gleichung (24) angewendet; liefert (28) zunächst 

rif, = a^'^rif, — (A — l)a^-*(ari^ — r^^) + it-4i_i,^. 

Indem man hierin noch für ri^ = r;'i; ^2/*=*"^ 2 die ihnen vermöge 
der Gleichung 

r;.x == a^-^u - (ft - l)af*-\aru - r^) + 1cA;^,^x 
zukommenden Werte setzt, erhält man die gewünschte Beziehung 
(29)r,^ = «-««^-«[««V,,-(A-l)«Xar,,-r,0-(fi-l)«(«V,,--r,,) 

+ (^ - l)(f* - l)(««'^ll - «^18 - «'»"21 + O] + ^^x^»y 

wo 

Ä^ = a^-^A;;_i,; — (A — l)a^-*(a^;;_i,i — ^//-i,2) + ^/-i,/i. 

Wenn man symbolisch r^^ = "^il^^ setzt, so läßt sich Gleichung (29) 
in der Form schreiben: 

(30)r,,^a^-»«'."->»-j-(A-l)(ari-r,)].[a'i?j-(^-l)(«'Äi-ü;)](modÄ) 

Von besonderem Interesse ist der Fall, in welchem r^ =0, r^j = 0, 

/ji = 0; hier ist 

(31) r^^ = (>t - l)(/i - l)a^-*a'''- V,j(modZ:). 

6. Die Reste r^^ kommen in einer Reihe von Verbindungen vor, 
die für unsere weiteren Entwicklungen von Bedeutung sind. Im folgen- 
den soll daher einiger derselben Erwähnung geschehen. 

Es möge zunächst der Ausdruck aur-^ - ur^^^^, ^ , - «'r^ + j,^, + ^^ +1.^ + 1 
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betrachtet werden. Mit Hilfe der symbolisclien Kongruenz (30) ergibt 
sich nach leichter Rechnung: 

(32) I ""'^^^ "■ "*'^./'+i "■ "'^^+1./* + ^ii+i./*+i 

1= a^'^af*'^{aa'r^^ — ar^^ — ar^ + r^,) (mod Je), 

Setzt man abkürzend 

5^1 ^ aaVi^ — arji — cc'r^^ + r^g (mod A), (o<«u<*) 

so kann (.S2) auch in folgender Form geschrieben werden: 

(33) aaV^^ - «n,;,+i - «'^'a+i,/» + ^i+i,^+i = «^/« + *«^;i^- 

Dabei bedeuten die Größen 5^^ (vgL Zeitschr. f. Math, und Phys., 
Bd. Sly S. 333 Gleich. 10) die Reste des im Zahlensysteme (a, a) dar- 
gestellten Bruches s^^/ky wahrend die v^^ gewisse noch näher zu be- 
stimmende (positive oder negative) ganze Zahlen vorstellen. Analog 
hat man 

(34) aarl^x — aV;,i^i — «r^-f i,i + r^-f M4-i = V^ + ^^f*h 

wo die s^x die Reste des im Systeme (a\ a) dargestellten Bruches 
^(=«-'M sind. Da die linken Seiten der Gleichungen (33) und (34) 
identisch sind^ so folgt ohne weiteres: 

(35) Szf, = s'f,x, vifi = v^x, 

Falls ^11 ■= ist, sind sämtliche s^^ = 5^ji = 0; aus Gleichung (33) er- 
gibt sich sodann: 

„TFeim der Ausdruck aar^^ — ar^^ — ar^^ + r^^ durch k teilbar ist, 
so gut ein Gleiches ßir den Ausdruck ««'^;i^— «''^,^+1— «V^^i^^^+r^^i^^^i, 
und zwar für dUe positiven ganzen Werte von k und /i." 

Um über die Natur der Größen Vj^^ einen vorläufigen Aufschluß 
zu erhalten, schreiben wir Gleichung (33) in der Form 

(36) a{arj,^ - r^^^^J - («^i,;,+i - ^>i+i,^+i) = h^. + ^'V;^. 
Nach 1. kann man dann setzen: 

dadurch nimmt (36) die Gestalt an: 

(38) kvj,^ = K^'hf. - \^^i) - («'^i^ - ^x,^.^i +h^^ 

Man darf also 
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schreiben; zugleich ist ersichtlich, daß bei Su>0 nicht schon «'w^^— W;^,^ +i 
den Teiler Tt besitzen kann. Aus (39) folgt, wenn gleichzeitig s'fix f&i* 
^Xfi gösötzt wird: 

Der Ausdruck as'^x — 5^-f i,i ist, der Bedeutung der Größen sl^x zufolge^ 
durch k teilbar. Daher muß auch «'*w^^ — 2a'm;^^^i + w^^^^j den 
Teiler 1c enthalten. Es darf somit wiederum nach 1. geschrieben 
werden: 

(40) amxf, — wi^>+i = 'kg'f.x — n^^x- co^pj^l«'. o<m;,2<*) 

Durch Vergleichung ergibt sich aus (39) und (40) sofort: 

(41) fx^i =- g'fiXy n'f,x = Sxf» = s^ji. 
Unter diesen Umständen folgt aus (38): 

(42) vxf, = ahxfi — h^ia+i — g^iX- 
In ähnlicher Weise erhält man: 

(43) v^x = aA^;i — K,x-^i = fi'i/«. (o^V;i5«', o<gi^<a) 

Wir gelangen somit zu dem folgenden Resultate: 

y,Es seien a, a\ Je, sotvie vier wiUkürlicfi geivählte Reste r,j, r,,, r,,, 
^M (^ ^^ "^ ^) g^g(^>^^, ^^wrf es M^erde 

Sil = aa Vii - arig — aV^i + r^^ (modA*) 

gesetzt (0 ^ s,i < k). Bildet man alsdann (was immer in eindeutiger 
Weise gescJiehen kann) ein System von Resten rxu " f'^x, ßr welche die 
Algorithmen bestehen: 

aV;/. — 2an^_i,^ + n+s,;, ■= kaxfty a^r'f^x — 2ar^^i^x + r^+2,;i — Aa^li, 

wobei die r^^ der Bedingung ^ r^^^^ < k genügen, während diu a^^ und 
a'f,x geunsse (positive oder negative) ganze Zahlen bedeuten, so darf man 
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= SXfi + k{ahxf, — Ä;i,^4.i — fi'/i^i) = sl,x + k{ah'f^x — K.x-{-\ — 9Xf^ 
setzen. Hierin sind die sxfi bezw. s^^x die Reste des Bruches -^ ^ -^ *♦* 

den ZaJilensystemen (a, a') bezw, («', a); die hx/u, gx^, h^jiXj g^x sind 
noch näher zu besprechende Größen, weiche den Bedingungen 

O^hxju^a, O^gx^^Oy O^h^x^a, O^g^ix^cc' 
Genüge leistefi, und für welche der Algorithmus besteht: 

ahxu — /o,/i+i — giiX =- ahux — /v.ü-hi — gxfi.^ (^.M^h «, .) 
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Die arithmetische Bedeutung der hxf,, gxfiy hf',x, [/f,x soll in einem 
besonderen Aufsätze auseinandergesetzt werden. 

Als zweiter Ausdruck sei a^f;^^^+2 -— '^^<^'^i+Ufi^i + ^'^^k+2^fi (^^^ 
quadratischen Form entsprechend) erwähnt. Setzt man in Gleichung (24) 
ft + 2 für ft, in (33) A + 1, /^ + 1 an Stelle von X, fi und in (27) 
k + 2 anstatt A^ multipliziert sodann die drei entstehenden Gleichungen 
mit bezw. 1^ -— 2^ 1 und addiert^ so erhält man: 

(44) a*^i,/i+2 — 2aa'rji-hi,//-f 1 + a'^n^s,// = — 2sx+i,f,^i 

Bei 5^j = ist auch 5^4.1,^4.1 = 0. Also: 

.yUnter den früheren Voraussetzungen hat man für aUe positiven 
gamen Werte von A, ft: 

aV;,^,4.2 — 2aaV;i4.i,^,4.i + a'Vi4.2,^ = — 25;-|-i,;i4.i 

Ist imbesondere aaVj^ — «r^^ — «'r^j + **! 2 ^wrcA k teilbar, so gilt ein 
Gkidies auch für «^^,^4.2 — 2aaVi4.i,^4.i + a'V;i4.2,^." 
Zum Schlüsse betrachten wir noch den Ausdruck 

cc'a^rx^ — 2aa'r;i4. 1,^,4.1 + n4.2,/u4-2. 
Aus (24) und (27) ergeben sich die folgenden Gleichungen: 

«*n/« — 2an4.i,,, + rji4.2,^ =• kaxf, 
a'V/;,;i4-i — 2« V^4. 1,^4.1 + r^4.2,;i4.i-=A:a^i4.i 
c^fx^fi-rt — 2ar;i4.i,^,4.2 + rx^2,ft-^2 = kax^^^i, 

MultipUziert man dieselben der Reihe nach mit bezw. «'*, 2«, 1 imd 
addiert die entstehenden Gleichungen, so folgt: 

(45) (a»a'*n^ — 2aa'n 4. 1,^,4.1 + ^4. 2,^,4. 2) + (a*n,/.+2 — 2aa'n-|-,,^,4.i 
+ a'*n4.2,^) = kia'^axf, + 2aa;,i4.i + ai,;,4.2). 

B«i Berücksichtigung von (44) können wir also sagen: 

^Wenn die früheren Voraussetzungen gemacht werden, so besteht für 
öMe positiven ganzen Werte von A, (i die Gleichimg (45), der man auch 
^ Fmn geben kann: 

W a^a^rxf, — 2aa'n4. 1,^,4.1 + ^4.2,^,4.2 = 2s;i 4.1,^4.1 

+ k{a^axf, + 2aa^;4.i — a^i4.2 + 2t;ji + 1,^4.1). 

^^ insbesondere aa'r^^ — ar„ — aV,j + r,, durch k teilbar, so gilt ein 
Gleiches für a*a'*ri^ — 2aa'n4.i,^4.i +^4.2,^4-2- 
Darmstadt, Januar 1903. 
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Vnn Rudolf Kuau.se in Straßburg i. E. 

Der fol^^ende Aafeatz ist ein AuBzug aus der In au g.- Dissertation 
Lther senär zyklische KoUineationen im Räume" (Straßburg (Eis.) 1903), 
^nf die wir zur näheren Begrilndunj^ der angeführten Sätze verweisen. 
Eine senär zyklische Raumkollineatioa ip ist eine T raus form atioti, 
an sechsmalige Anwendung auf die Identität führt; dieses Verhalten 
"findet Beineu Ausdruck in der symbolischen Gleichung q>* = 1. Eine 
solche KoUineatioQ (p ordnet die Elemente eines räumlichen Systems, 
insbesondere dessen Pnnkte, i. a. zu Gruppen zu je sechs, zu „Zykeln" 
an, die wieder in Teilgruppen zerfallen, welche einfacheren zyklischen 
KoUineationen, und zwar involutorischeii imd tomären, angehören, wie 
die Umformung der Gleichung q:^ — 1 in (9;')' = 1 und {(p^y = 1 zeigt. 

^Wi^ können schon aus der Betrachtung der verschiedenen Lage beziehun gen, 
welche die Punkte eines Zykels aufweisen können, einen Schluß auf 
die Anzahl und die charakteristischen Merkmale der möglichen senären 
KoUineationen ziehen. Es lassen sich hinsichtlich der relativen Lage 
der Punkte eines Zykels folgende fiinf Fälle unterscheiden, die wir in 
der Reihenfolge anführen, in welcher der allgemeinere Fidl dem speziellem 
vorangeht. 

1. Allgemeinster Fall: Die Punkte 1, 2, ä, 4, 5, 6 bilden ein wind- 
schiefes Sechseck und zwar in der Weise, daß keine vier EckpaoUe 
in einer Ebene liegen. Die Hauptdiagonalen sind zu einander wind- 
schief. 

2. Die 3 Hauptdiagoniilen gehen durch einen Punkt, je zwei Piwre 
gegenüberliegender Eckpunkte fallen also in eine Ebene. 

3. Das Sechseck 1L'345G ist ein ebenes, 

4. Die 6 Eckpunkte liegen zu je dreien auf zwei windschiefen 
Geraden (/, ^,, und zwar die Punkte 1, 3, 5 auf 1/, die l'^lnkte 2, 4, 6 
auf .9,. 

5. Die 6 Punkte liegen sämtlich auf ein und derselben Geraden. 
Das Sechseck degeneriert. 

Es ergeben sich also 5 verschiedene Arten senärer KoUineationen, 
fflr die ein Existenzbeweis noch zu führen ist. Um für die ver- 
schiedenen KoUineationen eine kurze Bezeichnung zu hüben, versehen 
wir das Zeichen cp mit einem Index, der auf die Zugehörigkeit zu aar 
L betreffenden Klasse hinweist. 
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Wir unterscheiden demgemäß folgende 5 Arten: 

1. windschiefe 1. Art <p^y 

2. windschiefe 2. Art ^2^ 

3. planare (p^, 

4. windschiefe 3. Art oder halhgescharte. Diese Art zerfällt, wie 
sich später ergibt, in zwei Unterarten: die hyperbolische halhgescharte 
Kollineation tp^ und die elliptische halhgescharte g>'^] 

5. gescharte (p^. 

Wir fähren zum Nachweise der Existenz dieser Arten die senären 
KoUineationen auf einfachere zyklische Eollineationen zurück, nämlich 
auf temäre und inyolutorische. Auch dieser Weg führt uns zu den 
erwähnten verschiedenen Arten senärer Eollineationen. 

Ist nämlich q) eine senär zyklische Kollineation, also ^^»1, so 
ist 9? = 9?^ = 9* • 9* = 9?* . g?*; hierin ist <p^ eine temär zyklische Kolli- 
neation und g)^ eine mit dieser vertauschbare Involution. Es läßt sich 
also eine senäre Kollineation aus zwei vertauschbaren Verwandtschaften, 
einer Involution und einer temären Kollineation, zusammensetzen. 

Wir gelangen also zu den verschiedenen Arten senärer KoUineationen, 
indem wir alle möglichen Arten temärer KoUineationen mit allen Arten 
von Involutionen komponieren; zu beachten ist dabei die Einschränkung, 
daß die zu komponierenden Verwandtschaften vertauschbar sein müssen. 

Im Räume lassen sich zwei Arten temärer KoUineationen unter- 
scheiden, die planare und die gescharte.^) Femer existieren 2 Arten 
von Involutionen, nämlich die Perspektive und die gescharte. 

Die windschiefe senäre EoUineation (p^ 1. Art. 

Aus einer planaren ternären Kollineation ^ und einer mit ihr ver- 
tauschbaren gescharten Involution (o, welche die Doppelgeraden u und 
V von ^ zu Doppelstrahlen hat, resultiert eine windschiefe senäre Kolli- 
neation g>i 1. Art. Sind g^, g^, g^ irgend drei zu u und v windschiefe 
Strahlen eines Tripels von ^, so ist die Involution, welche die Strahlen 
der durch g^, g^, g^ und u bestimmten und auch v enthaltenden Unearen 
Kongruenz zu Doppelstrahlen hat, mit ^ vertauschbar. Die Geraden ti 
und V sind die einzigen Doppelelemente der KoUineation 9^, und zwar 
werden die Punkte von u und die Ebenen von v durch 9, involutorisch 
gepaart; ihre Involutionen sind eUiptisch. Die Punkte von v und die 
E!benen von u sind senär zykUsch gruppiert. 

Alle übrigen Punktzykel bilden je ein windschiefes Sechseck, von 

1) Vgl. Beye, Geometrie der Lage, 8. Aufl. Leipzig 1892. Abt. U. Yor- 
tngXI. 



welchem keine vier Eckpunkte in eine Ebene fallen. Ihre Haupt- 
diagonalen, welche Doppelstrahlen der Involution w sind, werden durch 
^p^ temär zyklisch gruppiert; die auf ihuen liegenden Gegenpunkte der 
für <p^ invarianten Sechsecke sind Paare zugeordneter Punkte der ellip- 
tischen f^escharten Involution w. 

Jede windschiefe senäre KolEineation tp^ 1. Art kann in jede andere 
derselben Art, iusbesondere auch in die „rotatorische" p^ kollinesr 
transformiert werden. Diese resultiert aus einer rotatorischen ternäron 
planaren KoUineation %• , welche mit einer Drehung des Raumes um 
eine Achse «' durch 120" gleichbedeutend ist, und einer mit 4' ver- 
tauschbaren gescharten Involution a, welche die Doppelstrahlen ii' und 
r' von ^' zu Doppelatrahlen hat. Durch Drehung um »' ändert sioli 
die KoUineation ^, nicht 

Für die windschiefe senäre KoUineation (p^ sind einfach unendlicli 
viele Flächen 2. Grades invariant. Sie bilden sowohl einen i'^-Büschel 
»1b eine «P'-Schar. Sie sind ausschlieBlich Regelflächen; auf jeder von 
ihnen sind die Strahlen der einen Schar durch ^^ zu Tripeln an- 
geordnet, während die Geraden der andern Schar zu Zykeln von je 
sechs Strahlen gruppiert sind. Die Geraden ii und i' sind reziproke 
Polaren bezüglich dieser Flächen, diese haben oi* gemeinsame Pol- 
tetraeder. 

Fflr 9, sind ao' kubische Raumkurven invariant, und zwar geht 
durch jeden weder auf « noch auf r gelegenen Punkt eine einzige von 
ihnen. Auf jeder in qp, sich selbst entsprechenden Regelfläche 2. Ord- 
nung liegen <x>' dieser kubischen Raumkurven. Diese sind Nullkiu-ven 
eines für ^^ invarianten linearen Strahlenkomplexes; sie haben die Ge- 
raden der einen Rogelsehar, die ternär zyklisch gruppiert sind, zu ge- 
meinsamen Sehnen. Diese sind zugleich gemeinsame Achsen von oo' 
invarianten kubischen Ebenenbßscheln, deren Ans chmiegungs kurven auf 
einer andern invarianten Regelfläche 2. Grades liegen. Die Gerade u 
ist eine uneigentliche Sehne aller invarianten k' imd die Gerade v eine 
nneigentliche Achse der kubischen Ebenenbüschel, welche diesen Raam-. 
kurven 3. Ordnung sich imschniiegen. 

Die windschiefe senäre KoUineation qn, i. Art. 
Aus einer planaren ternären KoUineation V, welche die Punkte 
einer Geraden m zu Doppelpunkten und die Ebenen einer Geraden •' 
zu Doppelebenen hat, und einer Perspektiven Involution a, deren In- 
volutionszentrum A auf « liegt und deren Involutionsebene a durch v 
geht, resultiert eine senäre windschiefe KoUineation qs, zweiter Art 
Diese läßt die Punkte A und « ■ k (= B), die Geraden " und v, fem«r 
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die Ebenen « irnd Av (= ß) ungeündert. Andere reelle DoppelelenieTite 
kommen ia (p^ nicht vor. Die Punkte von u nnd die Ebenen von v 
werden durch cp^ involutorisch gepaart, und zwar sind ihre Involutionen 
hyperbolische mit den Doppelpunkten .4 und B bezw. den Doppel- 
ebenen ß und ß. Die Punkte und Strahlen der Ebene a, sowie die 
Ebenen und Strahlen des Punktes A sind ternar zyklisch gruppiert; 
überdies bilden die Punkte von v und die Ebenen von n für y, in- 
variante Tripel. Die Ebene ß ist dagegen Trägerin eines aenär zyk- 
lischen Feldes, und der Punkt B ist Mittelpunkt eines senär zyklischen 
BSndels. Alle übrigen Punktzykel bilden riinmliche Sechsecke, deren 
Hauptdiagonalen sämtlich durch den Doppelpunkt A gehen. Die Gegen- 
kanten eines jeden der Sechsecke schneiden sich in 3 Punkten der 
Doppelebene k, die ein Punkttripel von ip^ bilden. 

Aus einer rotatorischen temüren planaren Kotlineation i' und einer 
Perspektiven Involution m, deren Zentrum auf der Rotationsachse u' 
ron i> liegt und deren Involutionsebene zu ii' normal ist, resultiert 
eine rotatorische senäre KoUineation. Diese nimmt eine besonders an- 
Echanliche Form an, wenn das Zentrum von co auf »' in unendliche 
Feme rückt. Diese rotatorische senäre Kollineation bezeichnen wir mit 
p,. Sie resultiert also aus einer Drehung des Raumes um eine Achse u', 
wenn der Drehungswinkel 120" betrSgt, und einer Spiegelung an einer 
zu u' normalen Ebene «'. In diese rotatorische senäre Kollineiition p, 
kann die allgemeine qoj durch Kollineation verwandelt werden. 

Für ipf sind die Flächen eines JP*-Bündels invariant. Dieser ist 
ein spezieller: seine Flächen berühren sich in den imaginären Doppel- 
punkten von r. Er enthält unter anderem die Ehenenpaare der In- 
volution f, sowie zwei Büschel konzentrischer Kegel 2. Ordnung mit 
den Mittelpunkten A und B. Die Strahlen dec Kegel A werden temär, 
die der Kegel .0 senär zyklisch durch qpj gruppiert. Durch jeden weder 
auf u noch auf v gelegenen Punkt P des Raumes geht ein aus in- 
varianten Flächen bestehender i^-Büschel, dessen Grundkurve aus zwei 
Kegelschnitten besteht, die in dem durch P bestimmten Ebenenpaar 
der Involntion v hegen. Der i^- Büschel enthält ckj' Regelflächen 
2. Ordnung; durch qp^ werden die beiden Regelscharen einer solchen 
Regelfläche in einander Übergeführt. Die Fläche enthält die Kanten 
von oo' auf ihr liegenden Punktzykeln. — Für alle invarianten Flächen 
2. Ordnung sind u und v reziproke Polaren, und zwar ist A Pol von a 
und B Pol von ß. Die Flächen haben oo^ gemeinsame Poltetraeder; 
von diesen fallen stets zwei Eckpunkte nach A und B, während die 
übrigen Eckpunkt« eine elliptische Involution auf v bilden. 

Die beiden Doppelebenen a und ß enthalten je einen Büschel in- 
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varianter Kegelschnitte; dieee berOliren sich in den imaginären Doppel- 
punkten von V. Die in jeder der beiden Ebenen liej^enden invarianten 
Kegelschnitte haben oo' gemeinsame Poldreiecke; von diesen f^illt ein 
Eckpunkt in den Doppelpunkt der Ebene; die übrigen Eckpunkte ge- 
hören der erwähnten elliptiBchen Involution an. 

Für die rotatorische KoUineatiou pj ist jede Rotationsfläche 2. Ord- 
nung invariant, welche «' zur Rotationsachse und «' zur Symmetrie- 
Ebene hat. Jedes Kreispaar, das durch iiotation eines Punktes P und 
seines Spiegelbildes P' bezgl. «' um «' beschrieben wird, ist für g^ 
invariant. Es entsprechen somit alle konzentrischen Kreise, die in u' 
liegen und ihren Mittelpunkt auf u' haben, sich selbst. 

Invariante, irreduzible kubische Raumkurven und bi quadratische 

1. Art kommen in der senÜren KoUineation 91, nicht vor. Jede sich 
seihat entsprechende Raumkurve 4. Ordnung iierfällt in zwei Kegel- 
schnitte, die in einem Ebenenpaar der Involution v liegen. Jeder 
Punkt des Raumes bestimmt ein solches Kegelschnittpaar; es gibt 
deren 00'. 

Die planare seoäre KoUineation tpf. 

Aus der plauaren temären KoUineation tf" und der geschartea In- 
volution a, welche die Doppelgeraden u und v- von i^' zu Involutions- 
achsen hat, resultiert eine planare senäre KoUineation qp,. Diese läßt 
die beiden Geraden u und v, sowie jeden Punkt von u iind jede Ebene 
von V ungeändert. Die Punkte von v und die Ebenen von m werden, 
durch ^pj zu Tripeln gruppiert. Auf der Geraden v hegen keine reellen 
Doppel |junkte. Die Ebenen des Büschels v enthalten senar zyklische 
Felder der KoUineation y^; jeder Punktzykel liegt mit v in einer solchen 
Doppelebene. Die allgemeine KoUineation <p^ kann in die rotatorische 
p, kollinear transformiert werden; diese ist gleichbedeutend mit einer 
Drehung des Raumes um eine Achse m' durch 6(1". 

Für die planare senäre KoUineation tp^ ist jede Fläche ?. Ordnung 
invariant, welche einen Punktzykel enthält und n und v zu reziproken 
Polaren hat. Die für rp^ invarianten Flächen 2. Ordnung bÜdeu ein 
spezieUes /'^-Gebüsch; sie berühren sich in den imaginären Doppel- 
punkten von ('. Durch ip^ werden die Strahlen einer jeden Regelschar 
einer invarianten Regelfläche 2. Ordnung senär zyklisch gruppiert. 
Durch jeden Punkt gehen 00* invariante Regelflächen 2. Ordnung. 
Jeder Punkt von n ist Mittelpunkt von c«' für 9;, invarianten Kegeln 

2. Ordnung. Diese bUden einen Büschel; ihre Strahlen werden durch 
<p^ senär zykhsch gruppiert. 

lu jeder Ebene durch c liegen 00^ Kegelschnitte, die in 9», sieb 
selbst entsprechen; sie bilden sowohl einen Büschel als eine Schar and 
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haben oo^ gemeinsame Poldreiecke. Ein Eckpankt dieser Poldreiecke 
föUt mit dem auf u liegenden Doppelpunkt der Ebene zusammen^ die 
übrigen Eckpunkte bilden Punktepaare der elliptischen Involution auf 
V, welche die imaginären Doppelpunkte von v zu Ordnungspunkteu 
hat. Die Kegelschnitte berühren sich in diesen imaginären Punkten. 

Die halbgescharten senäxen Eollineationen. 

Eine allgemeine halbgescharte senäre Kollineation läßt sich auf 
folgende Weise herstellen. Sei eine involutorische Regelschar gegeben, 
von welcher p, p^ und q, q^ zwei Strahlenpaare und a^, a^, a^ drei be- 
liebige Leitstrahlen seien. Dann ist durch die Beziehung a^a^a^pp^q 
7\ (h^z^iPiP^i ®^^^ halbgescharte Kollineation bestimmt. Die Doppel- 
strahlen der involutorischen Regelschar sind Doppelgeraden derselben. 
Je nachdem diese reell oder imaginär sind, ist die halbgescharte Kolli- 
neation hyperbolisch oder elliptisch. 

a) Die hyperbolische halbgescharte senäre Kollineation 9^. 

Eine solche resultiert aus einer temären gescharten Kollineation 
^' und der gescharten Involution cj, welche irgend zwei Doppelstrahien 
g und h von ^' zu Achsen hat. Diese sind die einzigen Doppelelemente 
von 9)4 und Trager von Punkt- und Ebenentripeln. Durch (p^ werden 
die Strahlen einer bestimmten linearen Kongruenz F, nämlich die Doppel- 
strahlen von ^', involutorisch gepaart. Ein beliebiger Punktzykel 
123456 ist in der Weise auf ein Strahlenpaar aa^ von F verteilt, 
daß die Punkte 1, 3, 5 auf a, die übrigen drei 2, 4, 6 auf a^ liegen. 

Einen Sonderfall dieser halbgescharten Kollineation bildet die 
rotatorische (»4. Diese resultiert aus einer rotatorischen temären ge- 
scharten Kollineation ^^' und einer Spiegelung an deren Rotationsachse r. 
Die Doppelelemente von q^ sind r und die Gerade, welche in den zu 
r normalen Ebenen unendlich fem liegt. Die allgemeine Kollineation 
94 kann in die rotatorische q^ kollinear verwandelt werden. 

Die allgemeine senäre Kollineation (p^ läßt 2 Büschel von Flächen 
2. Ordnung, die zugleich als O^- Scharen aufzufassen sind, ungeändert. 
Die Flachen des einen Büschels durchdringen sich in den Doppelgeraden 
g and h. Auf jeder von ihnen sind die Geraden der Schar, welche g 
und h enthält, durch (p^ involutorisch gepaart; die Strahlen der Leitschar 
sind temär zyklisch gmppiert; sie sind die Hauptdiagonalen der auf 
der Fläche gelegenen Punktzykel. Die Flächen des zweiten 1^-Büschels 
haben g und h zu reziproken Polaren. Die Erzeugenden der einen 
Schar auf jeder dieser Flächen werden durch (p^ involutorisch gepaart; 
ihre Involution ist elliptisch. Dagegen sind die Strahlen der Leitschar 
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I Zykeln von je sechs Strahlen gruppiert. Die Fläohen dieses /■'- 
' Büscheis haben <!«* gemeinsame Poltelrae(ier, deren Eckpunkt« auf ;/ 
und /( liegen. 

Durch einen Punkt P geht je eine Fläche der beiden i''*-Bä8chel ; 

diese beiden Flächen schneiden sieh in dem Gegengeraden paare, das 

durch P bestimmt ist. Jede Fläche des einen i^*-Büschels schneidet 

Jede Fläche des andern Büschels in einem solchen Paar von Geraden. 

In der rotatorischen halbgesc harten KoUineation (f•^ existieren 

[ ebenfalls 2 Büschel invarianter Regelflächen 2. Ordnung. Der eine 

1 besteht aus Rotationsflächen mit der gemeinsamen Rotationsachse r, 

\ der andere aus gleichseitigen Paraboloiden, die sich in r durchdringen. 

b) DU elliptlacliö halbgescharte KoUineation <p\. 

Ans einer gescharten temären Kollinenfion <('' imd einer elliptischen 

gescharten Involution m, welche die Doppelstrahlen von tj/' involutorisch 

I paart, resultiert eine elliptische halbgeschnrte scniire KoUineation q>\. 

Diesi' bat zwei reelle Doppelgeniden g und //; reelle Doppelpunkte 

and Doppelebenen sind in if\ nicht vorhanden. Die Doppelgeraden tf' 

• und h' sind Träger senärer Punkt- und Ebenenzykel. 

Eine elliptische balbgescharte rotatorische KoUineation pj er- 
ben wir auf folgende Weise. Wir gruppieren die eine Rcgelschar 
eines Rotationshyperboloides Jf^ temär zyklisch, indem wir sie um die 
Rotationsachse / sukzessive um 120" und 240° drehen. Die andere 
Regelschar machen wir zu einer involutori sehen, indem wir ihre Strahlen 
r spiegeln. Ist w,, r,, Aj ein Rtralilentripel der ersten Regelschar 
I und sind p, p, und q, 'ji zwei Strahlenpaare der involutori sehen Leitschar, 
BO ist die KoUineation "injöaP/','^ A fh"s'^\P\l"h ^™ß elliptische halb- 
{ gescharte rotatorische. 

Die eUip tische balbgescharte senäre KoUineation (p^ laßt zwei 
' Büschel von Regelflächen 2. Ordnung, die zugleich <I>*-Scharen sind, 

angeändert. Andere reeUe Doppelflächen 2. Grades treten nicht auf, 

IDie Flächen des einen J^-Büchels haben die Doppelgeraden g" und h' 
gemein. Auf jeder dieser Regelflächen sind die Strahlen der Schar, 
welcher ff' und h' nngehören, durch ip\ involutorisch gepaart; die Leit^ 
Bchar ist dagegen durch qi\ senär zyklisch aiif sich bezogen. Die Flächen 
des andern 7''*-Bilscbels haben keine reellen Punkte gemein. Die Geraden 
g und h' sind bezüglich ihrer reziproke Polaren und die Gegenpunkte der 
auf ihnen liegenden Zykel F'aare konjugierter Punkte. Die Flächen 
haben xi^ gemeinsame Poltetraeder. Die Strahlen der einen Regelschar 
von einer dieser Flächen werden durch ip\ involutorisch gepaart, dia 
der Leitschar ternär zyklisch gruppiert. 



len Regelschar 
3 gepaart, dia j 



über senäre Raomkollineationen. 29 

Die gescliarte senäre Eollineation 95. 

Aus einer tenuLren gescharten Eollineation ^' und der gescharten 
Involution co, deren Doppelstrahlen mit denen von ^' zusammenfallen^ 
resultiert eine gescharte senäre Eollineation 95. Diese enthält 00^ 
Doppelgeraden ^ und zwar bilden diese eine lineare Eongruenz^ deren 
Leitgeraden konjugiert- imaginäre Gerade 2. Art sind. Andere reelle 
Doppelelemente kommen in (p^ nicht vor. Jeder Punktzykel von (p^ 
besteht aus 6 Punkten ^ die allemal auf einer Doppelgeraden liegen. 

Sei IP ein geradliniges Hyperboloid. Wir beziehen die eine 
Regelschar senär zyklisch auf sich selbst, etwa dadurch , daß wir die 
Punkte eines Eegelschnittes k^, den eine beliebige Schnittebene mit 
H^ gemein hat, senär zyklisch gruppieren. Dies geschieht am ein- 
fachsten dadurch, daß wir k^ auf einen Ereis, welchem reguläre Sechs- 
ecke eingeschrieben sind, projektiv beziehen. Sind diC^a^a^a^af. sechs 
Strahlen eines solchen Zykels und sind p, q, r drei beliebige Strahlen der 
Leitschar, so ist durch dieBeziehnng a^a^c^a^a^ÜQpqr 7\ ^%^^4.^h%^iPQ.^ 
die senäre gescharte Eollineation 95 bestimmt. 

Ist JR^ ein Rotationshyperboloid, so können wir die Strahlen der 
einen Regelschar senär zyklisch gruppieren, indem wir die Regeliläche 
i2' durch eine zur Rotationsachse r normale Ebene in einem Ereise 
schneiden und diesem reguläre Sechsecke einschreiben. Dann sind die 
Punkte des Ereises und damit auch die durch sie gehenden Strahlen 
der einen Regelschar senär zyklisch gruppiert. Ist äid^a'^d^af^a^ ein 
solcher Strahlenzykel und sind jp', g', r' drei Leitstrahlen der Schar, so 
ist die Eollineation diCL^CL^OL^a^d^' q r J\ o\d^<i^d^d^a^'p qr eine senäre 
gescharte und zwar eine rotatorische (»5. 

Jede fOr tp^ invariante Fläche 2. Ordnung ist eine Regelfiäche. 
Eine solche ist bestimmt durch irgend drei Doppelgeraden. Die Strahlen 
ihrer einen Regelschar sind Doppelstrahlen von 95-, die Strahlen der 
andern Schar werden durch 95- senär zyklisch gruppiert. Überhaupt 
bleibt durch 95 jede Regelfläche erhalten, welche eine Schar von 
Doppelstrahlen enthält. 
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Sur quelques integrales döflnies; 

Par F. OoMES Teixeira ä Porto. 
1. L'inteVale 

in 

I cot|(a; — a — ib)dx, 



oü b represente une quantite differente de zero, a une grande impor- 
tance dans la theorie de rint^gration des fonctions circnlaires, comme 
on peut le yoir en lisant les belles pages que Her mite a conBacrees ä cette 
doctrine dans son Cours d* Analyse de VEcole Polytechniqtie. Dans cet 
important ouvrage reminent geom^tre donne la formule 

(1) 1 cot ^(x — a — ib)dx = 2(6)»«, 



oü (b) represente une quantite egale ä Tunit^ en yalenr absolue et du 
signe de b. 11 obtient cette valeur au moyen d'une m^thode tr^ äegante. 
Nous avons donn^ une autre d^monstration de ce r^sultat, en nous 
fondant sur im th^or^me de Cauchy, tr^s connu, dans les NouveUes 
Annales de Mafhematiques (2* s^rie, t. VII, p. 220). 

Dans la pr^ente Note nous allons d'abord nous occuper une autre 
fois de cette formule, pour en donner une nouvelle d^monstration, 
fond^e sur F^galite 

(2) j ^)äx -^ iit^ A^iK), 



OD 



OÜ F{x) represente une fonction enti^re de degre m; f{x) une autre de 
degr^ inf^rieur ä m — 1; aj + ib^^ o, + ift,, . . ., a^ + ib^ les racines de 
F{x) = 0, que nous supposons toutes inegales et imaginaires; A^y A^y 

. . ., A^ les num^rateurs des fractions simples dans lesquelles on peut 

fix) 
d^composer -^j^] et (b^) une quantite egale ä Tunit^ et du signe de 6„. 

On demontre facilement cette ^galite en gen^ralisant Tanalyse em- 
plojee par Hermite (1. c, p. 289) pour F^tablir dans le cas particulier 
oü f(x) — 1 et F{x) «= (a; — ttj — «6i)(^ — o, — »6,). 

On a, en e£fet, 






Fix) ^x-a„-ib„' 
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et 

et par consequent 



/ 



nssm 






a »^l 









n = l 

» s= wi n = Hl 






»1 = 1 « = 1 

nsssm 



(-y + l: 



+ ,2'^.[«e^^f-«"%°-F/"]- 



Mais, en vertu d'un theor^me bien connu, on a 



»:=m 



2"^- =■ f'- 



Donc 



»1=1 



^' i«=»it 






n = r/i 



+ i2'4.[arctg^--arctg^] 



n = l 



En posant maintenant dans cette formule a^ — oo^ ß ^ ooj on 
trouTe imm^diatement la formule (2), qu'on voulait demontrer. 

Cela pose, nous allons deduire de Tegalite qu^on vient d'etablir, 
l'^te (1). 

NouB ayons d'abord 



tn 'in 



jcot,{x a t(t)ax -j ^^^ ^^^ ^ ^.^^ _ ^^^^^ ax, 



^) par consequent, en posant cot jX — t, 

tif OD 



1 cot ^^(x — a — i5)rfa: = — 2 / sr-^ 



<coti(a+i6)+l ^^ 



coti(a + .-6)][<' + lJ 



[ 
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Nous avons aussi 



[e — cot|(a + i6)][«« + l] t — cot|(a + t6) ^ t + t ^ t — t' 
oü 

-^1 = 1, -^2 = — j, -4j«- — ^; 
et 

«1 + i6i =^ cot j (a + 26), o, + iftj = — i, o, + f 6, =- f. 

£n appliquant la formule (2) nous trouvoiiB donc 

8 



OD 



et par cons^uent 



s^ 



/ Cioi\{x — a — i6)da? = — 2inQ>^, 



Pour d^termmer (ft^), remarquons qu'on a 

, ., .j, , .,v 2sina — »(«*—«"*) 

et par cons^quent 



-6 6 

, e —e 



On Yoit donc que h^ est positif quand 6 < et n^gatif quand 
6 > 0, et qu*on peut, par cons^quent, ecrire (ftj) = — (6), et ensuite 

in 

cot|(rc — a — ih)dx — 2ijr(6). 



/' 



2. On peut trouver au moyen d'une analyse semblable la valeur 
de rint^grale ^ 

cot |(a: — a — ih)dx. 



/' 



Nous avons, en e£fet, 






n=tm 



-i2'^-i«g[(«-«-)*+6a 






+ i2^-H8^"-««*8^]' 
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n=sm 



et par cons^uent, en ayant d'abord ^gard ä Tidentit^ ^ ^ » et 
en posant ensuite a » et /) « oo, "™^ 



OD 



««1 « = 1 

En appliquant maintenant cette formule ä la fonction 



[t — cot |(a + ib)][t* + 1]' 
on tronve 

U 

et par cons^aent 



J [« - cot i(a + .-ft)]!?!^ 1] "' ~ « **'B (ff - 
u 



2 coB a -f- «~*)' 



-♦[iÄ(6)-arctgy— ^J. 
Mais on a 



IC 



Donc 



J-«.m, - a - ii,)ä. ~ - 2 ^^, _'-'«;; + .';;,+ -^ ^ d. 



TT 

/ cot|(a; — a — i6) da? = log ^^3 



— -2 008 20 + ^--»^ 

2cofla4-«~*)' 

2«^Bina~ 



Porto, 4 mars 1904. 

Zar Einftllinmg in die normalen Koordinaten. 

Von Jan de Vries in Utreclii 

1. Eine Ebene € werde, in bezug auf ein orthogonales Raum- 
koordinatensystem, dnroh die Oleiobung dargestellt: 

(1) £ + J!. + ±_l. 

Eine Gerade ^ in £ ist alsdann durch Hinzunahme der homogenen 
Gleichung bestimmt: 

(2) Px+Qy + Re-^ 0. 

AnhiT d«r MatlMiMtUi and Phjtik. IIL JUüm. IX. 3 
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Werden nun die Koordinaten x, y, z durcli GhrSßen ersetzt, welche 
der Ebene s angehören, so hat man ein Koordinatensystem in der 
Ebene, welches zunächst fOr jede Gerade eine homogene lineare Gleichung 
liefert. 

Am einfachsten erreicht man dies durch Einführung der Abstände 
a, ßj y eines in e belegenen Punktes von den Seiten a, b, c des Dreiecks, 
dessen Eckpunkte A^ B, C auf OX, OY, OZ liegen. Bezeichnet man 
die Höhen dieses Dreiecks mit h^, \j h^, so ist nämlich 

(3) x:tt-=p:h^y V'^ß'^q-K B:y-=^ri\. 

In den Koordinaten a, /), y wird die Gerade g daher dai^estellt 
durch die Gleichung 

oder auch durch 

(4) Ppau + Qqhß + Rrcy - 0. 

umgekehrt bestimmt jede homogene lineare Gleichung in a, ß, y 
eine in £ li^ende Gerade. Aus 

P Q r 
ergibt sich, daß zwischen a, ß^ y die Bedingungsgleichung obwaltet: 

Die unendlich ferne Gerade der Ebene s wird durch die Ebene 

p q r 
bestimmt. Demnach ist ihre Gleichung in normalen Koordinaten 

(6) aa + bß + cy^ 0. 

2. Weil eine Kurve n^^ Ordnung dargestellt wird durch die 
Gleichung (1) in Verbindung mit der homogenen Gleichung der Kegel- 
fläche, welche sie aus dem Nullpunkte projiziert, ist ihre Gleichung in 
normalen Koordinaten a, ß, y ebenfalls homogen. 

Ein Kreis in 8 läßt sich zunächst durch die Kugel 

«* + y* + ^^ + i^ + ^y + n£f =• 0, 
sodann durch die Kegelfläche 

(7) x'+y'+ z*+ (Ix + my + nz) (? + -^ + ^) - 

darstellen. 
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Infolge der Bezielumgen 

(8) X : paa =» y : qhß — e : rcy 

erhalt man somit die Ereisgleicliimg in der Form 

(9) jp*aV+g*6*/S*+r*c*/ + (piaa + gm6/J + rncy)(aa+6/S+cy)-0. 

Den Umkreis des Dreiecks ABC erhalt man, wenn man l^ m, n 
beziehungsweise durch —p, — q, — r ersetzt; man findet dann 

(10) cttß + aßy + bya - 0. 

Die Gleichung eines beliebigen E[reises läßt sich mit Hilfe der 
Gleichung (10) und derjenigen der unendlich fernen Geraden in der Form 

(11) caß + aßy + bya + (aa + hß + cy) (a'a + Vß + c» - 

darstellen, wo dann 

a'a + Vß + c'y - 

die Potenzgerade der beiden Kreise ist. 

Die Umformung der Gleichung (9) in diese Gestalt ergibt sich 
auf folgende Weise. Man hat zunächst 

{aa + hß + cy) \{p + V)paa + {q + m)qbß + (r + n)rcy} 
- (y+ q*)abaß - {q*+f^)hcßy — {f + p^)caya - 0. 

Weil aber 
ist, ergibt sich 

(12) (2^^) 2^ + ^^^" "" ^^^^^^ß =" Ö- 

3. Es soll noch gezeigt werden, wie sich eine Formel fClr die 
Entfernung d zweier Punkte herleiten läßt. Mit Hilfe der Be- 
ziehungen (3) erhält man 

cP^{x^xy+{y^yy+{0-zy 

'»a '»6 f^e 

Der Kürze halber werde i, ri, % geschrieben anstatt 

«-«' P-r y-y' 



Aus 



ergibt sich 



$ + 1 + 5-0. 



S' 
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Demnach ist 

V--(!iv + U), usw. 

und 

Ersetzt man p^ + q^ durch c^ usw., so wird 

Schließlich erhält man die Formel 

(.8) ^—^c«.«-^.'-^'-, 

oder, wenn d den Inhalt des Dreiecks ABC vorstellt, 
(14) a^^^^^c{a-a')(ß^ßy 

Utrecht, den 18. Oktober 1903. 



Über die wichtigsten Beziehungen zwischen elektrischen 
und optischen Eonstanten, insbesondere über den von 
Hagen und Rubens nachgewiesenen Zusammenhang des 
Reflexionsvermögens mit dem elektrischen Leitvermögen. 

Von W. Westphal in Marburg. 

Einleitimg. — Die drei wichtigsten der in der obigen Überschrift 
genannten Beziehungen sind die folgenden: 1. Die Beziehung der beiden 
elektrischen Maßeinheiten zur Lichtgeschwindigkeit 2. Die Beziehung, 
daß der Brechungsindex gleich der Quadratwurzel aus der Dielektrizitäts- 
konstante ist. 3. Die kürzlich von Hagen und Rubens gefundene 
Beziehung des Reflexions- und Emissionsyermögens der Metalle zu ihrer 
elektrischen Leitfähigkeit. 

Die schon lange bekannte Tatsache, daß der elektromagnetisch 
im C-6-S-System gemessene Wert einer Ladung, multipliziert mit der 
Geschwindigkeit von 300000 km pro Sekunde, also multipliziert mit 
der Lichtgeschwindigkeit, gleich ist dem elektrostatisch gemessenen 
Wert dieser Ladung, falid zuerst ihre Erklärung durch die von Maxwell 
aufgestellte Theorie der elektromagnetischen Erscheinungen. Hieraus 
folgt nämlich, daß jene Geschwindigkeit, die gleich dem Verfuäifiis der 
beiden Maßeinheitefi ist, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit elektro- 
magnetischer Kräfte im Weltenra^m, d. h. im freien Äther angibt 
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Andrerseits machte Maxwell die Annahme, daß das Licht in derartigen 
Wellen bestehe: die elektromagnetische Lichttheorie. Daraus ergab 
sich dann die Erklärung dafür, daß jenes Verhältnis gerade gleich ist 
der Lichtgeschwindigkeit. Daß es überhaupt einer Geschwindigkeit gleich 
ist, läßt sich einfach erkennen; siehe: F. Richarz, Neuere Fortschritte 
auf dem Gebiete der Elektrizität, 2. Aufl. 1902 bei B. G. Teubner. 
Seite 22—29. 

Als eine weitere unmittelbare Folgerung aus den Maxwellschen 
Gleichungen ergab sich für Dielektrika die wichtige Beziehung zwischen 
den Brechungsexponenten und den DkUkirizitäiskonstanteny die für das 
Gebiet ihrer theoretisch postulierten Gültigkeit bei einer Brcihe Yon 
Körpern experimentell bestötigt worden ist. Auf ihre Ableitung wird 
nachher eingegangen werden. 

Was dagegen die optischen Eigenschaften der Metalle betrifft, so 
haben diese sich lange Zeit nicht mit den Folgerungen aus der Theorie 
in Einklang bringen lassen. Nur ganz im allgemeinen fand man, daß, 
wie die Theorie verlangte, die besten Leiter (Jletalle) auch am un- 
durchlässigsten für Lichtschwingungen waren. Der Grund der quanti- 
tativen Abweichungen, die man fand, liegt in dem Umstände, daß im 
Gebiete kürzerer Wellen die molekularen Eigenschwingungen der Metalle 
einen überwiegenden Einfluß auf die optischen Parameter ausüben, der 
von der gewöhnlichen Theorie nicht berücksichtigt wird. Für längere 
Wellen Wli diese Störung weg, und es ist Hagen und Rubens ge- 
lungen, eine Beziehung zwischen dem Leitvermögen und dem Reflexions- 
vermögen auf experimentellem Wege aufzufinden, deren Herleitung aus 
den Maxwellschen Gleichungen Drude, Gohn, Planck gegeben 
haben. Nach diesen kommt für das optische Verhalten des Metalls 
bei großen Wellenlängen, also langsamen Schwingungen, allein seine 
Leitfähigkeit für stationäre galvanische Ströme in Betracht. 

Sind nämlich @^, @y, (S^ die Komponenten der elektrischen Kraft, 

^x> ^fj ^s ^® <^®^ damit verbundenen magnetischen Kraft, bezogen auf 

ein kartesisches System, dessen positive a:-Achse nach rechts, dessen 

positive y-Achse nach hinten imd dessen positive ;er-Achse nach oben 

gerichtet ist, so bestehen zwischen deren Ableitungen nach der Zeit 

ond den Koordinaten die Maxwellschen Gleichungen: 



(i) 



c dt 


de 


d<t. 


e dt 


dd. 

" dx 


ae. 

de 


»» 3$, 


d% 


a«. 



e dt dy dx 



D 3«, 3©, «e, 4«! 
e dt dx dy c ' 

Hierin ist c die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum, D die Dielektri- 
zitätBkonstante, k die Leitfähigkeit in elektrostatischem Maß und y. 
die m^netische Permeabilität. 

1. Elektrisdie Wellen in Nichtleitern. — Für den freien Äther, 
e für Dielektrika ist X — zu setzen, und es läfit sich zeigen, 
daß hierfür die Maxwellschen Gleichungen durch eine transversale 
Schwingungabewegung erfüllt werden, vorausgesetzt, daß in dem be- 
trachteten Raum keine elektrischen Ladungen vorhanden sind. Zuerst 
soll letztere Bedingung formuliert werden. DifiFerenziert man die 
Gleichungen (2) bez. nach z, y, z und addiert, so findet man, wenn 
1 = und B konstant ist: 



(8) 


9 /S«, 3«. ac.\ 


ond daher: 




(4) 
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= EonsL 

£s bat dann dieser Ausdruck, der nur noch Funktion der Koordinaten 
ist, die Bedeutung der mit 4!r multiplizierten Elektrizitätsdichtigkeit, 
die in Nichtleitern sich zeitlich nicht ändern kann. Für einen Spezial- 
fall sieht man dies sogleich ein; wenn nämlich @„ @^, @, za dem 
elektrostatischen Potential V gehören, so wird (4): 

(4a) II.^K-4ä6, 

wo f die Dichte der Elektrizität ist. Da aber f positiv nnd negativ 
sein kann, hat man nach der Annahme zweier entgegengeeetztar 
\ Elektrizitäten (dual ist ische Theorie) dem % die Bedeutung der Differenz 

^^_ beider beigelegt. 

^^^H Für D =-~ \, also für Luft, resultiert aus (4 a) die gewöhnliche 

^^^V Laplacesche Differentialgleichung zwischen dem Potential und der 
^^^^ Dichtigkeit der Elektrizität. Ist Z) > 1 , so muß * größer sein bei 
I demselben V. Hieraus folgt also die Definition von D als das Yer- 

L hältnis der Kapazitäten eines Kondensators bei einem dielektrischeit 

^^^^ Zwischenmedium und bei Luft (Z> •= 1). 



dielektrischeit 

J 
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Sind daher keine Ladungen vorhanden, so muß stets sein: 

Differenziert man die erste der Gleichungen (2) für X = nach t, so 
findet man bei Yertanschung der Differentiationen: 

c ■ 8t» ~ 8y\ at / a«\ 8« /■ 

Setzt man die bezüglichen Werte aus (1) ein, so ergibt sich: 

« a«» — (» Lay V ay a« / a« \ ax a< /J 



a*e, a«e, _ a*«, _ a»«,-| 
"^ a«« ~ äyäx ~ äJäiJ 



"'^L'äy' 
«ra««. a% a/ac a«^\1 

"»•Lay* "^ a«' aajVly"*" a* ;J' 

Bei BerQcksichtigung von (5), und wenn wie üblich gesetzt wird: 

a»«, a»e, a««, 

findet man: 



c« 



c a«' f» 



oder ffir — jz — a': 

(6) ^-«•^e- 

Analoge Gleichungen bestehen fQr ©^ und @,. Sie stellen beliebige 
transyersale wie longitudinale Wellenbewegungen dar. Daß sie aber 
nnter der Annahme (5) nur transversale Wellen ergeben, resultiert aus 
folgendem. 

Es sei nur die Komponente in der Richtung der o^Achse Tor- 
handen, d. h. @y — 0, @« » 0, dann folgt aus (5): 

^-0 oder e.-/-(y,xr,0 
and aoB (6): 
(6a) _^ = a.(_^ + ^). 

Nimmt man hier @^ als nur von y und t abhangig an, so findet 
man au seiner Bestimmung die Differentialgleichung: 
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deren allgemeine Losung ist: 



(8) 



®,"/;(y + 00 + ^0/-«*), 



wo f^ and /*, willkürliche Funktionen sind. 

Betrachtet man analog den Fall, daß C^ i 
ist, 80 findet man als Lösang: 



r von e und t abhängig 



(9) 



J^{^ + at) + g,is - at). 



Im allgemeinen Falle, wie er der Gleichung (6a) entspricht, koeiistierea 
die durch (8) und (9) gegebenen Lösungen. Deren Bedeutung läBt 
sich jetzt ohne weiteres einseben, nämlich, daS sich, wenn nur G^- 
Kräfte vorhanden sind, diese in der ;/- oder der «-Richtung, also in einer 
zur X-Achse senkrechten Richtung mit der Geschwindigkeit a fort- 
pflanzen, also eine transversale Welle vorliegt. Ganz das Analoge gilt, 
wenn nur G^,- oder nur E^-Kräfte vorhanden sind. Die allgemeinste 
mögliche Bewegung setzt sich aus allen diesen Fällen, deren jeder eine 
Tran BTersal welle bedeutet, zusammen. 
Es war: 



- ist nun der Brechungsexponent n für das betrachtete Medium 
und fi " 1 -f- 4nx ist für Dielektrika, da ihre Magnetisierbarkeit x 
gleich ist, = 1 zu setzen, so daß sich ergibt: 

(10) n-YD, 

d. fa.: 

„Für Dielektrika ist der Brechungsexponent für lange Wellen 
gleich der Quadratwurzel aus der Dielektrizitätskonstante." 

Eine elementare Veranschaulichung dieser Beziehung findet man 
in den oben erwähnten „Neueren Fortschritten" Seite 101. 

2, jEleltriseke Welien in Metallen. — Für die meisten Metalle ist 
die Größe (i in den Gleichungen (1) nahezu -^ 1 zu setzen, weil ihre 
Magnetisierbarkeit x = ist. Ausnahme hiervon machen nur Fe, Co, 
Ni. Aus der experimentell bestätigten Gültigkeit der jetzt abzuleitenden 
Beziehung auch ^r diese Metalle folgt, daß ihr Magnetismus so schnellen 
Schwingungen wie denen der Licttwellen nicht folgen kann, weshalb 
auch für sie in dem betrachteten Wellenbereich fi ^ 1 gesetzt werden kann. 

FOr den Fall einer ebenen, in der Richtung der x-Äch«e fort- 
schreitenden transTersaleD Welle müssen die Komponenten 6, und 
^_ — sein, und die Komponenten G^ und 6, resp. §^ und §, 
dQrfen nur noch von der :r-Koordinate abhängen, eben weil eine b©- 
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liebige Ebene x ^ Eonst. Wellenfläcbe, d. h. Fläche mit Pankien 
gleicher Schwingongsphase sein solL Aus (1) und (2) findet man 
demnach: 

^ ^ e dt "' dx ' e dt " dx ' 

(12) .?^._^_1^@^, ?^ = ^_i«ie.. 

^ ^ e dt dx c y^ c dt dx c * 

Ist femer die Welle geradlinig polarisiert, d. h. schwingt die elektrische 
Kraft stets paraUel zu einer bestimmten Richtung, senkrecht zur :r-Achse, 
welche Schwingungsrichtung man mit der ^-Achse zusammenfallen 
lassen kann, so fällt die Schwingungsrichtung der magnetischen Kraft 
mit der jer- Achse zusammen, sodaß also zu setzen ist @^ »0, ^y^ 0; 
und man findet die Endgleichungen: 

(13) ^^-J^ f^+^^®»=,_*''ß 

^ ' dt ^ dx > ax + e TT ~r W- 

Differenziert man die erste Gleichung nach x, die zweite nach t und 
subtrahiert» so ergibt sich: 

e dt* ^ dx* ^ c dt ' 

(14) l>.^ = c«^-4«A-g/-. 

Diese Differentialgleichung stellt eine beim Fortschreiten gleichmäßig 

gedampfte Welle dar. Für A = resultiert die gewöhnliche Wellen- 

dd 
gleichung; das mit -^ multiplizierte Glied entspricht der Dämpfung. 

Die Konstante D hat für Leiter zunächst keine bestimmte physikalische 
Bedeutung, indes werden die folgenden Betrachtungen zu einer solchen 
führen. Die Differentialgleichung (14) ist linear und homogen und 
läßt sich daher mit Hilfe einer Exponentialfunktion, deren Exponent 
eine lineare Funktion der unabhängigen Variablen ist, integrieren. 
Man setze demnach: 

(15) @y = ^e«' + /'', 

wo durch (14) eine Beziehung zwischen a und ß gegeben ist. Da 
man es bei einem andauernden Wellenzug für einen bestimmten Punkt 
mit ^er zeitlich rein periodischen Schwingung zu tun hat, muß a, 
damit dies wirklich der Fall ist, rein imagimlr sein, da eine Exponential- 
funktion die Periode 2iti hat und die Zeit natürlich immer reell ist. 
Setst man daher: 

(16) « = ^, 
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BO ist r die Schwingungsdauer, und ß yermöge (14) als Funktion der- 
selben bestimmt. Dabei wird durcb diese Wahl Ton a die Allgemein- 
heit der Lösung durchaus nicht beeinträchtigt, da r noch ebenso will- 
kürlich ist wie a, nur daß diese Eonstante die bestimmte physikalische 
Bedeutung der Schwingungsdauer besitzt. Femer gibt man noch ß 
zur Vereinfachung späterer Rechnungen die Form: 

(17) ^ = -vf- 

Hier ist p aus r und den übrigen bekannten Größen durch (14) be- 
stimmt und zwar folgendermaßen. Es ist: 



(18) (gy = ^e««(^^-i>-^/c)/* 






In (14) eingesetzt; findet man: 

- D(2jr/r)>= c^(2pn;/cry- SitHi/r 
oder 

(19) -Z)~p»H-2Ar.f = 0. 

Wie hieraus ersichtlich, wird p^ und p komplex, und man setzt daher: 

(20) p^x + i'V, 
wodurch (19) übergeht in: 

- 2) - X»- 2x . V • t + V* -f 2Ar . i = 0, 

oder wenn das Reelle vom Imaginären getrennt wird: 

(21) ~Z)-x*+v«=0, xv-A-r. 

Dies sind also jetzt zwei Gleichungen, die x und v durch t, D und X 
ausdrücken. 

Gleichung (18) schreibt sich bei Berücksichtigung Ton (20) folgender* 
maßen: 

— J.e-«'»*'/<^' . [cos 2n {i/r — vxjcx) -f i sin 2n {t/z — vx/ct)]. 
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Setzt man in (14) ein, so sieht man leicht, daß sowohl der reelle 
wie der imaginäre Teil f&r sich eine Lösung darstellen muß. Betrachtet 
man demnach: 

(22) ©y = ^cr- 8^* • '/o* . sin 2ä {tjx — vxlcz), 

so stellt dies eine gedämpfte fortschreitende Sinuswelle dar, denn 
durch die Gleichung y ^f{x — at) wird bekanntlich eine in der Rich- 
tung der rr- Achse fortschreitende Wellenbewegung dargestellt, die mit 
der Geschwindigkeit a sich fortpflanzt. Die durch (22) dargestellte 

Wellenbewegung schreitet daher mit einer Geschwindigkeit a — — 

fort. Es ist demnach: 

c 
a ' 

und ist analog dem Brechungsindex. 

Gleichung (22) stimmt überein mit der in Boltzmanns Vorlesungen 
über Maxwellsche Theorie, Bd. II, 1893, S. 33. 

Ist l^ die Wellenlänge der Schwingungsbewegung im Vakuum, d. h.: 

c • r «=» Z^ 
and daher: 

e^ = ^e-'^*'/'r . sin 2n {t/r — vx/l^^ 



so ist die verhaltnismäBige Amplitudenabnahme, wenn die Bewegung 
um eine Vakuumwellenlänge in dem Metall weiter geht, gleich er^^'^ 
und daher die relative Abnahme der Intensität gleich e~*''*. Hieraus 
geht herror, daß x die Bedeutung des sog. Extinktionsindex in der 
Optik hat: Je größer x ist, umso schneller nimmt die Amplitude ab, 
umso stärker ist die Schwingung gedämpft. 

Aus (21) folgt: 

(23) B^v-^'^^ 

D ist somit physikalisch völlig bestimmt. Für Dielektrika ist 
A =» 0, also D = v\ D hat dann die Bedeutung der sog. Dielektrizitäts- 
konstante im früheren Sinne. Für Metalle kann (23^[ als Definitions- 
gleielmng der Dielektrizitätskonstante im erweiterten Sinne gelten. 

Unter der Annahme, daß D endlich ist, und daß man es mit 
^^^n Wellen, abo großem x zu tun hat, findet man aus (23) für v: 



vf±y? 



.•+? 



wo indes mir das obere Zeichen gelten kann. Unter YemticIiläBBJguag 
Ton — gegen A'r' und -^ gegen Xr ergibt sieb demnacli: 

(24l Ulm nach (21) auch: 

3. Beflexion jw» Wellen. — Bei gewöhnlicher Reflexion, die nur 
an der Oberfläclw einer spiegelnden Fläche stattfindet, gilt bei senb- 
rer.hter Inzidenz die Fresnelsche Gleichung: 

wo R das Reflexionevermögen, d, h. das VerhältniB der Intensitäten der 
Strahlen einer Lichtquelle direkt nach und vor der Reflexion fiir die 
ans Vakuum grenzende Oberfläche, und v den Brechungaesponenten 
bedeutet. 

Vorauaaetzung dabei ist, daß die Reflexion eben nur an der Olier- 
/li'idie stattfindet, niclit aus dem Innern heraus, daß niao im Iimeni 
keine Störung der Wellen durch Absorption stattfindet. In diesem 
Falle können Phasenändemngen des einfallenden Lichtes, wenn über- 
haupt, so nur als Phaaenumkehr, also um n stattfinden. Also kann 
geradlinig polarisiertes Lieht immer nur wieder als geradlinig polari- 
siertes reflektiert werden, und es kann hierbei nicht elliptisch polari- 
siertes Licht neu auftreten, wenn es nicht schon vorhanden war. 

Untersucht man aber geradlinig achwingend einfallendes Licht 
nach Total- oder Metallrefiexion, so findet man im allgemeinen, daß 
das reflektierte Licht elliptisch polarisiert ist. Die elliptische Polarisation 
zeigt, daß daa reflektierte Licht nicht nur aus den an der äußerstes 
Oberfläche reflektierten Lichtstrahlen besteht, sondern auch einen Teil 
der eingedrungenen Strahlen, die später erst reflektiert wurden, enthält. 
Die eindringende Schwingungsbewegung nimmt in Form einer Exponential- 
funktion hinsichtlich ihrer Amplitude ab. Dies ist die Folge der Störung 
die die Lichtbewegung erleidet. Diese aelbe Störung gibt auch zu 
Reflexion aus dem Innern heraus Anlaß, und der reflektierte Strahl ist 
daher zum Teil aus Schwingungen, die von der Oberfläche, zum Teil 
aua solchen, die von Punkten innerhalb der Schicht ausgehen, znaammen- 
gesetzt. Die Tiefe dea Eindringens der Komponenten des einfallenden 
Lichte in der Einfallsebene und senkrecht dazu ist im allgemeineiM 
verschieden. Diese werden daher auch verschiedene Phasenänderangj^ 
erhalten, und indem sich diese beiden aufeinander senkrechten Eompc:;:^ 
nenten zusammensetzen, wird das Auftreten dea elliptisch polarisiert^^^ 
Lichtes bei Metallreflexion erklärbar. 
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Di68e aus dem Innern herauskommenden Wellen bei der Metall- 
reflexion beeinflussen nun auch die Intensität der Reflexion. Die Theorie 
lehrty daß das Reflexionsrermögen bei Metallspiegeln durch die Formel 
dargestellt wird: 



(25) R 



(•r + l)«+x« 



WO X den Extinktionsindex bedeutet. Was ihre Ableitung betriflt^ so 
yei^leiche man Drude in Winckelmanns Handbuch der Physik 11^ 1 
Optik Seite 810 und Seite .824. 

Es ist hierbei zu beachten^ daß in der dort abgeleiteten Formel 
für das Reflexionsvermögen: 

<^^^) ^ == (n+l)» + n«ic« 

n den Brechungsindex und x den Extinktionsindex, bezogen auf eine 
Wellenlange l^ im Metall, bedeutet, d. h. es ist hier die relative 
Amplitudenabnahme ^e^^''", wenn die Bewegung um l^ im Metall 
weitergeht Bezeichnet man daher für den Augenblick das x in (25) 

mit x\ so geht für w =» v und x = --- (25) aus (26) hervor. 

Für nicht absorbierende Mittel, also x » resultiert die Fresnel- 
sche Oleichung für das Reflexionsvermögen. Die infolge der Absorption 
eingetretene Verstärkung des reflektierten Strahles hat zur Folge, daß 
in der obigen Formel (25) das Quadrat des Extinktionskoefflzienten 
auftritt, welches, da es im Zähler zu einer kleineren Zahl, im Nenner 
zu einer größeren hinzutritt, den Wert des Bruches vergrößert. Aus 
(25) folgt E = 1 für X = cx>. Dies ist der Fall bei Metallen für so 
lange elektrische Wellen, bei denen auf eine ganze Wellenlänge nichts 
durchdringt, wie z. B. bei Hertzschen Wellen; für sie flndet vollständige 
Reflexion statt. Bei Berücksichtigung von (24) ergibt sich: 

Bei großem r kann man zunächst im Zähler und Nenner die Eins gegen 
die andern Glieder vernachlässigen, und indem man Zähler und Nenner 
durch 2 Ar dividiert, erhält man: 

j^ 1 ~ i/vTt 

1 + l/vTr 

*^w wegen der Kleinheit von 1/]/Xt: 
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W. Web 



= Iß, fSr T die I 



oder auch: 



Führt man statt l den spezifiBohen Widerstand i 
Scliwingungazatil n ^ 1/t ein, ao findet man: 

R bezieht sich in dieser Formel auf die reflektierte StrahlungBintenaität, 
wenn die einfallende = 1 gesetzt wird. Nennt man }i^ die reflektierte, 
in Prozenten ansgedrückte Intensität, ao ergibt sich, da die einfallende 
Strahlungsintensität = 100 und demnach 100 R = i?-,: 

100- JJ,= 200Vw^ 
oder wenn für 7?i wieder ein neues R geschrieben wird: 

(100-ü)l/i=200yn 

(100 - R)Yxi = 200. 

Dies ist das von Hagen und Rubens experimentell gefundene Gesetz, 
Es besagt, daß die niciUrefleliierfen Irtiensitälett 100 — ß, die sog. 
Eindriiignngskoeffisienten, im Gebiete langer Wellefi sich umgekehrt ver- 
halten tcie die Quadrahvurzetn aus den Leitvermägen der betreffende» 
Metalle. 

Es sollen schließlich noch die in der abgeleiteteten Beziehung 
vorkommenden GroBen in den gebräuchlichen Maßeinheiten ausgedrückt 
werden! 

Es bedeutete A die Leitfähigkeit in absolutem elektrostatischom 
Maße. Es ist also, da «' = l/lq, wo w der Widerstand, l die Länge, 
g der Querschnitt eines Drahtes ist, 1/A der Widerstand in elektrosta- 
stischem Maß eines Drahtes von 1 cm Lauge und 1 qcm Querschnitt. 
Daher ist der Widerstand eines Drahtes von 1 m Länge und 1 qmm 
Querschnitt in elektrostatischem Maße = 10*/yl elektrostatischen Wider- 
standseinheiteu. Ist die Stromstärke </,„, elektromagnetisch gemessen, 
t/,, elektrostatisch gemessen, so ist J^ = '^'^ni ^o ^ ^^ Licht- 
geschwindigkeit = 3 ■ 10'" cm pro sec. ist. Ferner ist nach dem 
Jouleschen Gesetz in jedenj absoluten Maßsystem: Quadrat der Strom- 
stärke mal Widerstand 11'^ das Arbeits äquivalent der während 1 Sekunde 
entwickelten Wärmemenge, also; t^ ■ H^„== J,'- W^, und mithin: 

W^-c*-W,. 
Man findet daher als Widerstand eines Drahtes von 1 m Länge und 
1 qmm Querschnitt - - elektromagnetische Widerstandseinheiten. Mit 
1/x bezeichnen nun Hagen und Rubens den Widerstand in Ohm ~ ü 
eines Drahtes von 1 m Länge und 1 qmm Querschnitt. Da das 
Zeichen x in der vorhergehenden Betrachtung schon die Bedeutung 
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des Extinktionsiadex hat, soll der genannte Widerstand mit 1/% be- 
zeichnet werden. Es ist demnach^ da 1 >fö = 10^ elektromag. W. E., 
dieser Widerstand in letzteren = ^0^/X) ^^^ man findet: 

c'lO* 10» , 1 10* 

oder 



Weiter ist l/r = c, also l/x = c/l, wo c und die Wellenlänge l (im 
Vakuum, s. S. 43) in denselben Einheiten auszudrücken sind. Drückt 
man Z in /i =» 10" * mm = 10~* cm, c aber in cm aus, so folgt: 

i_ c 

Es ergibt sich daher: 

1 10* 1 11 



und 

also (s. vor. S.): 

oder: 

wo: 



Xt c l^x «lOi^x' 

(100 - B)yEöyi^ = 200, 

(100 ~ij)y^=c, 

C^^ und IT =!?£:- 36,5. 

Hagen und Rubens bestimmten direkt die Größen R resp. 100—22 
und X i^<^ damit C bei yerschiedenen Wellenlängen. Und zwar wurde 
bei den ersten Versuchen R bestimmt und in Prozenten der ein- 
fikUenden Strahlung (» 100) ausgedrückt. Bei den späteren Versuchen 
wurde die aus dem Ei rchh off sehen Gesetz folgende Überlegung be- 
nutzt, daß die Große 100 — R oder die absorbierte Strahlung pro- 
portional ist der Emission. Die Emission des betrachteten Körpers 
wurde gemessen und mit der eines gleichtemperierten absolut schwarzen 
Korpers verglichen, die gleich 100 gesetzt wurde, woraus sich dann 
das Verhältnis 100 — R : 100 imd damit 100 — R ergab. Aus C fanden 

sie dann nach K » CVl im Mittel: 



für l^= 4/t 


K = 38,8 


8/t 


36,8 


12it 


38,1 


2b^li 


37,2, 



^ gute Übereinstimmung mit dem aus der Maxwellschen Theorie 
folgenden Werte. 

Physikalisches Institut der Universität Marburg, im August 1904. 



Rezensionen. 



Loria, GIdo. SpezieUe aJgebraiaohfl und transoendeute ebene 
Kurven. Theorie und Geschichte. Deutsche Ausgabe von Fritx 
Schatte. Leipzig 1302, B. G. Teubuer. XXI u. 744 8. Mit 174 Fig. 
auf 17 Tafeln. 
„Ad der Aufstellung der bunten Schar der mannigfaltigen, apegdellaa 
algebraischen und transzendenten Kurven haben fast alle Mathematiker, 
angefangen vun der griechischen Epocha bis auf unsere Tage, mitgearbeitet: 
die einen trieb der Wunsch nach Vermehrung der Zahl interessanter geo- 
metrischer Figuren, die anderen der Wunsch, analytische Formeln geometriscJi 
interpretiert zu sehen; wieder audere beseelte die Hüffnung, gewisse, bis 
dahin unbezwungeuc geometriacbe Probleme zu lösen; noch andere fUhrten 
Anwendungen aus der Mechanik und Physik dazu." Besonders seit durch 
die Einführung der analytischen Geometrie das Mittel an die Hand gegeben 
war, jeder Funktion von zwei Variabein eine ebene krumme Linie ent- 
sprechen zu lassen, welche die Infinitesimalrechnung weit ToUstfindiger unter- 
suchen lehrte, als es bisher möglich war, nahm die Zahl der behandelten 
krummen Linien immer mehr zu. Haben auch manche von diesen nur vor- 
übergehend Beachtung gefunden, so gibt es doch überaus \dele, die dauern- 
den Wert haben, entweder weil sie sich besonderer bemerkenswerter geo- 
metrischer Eigenschaften erfreuen, oder weil sie wichtigen Problemen anderer 
matbematiscber Wissenschaften ihre Entstehung verdanken. Dabei ist das 
Material Oberall zerstreut, weil „vieUeioht in keinem Zweige der Mathematik 
wichtige Forschungen Über spezieUe Kurven gänzlich fehlen". So fOllt in 
der Tat das vorliegende Werk eine wesentliche Lücke aus, deren Vorhanden- 
sein allgemein anerkannt war. 

Wir haben in dem Buche eine vollständige Zusammenstellung aller 
derjenigen ebenen Kurven , die für die Wissenschaft von irgend welcher 
Bedeutung sind, darunter alle, die einen besonderen Namen erhalten haben. 
Um alte ki-ummen Linien gleichmäßig bebandeln zu können, ist die Form 
der analytischen Geometrie gewählt. Einmal ist ja eine sehr große Zahl 
der benannten Kurven mit Hilfe der analytischen Geometrie gefunden, dann 
ist auch nur so eine kurze Übersicht möglich. Wir ßnden bei den einzel- 
nen Kurven das Geschichtliche ihrer ersten Herleitung angegeben, ihre Kon- 
struktion und Gestalt und die besonders charakteristiBcben Eigenschaften. 
Nur ganz kurz ist auf die Gerade und die Kegelschnitte eingegangen (S. 
1 — l'i). Der zweite Abschnitt beschäftigt sich mit den krummen Linien 
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dritter Orduung (S. 14 — 93), die als solche n&türüch erst erkannt werden 
konnten, als durch die Einfflhmng der analytischen Geometrie überhaupt 
eine Einteilung der Kutren nadi Ordnungen möglich war. Da aber war 
aacb nach sehr kurzer Zeit durch Newton eine volle Klassifikation derselben 
gegeben, und heute kann die Theorie dieser Kurven „als eine der vollendet- 
sten der ganzen Geometrie umgesehen werden." Nach einer allgemeinen 
Klassitikation werden zuerst die rationalen Kurven dritter Ordnung behan- 
delt, sodann die zirkulären, worauf die besondere heraerkens werten und zum 
Teil schon seit dem Altertum bekannt«n einer Betrachtung unterzogen wer- 
den. Von den Kurren vierter Ordnung werden die verschiedenen Arten 
ihrer Einteilung aufgezahlt und einige Linien ohne Doppelpunkte angegeben. 
Es folgen die ratioualen Kurven im allgemeinen und ebenso die elliptischen 
und bizirkularen und darauf eine groSe Zahl von speziellen Kurven. Sind 
noch die Kurven vierter Ordnung, wenn ihre Theorie auch nicht völlig aus- 
gebildet ist, einer altgemeineu Behandlung ffihig, so ist dies bei den Kurven 
hfifaerer Ordnung nicht mehr möglich. Schon unter den Kurven filnfter 
Ordnung ist keine mehr, die einen besonderen Namen erhalten hat, und die- 
jenigen Kurven höherer Ordnung, die einen solchen besitzen, sind entweder 
von bekannten Kurven niederer Ordnung abgeleitet oder durch bestimmt« 
Bewegung entstanden (Gleitkurven). Die Ableitung der Kurven kann in 
der Weise geschehen, daß wir den Ort gewisser mit einer Kurve verbun- 
dener Punkte suchen (wie etwa die Krlimmungsmittelpunktäkurven), oder in- 
dem wir, sei es die Konstruktion (z. B. die allgemeiaen Cissoiden und die 
Koncboiden mit beliebiger Basis), sei es die Gleichung der Kurve (die Para- 
beln und Hyperbeln höherer Ordnung und die Perlkurven) verallgemeinern. 
Daza kommen die krummen Linien, die eine vorgeschriebene Gestalt haben, 
wie die Blattkurven, deren Gleichung dann hinterher zu bestimmen ist. Kur- 
ven, die gewissen Aufgaben anderer Art ihre Entstehung verdanken, sind 
die Multiplikatrii- und die Sektrii- oder Teilungskurven. Den Kurven höherer 
Ordnung sind der 4. und 5. Abschnitt gewidmet (9. 219—405). 

Den algebraischen Kurven, die man durch eine algebraische Gleichung 
Bwischen den kartesischen Koordinaten eines Punktes darstellen kann, stehen 
die tnuisxendenten Kurven gegen ab er. Bei ihnen scheint zunächst eine 
Klassifikation ganz unmöglich. Zwar entstehen bei manchen algebraische 
Gleichungen, wenn man von den kartesischen Koordinaten zu polaren, bipo- 
laren oder natürlicben übergeht; doch lieQ sich bisher eine Theorie darauf 
nicht aufbauen. Einen wichtigen Schritt vorwärts macht der Verfasser, in- 
dem er den Begriff der p an algebraischen Kurven aufstellt. P an algebraische 
Kurven sind danach die transzendenten Kurven, bei denen die Berührungs- 
pnnkte der von einem behebigen Punkte der Ebene gezogenen Tangenten auf 
einer algebraischen Kurve liegen. Sie sind insofern eine Verallgemeinerung 
der algebraischen Kurven, als der Neigungskoeflizient der Tangente (j^l 
die Wurzel einer algebraischen Gleichung ist, deren Koeffizienten ganze 
Polynome in x- und y sind. Jede derartige Kurve ist die IntegnUkur^ 
Differentialgleichung erster Ordnung von der Form: 
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wo die /■„ Polynome ohne gemeinsame Faktoren sind. » wird der Grad der 
p an algebraischen Kurve genannt, v, der höchste Grad der Polynome Z",^, ihr 
Rang. Die grüßte Zahl der bekannten transzendenten Kurven gehört m 
den panalgebraischen Kurven. Von den transsendenten Kurven seien nur 
angegeben die verschiedenen Spiralen, die Cykloiden, die Traktriikurven, die 
Kettenlinien, unter den abgeleiteten die Evoluten und Evolventen, die 
Parallel kun- en , Radialen, nreuuünien und Fuöpuiiktkurven, Den BeschlaQ 
des Werkes bildet ein gedrängter, inhaltreicber Rückblick aber die historische 
Entwickelung der Theorie der ebenen Kurven. 

Es ist nicht möglich, in einer kurzen Besprechung ein klares Bild von 
dem überaus reichen Inhalt und der in bezug auf die Zahl der Kurven er- 
schöpfenden Behandlung zu geben; sicher i^t, daß niemand, der sich eingehen- 
der mit der Kurventheorie beschäftigen will, das Werk unbeachtet lassen 
darf. Eine wertvolle Ergänzung sind die von dem Bearbeiter der deutschen 
Ausgabe, Herrn Fritz Schütte, entworfenen Zeichnungen, die uns auf 
17 Tafeln 174 Kurven darstellea. 

Chemnitz. H. Wuxqrod. 



Unte r-Oymuanea. 

. U. Klasse) 20. Aufl. 



8. gr. 



Uoönika GeometriBOhe AnachauungBlehre tl 

Bearb. von Job. Splelnianu. I. Abt. (für die I 

Wien u. Prag 1901, E. Tempsky 76 8. 8". geb. 1 K 
— n. Abt. (für die III. n. IV. Klasse) 21. Aufl. 1901, 

geb. 1 K 50 h. 
Hoöniks Lehrbuch der Geometrie für die oberen Klassen der Beal- 

Bohiüen. Bearbeitet von Job. Spielniailll. 23. Aufl. 1901. VI ii. 

297 S. gr, 8«. geb. 3 K 80 h. 
An den Österreichischen höheren Schulen ist dem vorbereitenden geo- 
metrischen Unterrichte eine weit größere Zeit eingeräumt als bei uns: im 
2. Semester der I. (untersten) Klasse beginnt bereits der Unterricht in der 
geometrischen Anschauimgslehre und wird durch die vier ersten Klassen 
durchgeführt. Mit dem Ober - Gymnasium bez. der Oberrealschule (Kl. V) 
setzt dann der eigentliche wissenschaftliche Unterricht ein, wieder mit den 
Elementen begiimend. 

Demgemäß sind auch die vorliegenden Bücher eingerichtet. Die beiden 
ersten Teile enthalten die Elemente in anschaulicher Fonn. Sie genügen 
recht wohl der Forderung der österreichischen „Instruktionen": „Das Lehrbuch 
soll im Uiit«rgymnasium mehr den Charakter eines Übungsbuches als eines 
Lehrbuches haben". Dabei ist aber auch die Ableitung der Sätze mit der 
nötigen Ausführlichkeit bebandelt. Der erste Teil entliält die Grundvor- 
steUungen, von dem Würfel und dem Zylinder ausgehend, und die Planimetrie 
in den einzelnen Teilen: Gerade Linie, Kreislinie. Winkel, parallele Linien, 
Dreiecke, Kongruenz, besondere Eigenschaften des Kreises, Vierecke und 
Vielecke, der zweite Teil die Flfichengleichheit, die Ausmessung der ebenen 
Figuren und Ähnlichkeit und als letzten Abschnitt die Stereometrie, gerade 
Linien und Ebenen im Räume uud die Körper und ihre Ausmessung, 

Das Lehrbuch der Geometrie für die oberen Klassen entspricht in der 
Behandlung des Stoffes den ausführlichen unserer Lehrbücher und enthält die 
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Planimetrie, ebene Trigonometrie, Sterometrie mit sphärischer Trigonometrie 
und die analytische Geometrie der Geraden und der Kegelschnitte. Auch 
hier ist überall ein reiches Übungsmaterial beigefügt, das dem Lehrer eine 
genügende Auswahl gestattet und ein besonderes Übungsbuch unnötig macht. 
Ein Anhang yon 4 Seiten gibt eine ganz kurze Übersicht über die Geschichte 
der Geometrie. 

Chemnitz. H. Willgbod. 

E. Czuber. WahrsoheinliohkeitBreohniing und ihre Anwendung auf 
Fehlerausgleiohung, Statietik und LebensYersioherung. ^V u. 
594 S. Leipzig 1903, B. G. Teubner. 

Das Yorliegende Werk ist yon den interessierten Kreisen mit großer 
Spannung erwartet worden. Ein deutsches Lehrbuch der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung, geeignet zur Einführung in diese mit dem praktischen Leben so 
yielfach yerknüpfte Disziplin und ihre hauptsächlichsten Anwendungen, hat 
stets gefehlt. Die Bearbeitungen fremdsprachlicher Werke, wie z. B. die 
yon Czuber im Jahre 1879 besorgte Ausgabe der A. Mejerschen Vor- 
lesungen, muBten bei dem schnellen Fortschreiten der Wahrscheinlichkeits- 
theorie gerade innerhalb der beiden letzten Jahrzehnte bald yeralten. Wenn 
gleichwohl dem unzweifelhaft yorhandenen Bedürfiiisse nicht schon seit 
langem abgeholfen worden ist, so dürfte der Grund darin zu finden sein, 
daß eine sachgemäße Behandlung des Gegenstandes, yor allem der Anwen- 
dungen auf Statistik und Versicherungswesen, einen in der Theorie wie in 
der Praxis gleich erfahrenen Autor erforderte. 

Der Verfasser des als neunter Band der Teubner sehen Lehrbücher 
erschienenen Werkes hat, wie es nach seinen früheren zahlreichen Schriften 
auf dem Gebiete der Wahrscheinlichkeitslehre erwartet werden durfte, seine 
schwierige Aufgabe im allgemeinen befriedigend gelöst. Die Darstellung 
der eigentlichen Wahrscheinlichkeitstheorie sowie der Ausgleichungsrechnung 
kann als meisterhaft bezeichnet werden. Dagegen wird, wie schon hier 
bemerkt sei, der mit ,Jjebensyersicherungsrechnung'^ bezeichnete Abschnitt 
nicht die yolle Zustimmung der Praktiker finden, denen der Verfasser 
übrigens auch als Mathematiker einer Wiener Lebensyersicherungs- Gesellschaft 
bekannt ist. 

Den „Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung^' ist der erste Abschnitt 
des mit „ Wahrscheinlichkeitstheorie*' betitelten ersten Teiles gewidmet. 
Die Einleitung gibt eine Übersicht über die bekanntlich sehr strittigen 
Grundbegriffe und setzt die Beziehungen zur Logik und Erkenntnistheorie 
(hypothetisches und hypothetisch-disjunktiyes Urteil, Zufall, gleichmögliche 
Fälle) auseinander. Die hierbei gewonnene Definition der mathematischen 
Wahrscheinlichkeit f&hrt sodann zur direkten Wahrscheinlichkeitsbestimmung 
durch Bildung und Zählung der möglichen und günstigen Fälle, wobei die 
Formeln der Kombinatorik und namentlich die Stirlingsche Näherungs- 
formel wichtige Dienste leisten. Dieselbe Definition ermöglicht mit Hilfe 
der Sätze yon der yollständigen und der zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit 
eine indirekte Wahrscheinlichkeitsbestimmung, und sie ist endlich auch 
unbeschränkter Anwendung fähig auf Probleme der „geometrischen Wahr- 
scheinlichkeit**, denen kontinuierliche und daher nicht zählbare Mannigfaltig- 
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wo die /■„ Polynome ohne geiceinsame Faktoren sind, ii wird der Grad der 
panalgebniisclien Kurve genannt, v, äer höchste Grad der Polynome f^, ihr 
Rang. Die gröBte Zab! der bekannten transzendenten Kurven gehört in 
den panalgebraiseben Kurven. Von den transzendenten Kurven seien nur 
angegeben die verechiedenea Spiralen, die Cykloideu, die Traktrixkurven, die 
Kettenlinien, unter den abgeleiteten die Evoluten und Evolventen, die 
Parallelkuri-en , Raiijalen, Brennlinien und Fußpunktkurven, Den Beschluß 
des Werkes bildet ein gedrängter, inhaltrcicher Rückblick Über die historische 
Entwickeltmg der Theorie der ebenen Kurven. 

Ee ist nicht mOglicb, in eiaer kurzen Besprechung ein klares Bild Ton 
dem Überaus reichen Inhalt und der in bezug auf die Zahl der Kurven er- 
schöpfenden Behandlung zu geben; sicher ist, daß niemand, der sich eingeheu- 
der mit der Kurventheorie beschäftigen will, das Werk unbeachtet lassen 
darf. Eine wertvolle Ergänzung sind die von dem Bearbeiter der deutschen 
Ausgabe, Herrn Fritz Schütte, entworfenen Zeichnungen, die uns auf 
17 Tafeln 174 Kurven darstellen. 

Chemnitz. H. Willqrod. 



HoönikB OeometriBohe Ansohauirngslelire für Uater^Gymn&aien, 
Bearb. von Job. Spielmanil. I, Abt, (für die I, ii, U. Klasse) 26, Änfl, 
Wien u. Prag 1901, E, Tempsky 76 S, 8". geb. 1 K 50 h. 
— n. Abt, (für die m. u- rV. Klasse) 21. Aufl. 1901. 86 8. gr. 8". 

geb. 1 K 50 h. 
Hoönika X.ehrbuoh der Oeom«trie für die oberen Klassen der Beal- 
sohulen. Bearbeitet von Joll, Spielniaiin. 23. Aufl. 1901. VI u. 
297 S, gr, 8". geh, 3 K 80 h. 
An den Österreichischen höheren Schulen ist dem vorbereitenden geo- 
metrischen Unterrichte eine weit größere Zeit eingeräumt als bei uns; im 
2. Semester der I. (untersten) Klasse beginnt bereits der Unterricht iu der 
geometrischen Anschauungslehre und wird durch die vier ersten Klassen 
durch geführt. Mit dem Ober -Gymnasium bez, der Oberrealschule (Kl. V) 
setzt dann der eigentliche wissenschaftliche Unterricht ein, wieder mit den 
Elementen beginnend. 

Demgemäß sind auch die vorliegenden Bücher eingerichtet. Die beiden 
ersten Teile enthalten die Elemente in anschaulicher Form, Sie genügen 
recht wohl der Forderung der österreichischen „Instruktionen"; „Das Lehrbuch 
soll im üntergymaasium mehr den Charakier eines Übungsbuches als eines 
Lehrbuches haben". Dabei ist aber auch die Ableitung der Sätze mit der 
nötigen Ausführlichkeit behandelt. Der erste Teil enthtllt die tirundvor- 
Btellungen, von dem Würfel und dem Zylinder ausgehend, und die Planimetrie 
leinen Teilen: Gerade Linie, Kreislinie, Winkel, paraUele Linien, 
Dreiecke, Kongruenz, besondere Eigenschaften des Kreises, Vierecke und 
Vielecke, der zweite Teil die Flfl-chengleichheit, die Ausmessung der ebenen 
Figuren und Ähnlichkeit und als letzten Abschnitt die Stereometrie, 
Linien und Ebenen ini Räume und die Körper und ihre Ausmessung. 
Das Lehrbuch der Geometrie für die oberen Klassen entspricht i 
Behandlung des Stoffes den ausführlichen unserer Lehrbücher und t 
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Planimetrie, ebene Trigonometrie, Sterometrie mit sphärischer Trigonometrie 
und die analytische Geometrie der Geradeti und der Kegelschnitte. Auch 
hier ist überall ein reiches Übungsmaterial beigefügt, das dem Lehrer eine 
genügende Auswahl gestattet und ein besonderes Übungsbuch unnötig macht. 
Ein Anhang yon 4 Seiten gibt eine ganz kurze Übersicht über die Geschichte 
der Geometrie. 

Chemnitz. H. Willgbod. 



E. Czuber. WahrsoheinlichkeitBreohnung und ihre Anwendung auf 
Fehlerausgleiohung, Statistik und IiebenBversioherung. ^V u. 
594 S. Leipzig 1903, B. G. Teubner. 

Das Yorliegende Werk ist von den interessierten Kreisen mit groBer 
Spannung erwartet worden. Ein deutsches Lehrbuch der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung, geeignet zur Einführung in diese mit dem praktischen Leben so 
yielfach yerknüpfte Disziplin und ihre hauptsächlichsten Anwendungen, hat 
stets gefehlt. Die Bearbeitungen fremdsprachlicher Werke, wie z. B. die 
von Gzuber im Jahre 1879 besorgte Ausgabe der A. Mejerschen Vor- 
lesungen, mußten bei dem schnellen Fortschreiten der Wahrscheinlichkeits- 
theorie gerade innerhalb der beiden letzten Jahrzehnte bald yeralten. Wenn 
gleichwohl dem unzweifelhaft yorhandenen Bedürfoisse nicht schon seit 
langem abgeholfen worden ist, so dürfte der Grund darin zu finden sein, 
daß eine sachgemäße Behandlung des Gegenstandes, yor allem der Anwen- 
dungen auf Statistik und Versicherungswesen, einen in der Theorie wie in 
der Praxis gleich erfahrenen Autor erforderte. 

Der Verfasser des als neunter Band der Teubner sehen Lehrbücher 
erschienenen Werkes hat, wie es nach seinen früheren zahlreichen Schriften 
auf dem Gebiete der Wahrscheinlichkeitslehre erwartet werden durfte, seine 
schwierige Aufgabe im allgemeinen befriedigend gelöst. Die Darstellung 
der eigentlichen Wahrscheinlichkeitstheorie sowie der Ausgleichungsrechnung 
kann als meisterhaft bezeichnet werden. Dagegen wird, wie schon hier 
bemerkt sei, der mit „Lebensyersicherungsrechnung^^ bezeichnete Abschnitt 
nicht die yolle Zustimmung der Praktiker finden, denen der Verfasser 
übrigens auch als Mathematiker einer Wiener Lebensyersicherungs- Gesellschaft 
bekannt ist. 

Den „Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung'' ist der erste Abschnitt 
des mit „Wahrscheinlichkeitstheorie'' betitelten ersten Teiles gewidmet. 
Die Einleitung gibt eine Übersicht über die bekanntlich sehr strittigen 
Grundbegriffe und setzt die Beziehungen zur Logik und Erkenntnistheorie 
(hypothetisches und hypothetisch- disjunktives Urteil, Zufall, gleichmögliche 
Fälle) auseinander. Die hierbei gewonnene Definition der mathematischen 
Wahrscheinlichkeit führt sodann zur direkten Wahrscheinlichkeitsbestimmung 
durch Bildung und Zählung der möglichen und günstigen Fälle, wobei die 
Formeln der Kombinatorik und namentlich die Stirlingsche Näherungs- 
formel wichtige Dienste leisten. Dieselbe Definition ermöglicht mit Hilfe 
der Sätze von der yollständigen und der zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit 
eine indirekte Wahrscheinlicbkeitsbestimmung, und sie ist endlich auch 
unbeschriüü^er Anwendung fähig auf Probleme der „geometrischen Wahr- 
scheinlichkeit", denen kontinuierliche und daher nicht zählbare Mannigfaltig- 
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wo die /"^ Polynome ohne gemeinsame Faktoren sind, v wird der Grad der 
pan algebraischen Kurve genannt, v, der höchste Grad der Polynome /■„_, ihr 
Rang, Die größte Zahl der bekannten transzendenten Kurven gehört 7,n 
den pan algebraischen Kurven. Von den transzendenten Kurven seien nur 
angegeben die verschiedenen Spiralen, die Cylcloiden, die Traktriskurven, die 
Kettenlinien, anter deu abgeleitoten die Evoluten und Evolventen, die 
Parallel kurven, Itadialen, Brennlinien und FuÖpunktkurven. Den BeschinU 
des Werkes bildet ein gedrUngter, inhaltreicher Hückblick über die historische 
Entwickelung der Theorie der ebenen Kurven. 

Es ist nicht möglich, in einer kurzen Besprechung ein klares Bild von 
dem überaus reichen Inhalt und der in be/ug auf die Zahl der Kurven er- 
schöpfenden Behandlung zu geben; sicher ist, daß niemand, der sich eingeben- 
der mit der Kurventheorie beschäftigen will, das Werk unbeachtet lassen 
darf. Eine wertvolle Ergänzung sind die von dem Bearbeiter der deutschen 
Ausgabe, Herrn Fritz Schütte, entworfenen Zeichnungen, die uns auf 
17 Tafeln 174 Kurven darstellen. 

Chemnitz. H. Willorod. 



Uoönik» Geometrisohe AasohauuiigBlehre für TJnter-GynmBSiea, 

Bearb. von Joh. Spielmanu. I. Abt. {für die I. u. U. Klasse) 26. Aufl. 

Wien u. Prag 1901, E. Tempaky 76 S. 8°. geb, 1 K 50 h. 
— n. Abt. (für die ra. u, rv. Klasse) 21. Aufl. 1901. 86 8. gr. 8'. 

geb. 1 K 50 h. 
Hoöniks Lehrbuoh der O-eometrie für die oberen Ellaasen der Beal- 

sahuleii. Bearbeitet von Job. Spielmailll. '23. Aufl IHOl, ^1 u. 

297 8. gr. S". geb. 3 K 80 h. 
An den österreichischen höheren Schulen ist dem vorbereitenden geo- 
metrischen Unterrichte eine weit größere Zeit eingeräumt als bei uns: im 
2. Semester der I. (untersten) Klasse beginnt bereits der Unterricht in der 
geometidachen Anschauungstehre und wird durch die vier ersten Klassen 
durchgefiihrt. Mit dem Ober-Gymnasium bez. der Oberrealschule (Kl. V) 
setüt dann der eigentliche wissenschaftliche Unterricht ein, wieder mit den 
Elementen beginnend. 

Demgemäß sind auch die vorliegenden Bücher eingerichtet. Die beiden 
ersten Teile enthalten die Element« in anschaulicher Form. Sie genügen 
recht wohl der Forderung der österreichischen „Instruktionen": „Das Lehrbuch 
soll im Untergymnasium mehr den Charakter eines Übungsbuches als eines 
Lehrbuches haben". Dabei ist aber auch die Ableitung der Sstze mit der 
nötigen Ausführlichkeit behandelt. Der erste Teil enthalt die Grundvor- 
stelluogen, von dem Würfel und dem Zylinder ausgehend, und die Planimetrie 
in den einzelnen Teilen; Gerade Linie, Kreislinie, Winkel, pamUele Linien, 
Dreiecke, Kongruenz, besondere Eigenschaften des Kreises, Viereckt 
Vielecke, der zweite Teil die Flächengleichheit, die Ausmessung der ebenen 
Figuren und Ähnlichkeit und als letzten Abschnitt die Stereometrie, gerade 
linien und Ebenen im Räume uiid die Körper und ihre Ausmessung. 
Das Lehrbuch der Geometri« Itir die oberen Klassen entspricht i 
Behandlung des Stoffes deu ausführlichen unserer Lehrbücher und enthält die 
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Planimetrie, ebene Trigonometrie, Sterometrie mit sphärischer Trigonometrie 
und die analytische Geometrie der Geradeti und der Kegelschnitte. Auch 
hier ist überall ein reiches Übungsmaterial beigefügt, das dem Lehrer eine 
genügende Auswahl gestattet und ein besonderes Übungsbuch unnötig macht. 
Ein Anhang yon 4 Seiten gibt eine ganz kurze Übersicht über die Geschichte 
der Geometrie. 

Chemnitz. H. Wili<obod. 



E. Czuber. WahrsoheinliohkeitBreohniing und ihre Anwendung auf 
Fehlerausgleiohung, Statistik und IiebenBversioherung. ^V u. 
594 S. Leipzig 1903, B. G. Teubner. 

Das vorliegende Werk ist von den interessierten Kreisen mit großer 
Spannung erwartet worden. Ein deutsches Lehrbuch der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung, geeignet zur Einführung in diese mit dem praktischen Leben so 
vielfach verknüpfte Disziplin und ihre hauptsächlichsten Anwendungen, hat 
stets gefehlt. Die Bearbeitungen fremdsprachlicher Werke, wie z. B. die 
von Gzuber im Jahre 1879 besorgte Ausgabe der A. Meyer sehen Vor- 
lesungen, mußten bei dem schnellen Fortschreiten der Wahrscheinlichkeits- 
theorie gerade innerhalb der beiden letzten Jahrzehnte bald veralten. Wezm 
gleichwohl dem unzweifelhaft vorhandenen Bedürfiiisse nicht schon seit 
langem abgeholfen worden ist, so dürfte der Grund darin zu finden sein, 
daß eine sachgemäße Behandlung des Gegenstandes, vor allem der Anwen- 
dungen auf Statistik und Versicherungswesen, einen in der Theorie wie in 
der Praxis gleich erfahrenen Autor erforderte. 

Der Verfasser des als neunter Band der Teubner sehen Lehrbücher 
erschienenen Werkes hat, wie es nach seinen früheren zahlreichen Schriften 
auf dem Gebiete der Wahrscheinlichkeitslehre erwartet werden durfte, seine 
schwierige Aufgabe im allgemeinen befriedigend gelöst. Die Darstellung 
der eigentlichen Wahrscheinlichkeitstheorie sowie der Ausgleichungsrechnung 
kann als meisterhaft bezeichnet werden. Dagegen wird, wie schon hier 
bemerkt sei, der mit „Lebensversicherungsrechnung^^ bezeichnete Abschnitt 
nicht die volle Zustimmung der Praktiker finden, denen der Verfasser 
übrigens auch als Mathematiker einer Wiener Lebensversicherungs-Gesellschaft 
bekannt ist. 

Den „Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung^' ist der erste Abschnitt 
des mit „Wahrscheinlichkeitstheorie" betitelten ersten Teiles gewidmet. 
Die Einleitung gibt eine Übersicht über die bekanntlich sehr strittigen 
Grundbegriffe und setzt die Beziehungen zur Logik und Erkenntnistheorie 
(hypothetisches und hypothetisch-disjunktives Urteil, Zufall, gleichmögliche 
Fälle) auseinander. Die hierbei gewonnene Definition der mathematischen 
Wahrscheinlichkeit fährt sodann zur direkten Wahrscheinlichkeitsbestinmiung 
durch Bildung und Zählung der möglichen und günstigen Fälle, wobei die 
Formeln der Kombinatorik und namentlich die Stirlingsche Näherungs- 
formel wichtige Dienste leisten. Dieselbe Definition ermöglicht mit Hilfe 
der Sätze von der vollständigen und der zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit 
eine indirekte Wahrscheinlicbkeitsbestimmimg, und sie ist endlich auch 
unbeschränkter Anwendimg fähig auf Probleme der „geometrischen Wahr- 
scheinlichkeit*^, denen kontinuierliche und daher nicht zählbare Mannigfaltig- 
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wo die f^ Polynome ohne gemeinsame Faktoren sind, n wird der Grad der 
panalgebraiscben Kur\'e genannt, r, der höchste Grad der Polynome f^^, ihr 
Rang. Die größte Zahl der bekannten trEUiszeiideDt«u Kurven gehSrt va 
den panalgebraischcn Kurven. Von den transzendenten Kurven seien nur 
angegeben die vei-scbiedenen Spiralen, die Cykloiden, die Traktrinkurven, die 
Kettenlinien, unter den abgeleiteten die Evoluten und Evolventen, die 
Parallelkurvec, Radialen, Drennlinien und Fußpunktkiirven. Den Beschluß 
des Werkes bildet ein gedrängter, inhaltieicber Rückblick tlber die historische 
Entwickelung der Theorie der ebenen Kurven, 

Es ist nicht möglich, in einer kurzen Besprechung ein klares Bild von 
dem überaus reichen Inhalt und der in bezug auf die Zahl der Kurven er- 
schöpfenden Behandlung zu geben; sicher ist, daB niemand, der sich eingeben- 
der mit der Kurventheorie beschäftigen will, das Werk unbeachtet lassen 
darf. Eine wertvolle Ergänzung sind die von dem Bearbeiter der deutschen 
Ausgabe, Herrn Eritz Schütte, entworfenen Zeichnungen, die uns auf 
17 Tafeln 174 Kurven darst«llea. 

Chemnitz. H. Willgrod. 



Hoönika Oeometrisohe Aneobauungalehre für UDter-0;innaaieii. 

Bearb. von Joh. Spielmaun. I Abt, (für die I. u, II. Klasse) 26. Aufl. 

Wien u. Prag 1901, E. Tempsky 76 8, 8". geb. 1 K 50 h.' 
— n. Abt. (für die III. u. lY. Klasse) 21. Aufl. 1901. 86 S. gr. 8*. 

geb. 1 K 50 h. 
Hoöniks liehrbuoh der Geometrie für die oberen ElaaBen der Besl- 

BOhulen. Bearbeitet von Joll. Splelniailll. 23. AuB. 1901. VI u. 

297 S. gl-. 8». geb. 3 K 80 h. 
An den österreichischen höheren Schulen ist dem vorbereitenden geo- 
metrischen Unterrichte eine weit größere Zeit eingeräumt als bei uns; im 
2. Semester der I. (untersten) Klasse beginnt bereits der Unterricht in der 
geometiischen Anscbauungslehre und wird durch die vier ersten Klassen 
durchgeführt. Mit dem Ober -Gymnasium bez. der Oberreal schule (Kl. V) 
setzt dann der eigentliche wissenschaftliche Unterricht ein, wieder mit den 
Elementen beginnend. 

Demgemäß sind auch die vorliegenden Bücher eingerichtet. Die beiden 
ersten Teile enthalten die Element« in anschaulicher Form. Sie genügen 
recht wohl der Forderung der österreichischen „Instruktionen": „Das Lehrbuch 
soU im Untergymnasium mehr den Charakter eines Übungsbuches als eines 
Lehrbuches haben". Dabei ist aber auch die Ableitung der Sütze mit der 
nötigen Ausführlichkeit behandelt. Der erste Teil enthalt die Grund Vor- 
stellungen, von dem Würfel und dem Zylinder ausgehend, und die Planimetrie 
in den einzelnen Teilen; Gerade Linie, Kreislinie, Winkel, parallele Linien, 
Dreiecke, Kongruenz, besondere Eigenschaften des Kreises, Vierecke und 
Vielecke, der zweite Teil die PlELcbengleichheit, die Ausmessung der ebenen 
Figuren und Ähnlichkeit und als letzten Abschnitt die Stereometrie, geradt 
Linien und Ebenen im Räume und die Körper und ihre Ausmessung. 

Das Lehrbuch der Geometri« fftr die oberen Klassen entspricht in dei 
Behandlung des Stoffes den ausführlichen unserer Lehrbücher und enth&lt die 
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Planimetrie, ebene Trigonometrie, Sterometrie mit sphärischer Trigonometrie 
und die analytische Geometrie der Geradeti und der Kegelschnitte. Auch 
hier ist überall ein reiches Übungsmaterial beigefügt, das dem Lehrer eine 
genügende Auswahl gestattet und ein besonderes Übungsbuch unnötig macht. 
Ein Anhang yon 4 Seiten gibt eine ganz kurze Übersicht über die Geschichte 
der Geometrie. 

Chenmitz. H. Willqbod. 



E. Czuber. WahrsoheinliohkeitBreohiiiing und ihre Anwendung auf 
Fehlerausgleiohung, Statistik und Lebensversicherung. ^V u. 
594 S. Leipzig 1903, B. G. Teubner. 

Das vorliegende Werk ist von den interessierten Kreisen mit groBer 
Spannung erwartet worden. Ein deutsches Lehrbuch der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung, geeignet zur Einführung in diese mit dem praktischen Leben so 
vielfach verknüpfte Disziplin und ihre hauptsächlichsten Anwendungen, hat 
stets gefehlt. Die Bearbeitungen fremdsprachlicher Werke, wie z. B. die 
von Gzuber im Jahre 1879 besorgte Ausgabe der A. Mejerschen Vor- 
lesimgen, mußten bei dem schnellen Fortschreiten der Wahrscheinlichkeits- 
theorie gerade innerhalb der beiden letzten Jahrzehnte bald veralten. Wenn 
gleichwohl dem unzweifelhaft vorhandenen Bedürfiiisse nicht schon seit 
langem abgeholfen worden ist, so dürfte der Grund darin zu finden sein, 
dafi eine sachgemäße Behandlung des Gegenstandes, vor allem der Anwen- 
dungen auf Statistik und Versicherungswesen, einen in der Theorie wie in 
der Praxis gleich erfahrenen Autor erforderte. 

Der Verfasser des als neunter Band der Teubnerschen Lehrbücher 
erschienenen Werkes hat, wie es nach seinen früheren zahlreichen Schriften 
auf dem Gebiete der Wahrscheinlichkeitslehre erwartet werden durfte, seine 
schwierige Aufgabe im allgemeinen befriedigend gelöst. Die Darstellung 
der eigentlichen Wahrscheinlichkeitstheorie sowie der Ausgleichungsrechnung 
kann als meisterhaft bezeichnet werden. Dagegen wird, wie schon hier 
bemerkt sei, der mit „Lebensversicherungsrechnung^ bezeichnete Abschnitt 
nicht die volle Zustimmung der Praktiker finden, denen der Verfasser 
übrigens auch als Mathematiker einer Wiener Lebensversicherungs- Gesellschaft 
bekannt ist. 

Den „Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung^' ist der erste Abschnitt 
des mit „Wahrscheinlichkeitstheorie*^ betitelten ersten Teiles gewidmet. 
Die Einleitung gibt eine Übersicht über die bekanntlich sehr strittigen 
Grundbegriffe und setzt die Beziehungen zur Logik und Erkenntnistheorie 
(hypothetisches und hypothetisch-disjunktives Urteil, Zufall, gleichmögliche 
FftUe) auseinander. Die hierbei gewonnene Definition der mathematischen 
Wahrscheinlichkeit führt sodann zur direkten Wahrscheinlichkeitsbestimmung 
durch Bildung und Zählung der möglichen und günstigen Fälle, wobei die 
Formeln der Kombinatorik und namentlich die Stirlingsche Nähenmgs- 
formel wichtige Dienste leisten. Dieselbe Definition ermöglicht mit Hilfe 
der Sätze von der vollständigen und der zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit 
eine indirekte Wahrscheinlichkeitsbestimmung, und sie ist endlich auch 
unbeschränkter Anwendung fähig auf Probleme der „geometrischen Wahr- 
scheinlichkeit**, denen kontinuierliche und daher nicht zählbare Mannigfaltig- 
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Veiten möglicher und günstiger F&lle zugrunde liegen. Der zweite Abschnitt 
handelt vod den Wahrscheinlichkeiten, welche die Ergebnisse wiederholter 
Beobachtungen betreffen, und hat demzufolge die Theoreme von Bernoulli 
und Poisson zum Oegenstande, Auf die Formulierung dieser Lehrsätze 
und des aas ihnen folgenden „Gesetzes der großen Zahlen" hat der Verfasser 
die größte Sorgfalt verwendet, wie er andereraeitß ihre Tragweite wiederholt 
und entschieden abgrenzt. Insbesondere nimmt er bei der Besprechung 
des letzt«nvfLhnten Gesetzes Stollung gegen die dem Praktiker oft begegnende 
Ansieht, als könne das Gesetz der großen Zahlen zur Vorhersage über das 
ktlnftige Geschehen dienen; es sei vielmehr ein Wahrscheinlichkeitasatz, der 
wie jeder andere , gleichgültig ob es sich um eine einmalige oder eine 
wiederholte liealisierung handelt, nur das Maß einer Erwartung bestimme, 
wahrend über den Verlauf des wirküchou Gescheliens kein Satz der Wahr- 
scheinlichkeit^lehre eine Auskunft zu geben vermöge. In diesem Zusammen- 
hange bietet sich auch Gelegenheit, den von Levis eingeführten Begriff 
der Dispersion und ihre Unterscheidung in nonnale, uatemomiale und über- 
normale zu entwickeln und an instruktiven Beispielen zu erlSutem. 

Mit dem zweiten Abschnitte ist die Theorie der Wahrscheinlichkeit 
„a priori" abgeschlossen, und es folgt im dritten Abschnitte die Darstellung 
der aposteriorischen Wahrscheinlichkeit, wobei die Wahrscheinlichkeit der 
möglichen Ursachen eines beobachteten Ereignisses und die Wahrscheinlichkeit 
künftiger Ereignisse auf Grund von Beobachtungen streng auseinander zu 
halten sind. Das Theorem von Bayes, dessen Herleitung mit Hilfe des 
Umenschemaa erfolgt, gestattet unter gewissen Vorausset lungen (Unver- 
änderlichkeit der bedingenden Umstände während der Beobachtungen und 
gleiche apriorische Wahrscheinlichkeit der möglichen Hypothesen), aus dem 
Ergebnis einer ausgedehnten Beobachtungsreihe einen Schluß auf die un- 
bekannten Wahrscheinlichkeiten der beteiligten Ereignisse zu ziehen; die iüi 
die Praxis außerordentlich wichtige Ergänzung dieses Theorems bildet die 
Umkehrung des Gesetzes der großen Zahlen, nach welcher die Zahl der 
Beobachtungen stets so groß gewählt werden kann, daß mit einer der 
Einheit beliebig nahen Wahrscheinlichkeit erwartet werden darf, die unbekannte 
Wahrscheinlichkeit des beobachteten Ereignisses liege innerhalb beliebig eng 
festgesetzter Grenzen. Die Bajessche Regel bietet auch eine Handhabe 
zur Bestimmung der aus Versuchen oder Beobachtungen für ein zufalliges 
Ereignis abgeleiteten Wahrscheinlichkeit, indem man nämlich dem Ereignis 
diejenige Wahrscheinlichkeit zuschreibt, welche sich aus der wahrscheinlichsten 
Hypothese über das beobachtete Ereignis dafür ergibt. Die andere Methode 
zur Bestimmung jener „empiriacben" Wahrscheinlichkeit, bei der man alte 
mit dem beobachteten Ereignisse vereinbaren Hypothesen, jede entsprechend 
dem Grade ihrer eigenen Wahrscheinlichkeit, mitwirken läßt, hat eine geringe 
praktische Bedeutung. 

In dem vierten und letzten Abschnitte des ersten Teiles, betitelt 
„Bewertung von Vor- und Nachteilen, welche an zuftiUge Ereignisse geknüpft 
sind", finden die Begriffe der mathematischen Erwartung, des mathematischen 
Risikos und der moralischen Erwartung eine eingehende Behandlung. Die 
hierher gehörenden Probleme sind schon von den Klassikern der Wahrschein- 
lichkeitstheorie studiert worden. Der Verfasser verwendet zu ihrer Lösung 
teilweise die sehr allgemeinen Satze Tschebysche ' " 
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dpm Zufall unt-erworfener Größen (Journal de Liouville, XII, 1867) — auch 
das Gesetz der großen Zahlen ordnet sich diesen Sätzen unter — und macht 
sodann eine entsprechende Anwendung auf die Risikotheorie. Mit dankens- 
werter Ausführlichkeit wird endlich die Theorie der moralischen Erwartung 
entwickelt, zu der bekanntlich das berUhmte Petersburger Problem den 
Anstoß gegeben hat. Ausgehend von der Bernoullischen Hypothese („Der 
aus einem beliebig kleinen Verm Ö gen szu wachs resultierende Vorteil, oder 
sein moralischer Wert, ist dem Zuwachs selbst direkt, dem vorhandenen 
Vermögen umgekehrt proportional"), weist der Verfasser auf die weittragende 
Bedeutung dieser oft unterschätzten Theorie hin und schildert, inwiefern sie 
lue Grundlage der modenien Wertlehre (Begriff des „Grenznutzens") geworden 
ist nnd sich selbst der Anwendung auf psychologische und politische Probleme 
nhig gessfiiigt hat. 

Die im zweiten Teile des Werkes entwickelte Theorie der Aus- 
gleichnngsrechniuig gliedert sich in die einleitende Theorie der Beohachtungs- 
fehier und die eigentliche Lehre der Kombination von Beobachtungen. Das 
Fehlergesetz wird einmal, in Anlehnung an den Gedankengang M. W. Crof- 
tons, aas der Hypothese der „Elementar fehler", und an zweiter Stelle nach 
GauB aus der des arithmetischen Mittels hergeleitet. Es folgt die Er- 
läuterung des Präzision smafles, des Fehlerrisikos, des durchschnittlichen, 
mittleren und wahrscheinlichen Fehlers unil eine vergleichende Betrachtung 
der GenaaigkeitsmaBe. In der gleichen herkömmlichen Weise findet die 
Kombinationütbeorie und die Methode der kleinsten Quadrate sachgemäße 
Erledigung. Ein näheres Eingehen auf die Einzelheiten erscheint mit Rück- 
sicht auf das bekannte Buch des Verfassers {Theorie der Beobachtungsfehler, 
Leipzig 1891) unnötig; doch ist hier die Stelle, auf die geschickt aus- 
gewählten und sorgfältig durchgeführten zahlreichen Beispiele hinzuweisen, 
von denen die Darstellung der bis hierher besprochenen Theorien belebt wird. 

Mit dem dritten Teile, welcher der raathematischen Statistik gewidmet 
ist, betritt der Verfasser ein Gebiet, das einer zusammenhängenden Schilderung 
bisher entbehrte. Von dieser Erwägung aus ist vor allem der erste, die 
menschlichen Massen erschein un gen vom Standpunkte der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung behandelnde Abschnitt zu beurteilen. Die hier erörterten Fragen 
haben teilweise schon Laplacc beschäftigt, während eine befriedigende 
Lösung des Hauptproblems, nämlich der Auffindung von Kriterien für die 
Stabilität statistischer Verhältnis zahlen und Mittelwerte, den schon erwähnten 
Leiisschen Untersuchungen vorbehalten blieb. Eine ausf&hrliche Darstellung 
der Dispersionstheorie und einiger darauf bezüglicher üntersuchungs ergeh nisse 
finden somit hier einen passenden Anschlufi an die grundlegenden Entvrick- 
Inngen über die Anwendbarkeit des Wahrschejnlichkeitsbegriffes in der 
Statistik. Von den Beispielen seien erwähnt das Geschlechts Verhältnis der 
fieborenen, — wobei sich die relative Häufigkeit der Knabengeburten in 
dem von Lesis betrachteten Beobachtungsgebiete als eine typische Wahr- 
BcbeinlichbeitsgTöße mit mäßig übemorma.ler Dispersion herausstellt, — 
nnd die Sterblichkeits Verhältnisse auf den verschiedenen Altersstufen, mit dem 
gleichen Ergebnis für die Sterblichkeitsquotienten. Den Schluß des ersten 
Abschnittes bildet die Ausdehnung der Dispersionstheorie auf die sogenannten 
extensiven Größen, die durch benannt« Zahlen r.irta Auadmck kommen, im 
(■.egensatz zu den intensiven statistischen Größen, welche die Intensität des 
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keiten möglicher und günstiger Fülle jiugruude liegen. Der zweite Abscbnitt 
handelt von den Wahrscheinlichkeiten, welche die Ergebniaae wiederholter 
Beobachtungen betreffen, und hat demzufolge die Theoreme von Bernoulli 
und PoisGon xuin Gegenstande. Auf die Forniulierung dieser LehrsDtze 
und des aus ihnen folgenden „Gesetaes der großen Zahlen" hat der Verfasser 
die größte Sorgfalt verwendet, wie er andererseits ihre Tragweite wiederholt 
und entschieden abgrenzt. Insbesondere nimmt er bei der Besprechung 
des letzterwähnten Gesetzes Stellung gegen die dem Praktiker oft begegnende 
Ansicht, als könne das Gesetz der großen Zahlen zur Vorhersage über das 
künftige Geschehen dienen; es sei vielmehr ein Wahrscheinlichkeitasatz, der 
wie jeder andere, gleichgültig ob es sich um eine einmalige oder eine 
wiederholte Realisierung bandelt, nur das Maß einer £m-artung bestimme, 
während über den Verlauf des wirklichen Geschehens kein Satz der Walu^ 
Bcheinliohkeitalehre eine Auskunft zu geben vermöge. In diesem Zusammen- 
hange bietet sich auch Gelegenheit, den von Lexis eingeführten Begriff 
der Dispersion und ihre Unterscheidung in normale, untemorraale und über- 
normale zu entwickeln und an instruktiven Beispielen zu erlilutem. 

Mit dem ^(weiten Abschnitte ist die Theorie der Wahrscheinlichkeit 
„a priori" abgeschlossen, und es folgt im dritten Abschnitt« die Darstellung 
der aposteriorischen Wahrscheinlichkeit, wobei die Wahrscheinlichkeit der 
möglichen Ursachen eines beobachteten Ereignisses und die Wahrscheinlichkeit 
künftiger Ereignisse auf Grund von Beobachtungen streng auseinander m 
halten sind. Das Theorem von Bayes, dessen Uerleitung mit Hilfe dea 
Urnenscbemas erfolgt, gestattet unter gewissen Voraussetzungen (Unver- 
änderlichkeit der bedingenden Umstände während der Beobachtungen und 
gleiche apriorische Wahrscheinlichkeit der möglichen Hypothesen), aus dem 
Ergebnis einer ausgedehnten Beobachtungsreihe einen Schluß auf die un- 
bekannten Wahrscheinlichkeiten der beteiligten Ereignisse zu ziehen; die für 
die Praxis außerordentlich wichtige Ergänzung dieses Theorems bildet die 
Umkehrung des Gesetzes der großen Zahlen, nach welcher die Zahl der 
Beobachtungen stets so groß gewählt werden kann, daß mit einer der 
Einheit beliebig nahen Wahrscheinlichkeit erwartet werden darf, die unbekannte 
Wahrscheinlichkeit des beobachteten Ereignisses liege innerhalb beliebig eng 
festgesetzter Grenzen. Die Bayessche Regel bietet auch eine Handhabe 
zur Bestimmung der aus Versuchen oder Beobachtungen für ein zufalliges 
Ereignis abgeleiteten Wahrscheinlichkeit, indem man nämlich dem Ereignis 
diejenige Wahrscheinlichkeit zuschreibt, welche sich aus der wahrscheinlichsten 
Hypothese Über das beobachtete Ereignis dafür ergibt. Die andere Methode 
Kur Bestimmung jener „empiriscLen" Wahrscheinlichkeit, bei der man alle 
mit dem beobachteten Ereignisse vereinbaren Hypothesen, jede entsprechend 
dem Grade ihrer eigenen Wahrscbeinüehkeit, mitwirken lilßt, hat eine geringe 
praktische Bedeutung. 

In dem vierten und letzten Abschnitt« des ersten Teiles, betitelt 
,3^wertung von Vor- und Nachteilen, welche au zufällige Ereignisse geknüpft 
sind", finden die Begriffe der mathematischen Erwartung, des mathematischen 
Risikos und der moralischen Erwartung eine eingehende Behandlung, Dia 
hierher gehörenden Probleme sind schon von den Klassikern der Wahrschein- 
lichkeitstheorie studiert worden. Der Verfasser verwendet zu ihrer Lösung 
teilweise die sehr allgemeinen Sütze Tsehebyscheffs über die Mittelwert« 
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dem Zufall unterworfener Größen l_Journal de Liouville, XII, 1867) — auch 
das Gesetz der großen Zahlen ordnet sk-h dipsen SHtzen unter — und macht 
sodann eine ent-sprechende Anwendung auf die Risikotheorie. Mit dankena- 
werter Ausführlichkeit wird endlieh die Theorie der moralischen Erwartung 
entwickelt, zu der bekanntlich das berühmte Petersburger Problem den 
AnstoS gegeben hat. Ausgehend von der Bernoullischen Hypothese („Der 
ans einem beliebig kleinen Vermögen »Zuwachs resultierende Vorteil, oder 
sein moralischer Wert, ist dem Zuwachs selbst direkt, dem vorhandenen 
Vermögen umgekehrt proportional"), weist der Verfasser auf die weittragende 
Etedcutung dieser oft nnterschiltzten Theorie hin und schildert, inwiefern sie 
die Grundlage der modernen Wertlehre (Begriff des „Grenznutzeno") geworden 
Ist und sich selbst der Anwendung auf psychologische and politische Probleme 
fUiig gezeigt hat. 

Die im sweiten Teile des Werkes entwickelte Theorie der Aus- 
gleichnngsrechnung gliedert sich in die einleitende Theorie der Beobaehtungs- 
fehler und die eigentliche Lehre der Kombination von Beobachtungen. Das 
Fehlergesetz wird einmal, in Anlebnong an den Gedankengang M. W. Crof- 
tons, aus der Hypothese der „Elementarfehler", und an zweiter Stelle nach 
GauB aus der des arithmetischen Mittels hergeleitet. Es folgt die Er- 
läuterung des Prazisionsmaßes, des Fehl errisi kos, des durchschnittlichen, 
mittleren und wahrscheinlichen Fehlers und eine vergleichende Betrachtung 
der Genauigkeitsmaße. In der gleichen herkömmlichen Weise findet die 
Kombinationstheorie und die Methode der kleinsten Quadrate sachgemäße 
Erledigung. Ein näheres Eingehen auf die Einzelheiten erscheint mit Rück- 
sicht anf das bekannte Buch des Verfassers (Theorie der Beob achtun gsfebi er, 
Leipzig 1891) unnötig; doch ist hier die Stelle, auf die geschickt aus- 
gewählten und sorgfältig durchgeführten zahlreichen Beispiele hinzuweisen, 
von denen die Darstellung der bis hierher besprochenen Theorien belebt wird. 

Mit dem dritten Teile, welcher der mathematischen Statistik gewidmet 
ist, betritt der Verfasser ein Gebiet, das einer zusammenhäBgenden Schilderung 
bisher entbehrte. Von dieser Erwägung aus ist vor allem der erste, die 
menschlichen Massenerscheinungea vom Standpunkte der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung behandelnde Abschnitt zu beurteilen. Die hier erörterten Fragen 
haben feilweise schon Laplace beschäftigt, wBbrend eine befriedigende 
Lösung des Hauptproblems, nämlich der Auffindung von Kriterien für die 
Stabilität statistischer Verhältniszablon und "Mittelwerte, den schon erwähnten 
Lexisschen Untersuchungen vorbehalten blieb. Eine ausführliche Darstellung 
der Dispei-sionstheorio und einiger darauf bcEÜglicher Untersuchungsergebnisse 
finden somit hier einen passenden Anschluß an die grundlegenden Entwick- 
lungen über die Anwendbarkeit des Wairscheinlichkeitsbegriffes in der 
Statistik. Von den Beispielen seien erwähnt das Geschleehtsverhältnis der 
Geborenen, — wobei sich die relative Häufigkeit der Knabengeburten in 
dem von Lexis betrachteten Beobachtungsgebiete als eine typische W&hr- 
scbeinlichkeitsgröße mit möBig Ühemormaler Dispersion herausstellt, — 
und die Sterblichkeitsverhaltnisse auf den verschiedenen Altersstufen, mit dem 
gleichen Ergebnis fUr die Sterblichkeitsquotienten. Den Schluß des er=ten 
Abschnittes bildet die Ausdehnung der Dispersionstheorie auf die sogenannten 
extensiven Größen, die durch benannte Zahlen zum Ausdruck kommen, im 
Ctegensatz zu den intensiven statistischen Größen, welche die Intensität des 
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wo die /■„ Polynome ohne gemeinsame Paktoren sind, u wird der Grad der 
p anaige braischen Kurve genannt, i', der höchste Grad der Polynome f^^, ihr 
ßang. Die gröSte Zahl der bekannten transzendenten Kurven gehört tm 
den panalgebraischen Kurven. Von den transzendenten Kurven seien nur 
angegeben die verschiedenen Spiralen, die Cykloiden, die Traktriikurven, die 
Kettenlinien, rwteT den abgeleit,etea die Evoluten und Evolventen, die 
Parallel kurven , Radialen, Breanlinien und Fuß punktkurven. Den Beschluß 
des Werkes bildet ein gedrängter, inhaltreicher Rückblick über die historisfhe 
Entvrickelung der Theorie der ebenen Kurven. 

Es ist nicht möglich, in einer kurzen Besprechung ein klares Bild von 
dem überaus reichen Inhalt und der in bezug auf die Zahl der Kurven er- 
schöpfenden Behandlung zu geben; sicher ist, daß niemand, der sich eingehen- 
der mit der Kurveutheorie beschäftigen will, das Werk unbeachtet lasseB 
darf. Eine wertvolle Ergänzung sind die von dem Bearbeiter der deutscheit ' 
Ausgabe, Herrn Fritz Schütte, entworfenen Zeichnungen, die ans a.ut 
17 Tafeln 174 Kurven darstellen. 

Chemnitz. H. Willorod. 
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HoönikH Oeometrisohe AnaohauungBlehre 

Bearb. von Job. Spielmanu. T. Abt (für die I. 

Wien u. Prag 1901, E. Tempsky 76 8. S". geb 
— n. Abt. (für die HI. u. IV. Klasse) 21. Aufl. 1901. 

geb. 1 K 50 b. 
HoÖnikB Lehrbuoh der Geometrie fUr die oberen Elasseu der Beal- 

Bohulen. Bearbeitet von Job. Spielmatiu. -23. Aud. 1901. VI u. 

297 S. gr. 8«. geb. 3 K 80 h. 
An den österreichischen höheren Schulen ist dem vorbereitenden geo- 
metrischen Unterrichte eine weit größere Zeit eingeräumt als bei uns; im 
2. Semester der I. (untersten) Klasse beginnt bereits der Unterricht in dw 
geometrischen Anschauungslehre und wird durch die vier ersten Klassen 
durchgeführt. Mit dem Ober- Gymnasium bez. der Oberrealschule (Kl. V) 
setzt dann der eigentliche wissen sc baftliche Unterricht ein, wieder mit den 
Elementen beginnend. 

Demgemäß sind auch die vorliegenden Bücher eingerichtet. Die beiden 
ersten Teile enthalten die Elemente in anschaulicher Form. Sie genügen 
recht wohl der Forderung der österreichischen „Insfruktionen"; „Das Lehrbuch 
soll im Untergymnasium mehr den Charakter eines Übungsbuches als eiaee 
Lehrbuches haben". Dabei ist aber auch die Ableitung der Satze mit der 
nötigen Ausführlichkeit behandelt. Der erste Teil enthält die Grund Vor- 
stellungen, von dem Würfe! und dem Zylinder ausgehend, und die Planimetrie 
in den einzelnen Teilen; Gerade Linie, Kreislinie, Winkel, parallele Linien, 
Dreiecke, Kongruenz, besondere Eigenschaften des Kreises, Vierecke und 
Vielecke, der zweite Teil die Flächengleicbheit, die Ausmessung der ebenen 
Figuren und Ähnlichkeit und als letzten Abschnitt die Stereometrie, gerade 
Linien und Ebenen im Hauine und die Körper und ihre Ausmessung. 

Das Lehrbuch der Geometrie für die oberen Klassen entspricht in der 
Behandlung des Stofles den ausführlichen unserer Lehrbücher und 
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Planimetrie, ebene Trigonometrie, Sterometrie mit sphärischer Trigonometrie 
und die analytische Geometrie der Geraden und der Kegelschnitte. Auch 
hier ist überall ein reiches Ühungsmaterial beigefügt, das dem Lehrer eine 
genügende Auswahl gestattet und ein besonderes Übungsbuch unnötig macht. 
Ein Anhang von 4 Seiten gibt eine ganz kurze Übersicht über die Geschichte 
der Geometrie. 

Chemnitz. H. Willqrod. 



E, Cznber. WahrsoheinUohkeitsreohnimg und ihre Anwendung auf 
FehlerauBgleioliuag, fitatistik und Iiebensvenioberuiig. XV u. 

394 S. Leipzig 1903, B. G. Teubncr. 

Das vorliegende Werk ist von den interessierten Kreisen mit grofler 
Spannung erwartet worden. Ein deutsches Lehrbuch der Wahrscheinliobkeits- 
rechnuDg, geeignet zur Einfilhning in diese mit dem praktischen Leben so 
vielfach verknüpft« Disziplin und ihre hauptsächlichsten Anwendungen, hat 
stets gefehlt. Die Bearbeitungen fremdsprachlicher Werke, wie z. B. die 
von Czuber im Jahre 1879 besorgt« Ausgabe der A. Meyerscbea Vor- 
lesungen, maßten bei dem schnellen Fortschreiten der Wahrscheinlichkeits- 
theorie gerade innerhalb der beiden letzten Jahrzehnte bald veralten. Wenn 
gleichwohl dem unzweifelhaft vorhandenen Bedürfnisse nicht schon seit 
langem abgeholfen worden ist, so dürfte der Grund darin zu finden sein, 
daß eine sachgeraäÖe Behandlung des Gegenstandes, vor allem der Anwen- 
dungen auf Statistik und Versicherangs wesen, einen in der Theorie wie in 
der Praxis gleich erfahrenen Autor erforderte. 

Der Verfasser des als neunter Band der Teubnerschen Lehrbücher 
erschienenes Werkes hat, wie es nach seinen früheren zahlreichen Schriften 
auf deni Gebiete der Wahrscheinlichkeitslehre erwartet werden durfte, seine 
schwierige Aufgabe im allgemeinen befriedigend gelöst. Die Darstellung 
der eigentJichen Wahrscheinlich keitstbeorie sowie der Ausgleichungsrechnung 
kann als meisterhaft bezeichnet werden. Dagegen wird, wie schon hier 
bemerkt sei, der mit „ Lebens v ersieh erungsrechnung" bezeichnete Abschnitt 
nicht die volle Zustimmung der Praktiker finden, denen der Verfasser 
abrigens auch als Mathematiker einer Wiener Lebensvers ich erungs- Gesellschaft 
bek&nnt ist. 

Den „Grundlagen der Wahrscbeinlicbkeitsrechnung" ist der erste Abschnitt 
dta mit nW'ahrscheinlichkeitstheorie" betitelten ersten Teiles gewidmet. 
Vi« Einleitung gibt eine Übersicht über die bekanntlich sehr strittigen 
Grundbegriffe und setzt die Beziehungen zur Logik und Erkenntnistheorie 
(hypothetisches und hypothetisch- disjunktives UrteiJ, Zufall, gl eichmö gliche 
FftUe) auseinander. Die hierbei gewonnene Definition der mathematischen 
Wahtscheinlichkeit führt sodann zur direkten Wahrscheinlichkeitsbestimmung 
durch Bildung und Zählung der möglichen und günstigen Fälle, wobei die 
Formeln der Kombinatorik und namentlich die Stirlingsche Näherungs- 
fennel wichtige Dienste leisten. Dieselbe De&nition ermöglicht mit Hilfe 
der 85tse von der vollständigen und der zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit 
eine indirekte Wahrscheinlichkeitsbestimmung, und sie ist endlich auch 
onbeschiilnkter Anwendung ßhig auf Probleme der „geometrischen Wahr- 
scbeinlichkeit", denen kontinuierliche und daher nicht zählbare Mannigfaltig- 
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keitea möglicher und günstiger Fälle zugrtmde liegeu. Der zweite Abschnitt 
handelt von den Wahrsobeinlichkeiten , welche die Ergehnisse wiederholter 
Beobachtungen betreifen, und hat demzufolge die Theoreme von BernouUi 
und Poisson zum Gegenstande. Auf die Formulierung dieser Lehrs&tu 
und des ans ihnen folgenden ,,Gesetzes der groSen Zahlen" hat der Verfasser 
die größte Sorgfalt verwendet, wie er andererseits ihre Tragweite wiederholt 
und entachieden abgrenzt. Insbesondere nimmt er bei der Besprechung 
des letzterwähnten Gesetzes Stellung gegen die dem Praktiker oft begegnende 
Ansicht, als könne das Gesetz der großen Zahlen zur Vorhersage über daa 
kOnftige Geschehen dienen; es sei vielmehr ein Wahrscheinlichkeitssatz, der 
wie jeder andere, gleichgültig ob es sieb um eine einmalige oder eine 
wiederholte Uealiaierung handelt, nur das Maß einer Erwartung bestimme, 
Während über den Verlauf des wirklichen Geschehens kein Satz der Wahr- 
scheinlichkeitslehre eine Auskunft zu geben vermöge. In diesem Zusammen- 
hange bietet sich auch Gelegenheit, den von Lexis eingeführten Begriff 
der Dispersion und ihre Unterscheidung in normale, unteniormale und über- 
normale zu entwickeln und an instruktiven Beispielen zu erUutem. 

Mit dem zweiten Abschnitte ist die Theorie der Wahrscheinlichkeit 
„a priori" abgeschlossen, und es folgt im dritten Abschnitte die Darstellung 
der aposteriorischen Wahrscheinlichkeit, wobei die Wahrscheinlichkeit der 
möglichen Ursachen eines beobachteten Ereignisses und die Wahrscheinlichkeit 
kUuftiger Ereignisse auf Grund von Beobachtungen streng auseinander za 
halten sind. Das Theorem von Bayes, dessen Herleitung mit Hilfe des 
ürnenschemas erfolgt, gestattet unter gewissen Voraussetzungen (Unver- 
änderiichkeil der bedingenden Umstände während der Beobachtungen and 
gleiche apriorische Wahrscheinlichkeit der möglichen Hypothesen), aus dem 
Ergebnis einer ausgedehnteo Beobaehtungs reihe einen Schluß auf die un- 
bekannten Wahrscheinlichkeiten der beteiligten Ereignisse zu ziehen; die fOr 
die Praxis außerordentlich wichtige Ergänzung dieses Theorems bildet die 
Umkehrung des Gesetzes der großen Zahlen, nach welcher die Zahl der 
Beobachtungen stets so groß gewählt worden kann, daß mit einer der 
Einheit beliebig nahen Wahrscheinlichkeit erwartet werden darf, die unbekannte 
Wahrscheinlichkeit des beobachteten Ereignisses liege innerhalb beliebig eng 
festgesetzter Grenzen. Die Bayeasche Regel bietet auch eine Handhabe 
Kur Bestimmung der aus Versuchen oder Beobachtungen für ein zufölligee 
Ereignis abgeleiteten Wahrscheinlichkeit, indem man nämlich dem Ereignis 
diejenige Wahrscheinlichkeit zusehreibt, welche sich ans der wahrscheinlichsten 
Hypothese über das beobachtete Ereignis dafür ergibt. Die andere Methode 
Eur Bestimmung jener „empirischen" Wahrscheinlichkeit, bei der man alle 
mit dem beobachteten Ereignisse vereinbaren Hypothesen, jede eutsprechend 
dem Grade ihrer eigenen Wahrscheinlichkeit, mitwirken läßt, hat eine geringe 
praktische Bedeutung. 

In dem vierten und letzten Abschnitte des ersten Teiles, betitelt 
„Bewertung von Vor- und Nachteilen, welche an zuiÄlligc Ereignisse geknüpft 
sind", finden die Begriffe der mathematischen Erwartung, des mathematischeB 
Risikos und der moralischen Erwartung eine eingehende Behandlung. Di« 
hierher gehörenden Probleme sind schon von den Klassikern der Wahrschein- 
lichkeitstheorie studiert worden. Der Verfasser verwendet zu ihrer LJJstuig 
teilweise die sehr allgemeinen Satze Tschebyscheffs über die Mittelwerte 
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dem Zufall unterworfener Größe« (Journal de LiouTiille, XII, 1867) — auch 
das Gesetz der großen Zahlen ordnet sith diesen Sätzen unter — und macht 
sodann eine entsprechende Anwendung auf die Risikotheorie. Mit dankens- 
werter Ausfilhrlicbkeit wird endlich die Theori« der moralischen Erwartung 
entwickett, zu der bekanatlich das berühmte Petersburger Prohlem den 
Anstofl gegeben hat. Ausgehend von der BernouUiBchen Hypothese („Der 
aus einem beliebig kleinen Vermögenszu wachs resultierende Vorteil, oder 
sein moralischer Wert, ist dem Zuwachs selbst direkt, dem vorhandenen 
Vermögen umgekehrt proportional"), weist der Verfasser auf die weittragende 
Et«deutung dieser oft unterschätzten Theorie hin und schildert, inwiefern sie 
die Grundlage der modernen Wertlehre (Begriff des „Grenznutzens") geworden 
ist und sich seihst der Anwendung auf psychologische und politische Probleme 
nhig gezeigt hat. 

Die im iweiteu Teile des Werkes entwickelte Theorie der Aus- 
gleiehungsrecbnung gliedert sich in die einleitende Theorie der Beobaehtungs- 
fehler und die eigentliche Lehre der Kombination von Beobachtungen. Das 
Fehlergeaetz wird einmal, in Anlehnung an den Gedankengang M. W. Crof- 
tons, aus der Hypothese der „Elementarfchler", und an zweiter Stelle nach 
Gauß ans der des arithmetischen Mittels hergeleitet, Es folgt die Er- 
läuterung des PrSzisionsmaßes, des Fehlerrisikos, des durchschnittlichen, 
mittleren und wahrscheinlichen Fehlers und eine vergleichende Betrachtung 
der GenauigkeitsmaQe. In der gleichen herkömmlichen Weise findet die 
Korobinationstheorie und die Methode der kleinsten Quadrate sachgemäße 
Erledigung. Ein näheres Eingehen auf die Einzelheiten erscheint mit Rück- 
sicht auf das bekannte Buch des Verfassers (Theorie der Beobachtungs fehler, 
Leipzig 1691) annötig; doch ist hier die Stelle, auf die geschickt aus- 
gewählten und sorgfältig durchgeführten zahlreichen Beispiele hinzuweisen, 
von denen die Darstellung der bis hierher besprochenen Theorien belebt wird. 

Mit dem dritten Teile, welcher der mathematischen Statistik gewidmet 
ist, betritt der Verfasser ein Gebiet, das einer zusammenhängenden Schilderung 
bisher entbehrte. Von dieser Erwägung aus ist vor allem der erste, die 
menschlichen Massen erschein un gen vom Standpunkte der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung behandelnde Abschnitt zu beurteilen. Die hier erörterten Fragen 
haben teilweise schon Laplacc beschäftigt, wShi'end eine beiriedigende 
Lösnng des Hauptproblems, nämlich der Auffindung von Kriterien für die 
Stabilität statistischer Verhältnis zahlen und Mittelwerte, den schon erwähnten 
Leiiaschen üntersnchungen vorbehalten blieb. Eine ausführhche Darstellung 
der Dispersionstheorie und einiger darauf beztiglicher Üntersuchungsergehnisse 
finden somit hier einen passenden Anschluß an die grundlegenden Entwick- 
inngen tiber die Anwendbarkeit des Wahrscheinlichkeitsbegriffes in der 
Statistik. Von den Beispielen seien erwähnt das Geschlechtsverhai tnis der 
Cieborenen, — wobei sieh die relative Häufigkeit der Kn ab engehurten in 
dem von Leiis betrachteten Beobachtungs gebiete als eine typische Wahr- 
ich einlichkeitsgröße mit mäßig ühemormaler Dispersion herausstellt, — 
und die Sterblichkeits Verhältnisse auf den verschiedenen Altersstufen, mit dem 
gleichen Ergebnis för die Sterblich keitaquotienten. Den Schluß des ersten 
Abschnittes bildet die Ausdehnung der Dispersionstheorie auf die sogenannten 
eitenaiven Größen, die durch benannte Zahlen zum Ausdruck kommen, im 
fiegensatz zu den intensiven statistischen Größen, welche die Intensität des 
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Auftretens, die Häufigkeit einer Erscheinung kennzeichnende Relativzahlen 
darstellen. 

Der weitere Inhalt des dritten Teiles ist den speziellen Problemen g»- 
n-idmet, die mit der Sterblichkeit und der Invalidität itusammenbängen ; ins- 
befiondere wird der Sterblichkcitsm essung und der formalen Bevölkerungstheorie 
ein breiter Baum zugewiesen. Bei Besprechung der Sterblichkeiis tafeln geht 
der Verfasser auf die Deutsche Tafel vom Jahre 1887 sowie auf die von 
den meisten deutschen Leb ensv ersieh erunge- Gesellschaften benutzte, aus Beob- 
achtungen an Versicherten („ausgewählten Leben") gewonnene „Sterbetafel 
der 23 deutschen Gesellschaft«n" ausführlich ein. Hieran schließt sich ein« 
die neuesten Forschungen berücksichtigende Darstellung der Lehre von der 
Ausgleichung der Sterbetafeln und endlich, im Schluöparagraphen, die Über- 
tragung gewisser Ergebnisse auf das verwandte Problem der Invalidität, 
wobei übrigens, was erwShnt werden muß, das wichtige Moment der In- 
validitStsdauer an keiner Stelle Erwähnung gefunden hat. 

Der vierte und letzte Teil, von den Anwendungen der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung der umfangreichste, ist mit „Leben sversi che rungsrechnung" 
betitelt und zerfallt in vier Abschnitte: Versicherungswerte, Prämien, Prämien- 
reserven, das Risiko in der Lebensversicherung, Es ist schon im Eingang« 
dieser Besprechung betont worden, daB der Fachmann der ganzen Anlag« 
und demzufolge auch den meisten Ergebnissen dieses Teiles keinen unbedingten 
Beifall zollen kann. Was aber der Praktiker in der Lebensversicherung 
nicht gutzuheiÜeu vermag, das hat für sie auch keine theoretische Bedeutung, 
weil Theorie und Praxis der Lebensvers ich erungs Wissenschaft untrennbar sind. 
Der Verfasser geht von der Annahme aus, daB die Grundlage der Lebens- 
versicherung eine zweifache sei: aus der Erfahrung abgeleitete statisliacbe 
Daten, welche den Verlauf der in Betracht kommenden menschlichen Massen- 
OTBcheinung darstellen, und der Ziasi'uB als der einfachste Ausdruck für die 
Stärke der Verzinsung. Mit dieser Annahme folgt er der zwar hergebracht«!! 
und sogar von Staatswegen sanktionierten, nichtdesto weniger aber i: 
Bchaftlichen und unpraktischen Methode der „Nettoprämien"; die dritta J 
Rechnungsgrundlage, der Verwaltungskostens atz, wird gänzlich auBer Acht 1 
gelassen. Es ist hier nicht der Ort, über die Motive zu reden, die in des I 
letzten Jahren zu eingehenden Kritiken jener dogmatischen Methode gefiihrt I 
haben. Allen Lesern des Czuberscben Werkes aber, die in die wirklichen I 
Verhältnisse der Leben Versicherung einen Einblick gewinnen und sich di« | 
Grundsätze der praktischen Lebensversicherungmathematik aneignen wollen, J 
sei das Studium der neuesten Fachliteratur dringend anempfohlen. 

Abgesehen von dem grundsätzlichen Widerapruch zwischen den theoretischen 
Entwicbelungen und den Erfahrungstatsachen krankt die Darstellung des vierten 
Teiles an einer oft ermüdenden Brette, Dieselben einfachen Schlußfolgerungen 
werden immer aufs neue reproduziert, die elementaren Berechnungen von 
„Versicherungswerten" und Prämien bis in die kleinsten numerischen Einzel- 
heiten wiederholt. Daß die ganne lieihe der Beispiele für Versicherungen 
mit Bückgewähr der Nettopräraien, weil praktisch bedeutungslos, ohne Schaden 
hätte weggelassen werden können, wird auch von Vertretern der Netto- 
pr&mienmethode zugegeben werden, und Ahnliches gilt für die mit großer 
Weitschweifigkeit behandelten Versiehe rangen verbundener Lehen, Dagegen 
sind wichtige Fragen, wie die Lehre von der Gewinnbeteiligung, 
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nicht ermähnt oder, wie die Theorie des Rückkaufs, nur kiirz gestreift. Die 
DefinitioD der Prämieoreserve und die daran sich knüpfenden mathematiachen 
Entwickelungen sind aus denselben Gründen iib zu lehnen wie die vorher 
behandelten Veraicheninga werte und Praniien. 

Den SchluB der „Lebensversicherungsrechnung" bildet eine Darstellung 
des heutigen Standes der RisikotJicorie. Über den Wert der hierher gehörenden 
Untersuchungen für die Praxis sind die Meinungen geteilt; man wird nicht 
zugeben kOnnen, daß „die aus den Tabellen gebildeten Verhältnis zahlen die 
Bedentung typischer Wahrscheinlichkeitsgrößen mit nonnaler Diapersion, 
also denselben Charakter wie auf apriorischer Grundlage ermittelte Wahr- 
scheinlichkeiten" haben, und daß das versiaherte Material völlig homogen 
demjenigen ist, aus dessen Beobachtung die Tabellen hervorgegangen sind. 
Die Bedeutimg der Risikotheorie liegt daher, wie der Verfasser sagt, neben 
dem theoretischen Interesse, zu dessen Befriedigung die Untersuchungen 
angestellt wurden, in gewissen allgemeinen Resultaten und Einblicken, von 
denen vielleicht eine spätere Zeit weitergehenden Gebrauch machen wird. 

Eine nfttzliche Zugabe bilden die sieben numerischen Tafeln 

Anhanges, 

enthält, während sich die sämtlichen übrigen auf die Lebens- und In- 
validitätaversi ehern ng be7;ieben. 

Mannheim. B. Oster. 

Fritz Emde. Die Arbeitewelse der Weoluielfitroiiimasobinen für Fhy- 
Biker, Haschineningenieure und Studenten der Elektrotechnik. 

Unter diesem Titel hat Emde eine in drei Teile zerfallende Arbeit 
erscheinen lassen, deren Cbersehriften 1) Physikalische Grundlagen, 2) Selbst- 
iodoktion und Streuung, 3) l^lechanische Wirkungen lauten. 

Im ersten Teil hat Verfasser versucht eine für seine Zwecke bearbeitete 
gedrängte Behandlung der theoretischen Grundlagen der Elektrizitätslehre 
ni geben. Dies ist aber nach Ansicht des Heferenten wenig geglückt. Es 
fehlen scharfe Definitionen und eine logische konsequente Durchführung der 
Gedanken. An die Spitze hätte zweckmäßig der Gaußsche Satz gestellt 
irerden sollen; dann würden Satze wie „Die Kraft nimmt 'offenbar' in der 
Kichtung zu, nach der sich die Kraftlinien zusammendrängen" nicht beweis- 
loB dastehen (8, l"|. An manchen Stellen ist es selbst dem Kundigen . 
schwer EU verstehen, was gemeint isl, so z, B. auf S. 5 die Aiisl'Übrangen 
ftber magnetisierende Krait und magnetische Feldstärke, die, soweit sich 
verstehen l&ßt, aocb sachlich unfechtbar sind. 

Teil a und 3, wo der Ingenieur zur Sprache kommt, haben eine zweck- 
niSÜige Behandlung gefunden, die auch der Physiker mit Nutzen lesen wird. 

Charlotten bürg, E. Orlich. 

OimtAT Baner. Vorleeungen über Algebra, herausgegeben vom Mathe- 
matischen Verein München. Leipzig 1903, B.G.Teubnpr. H". IVu,376S. 
Dae Buch enthält eine einfache und klare Einführung in die Begriffe 
il« Algebra. Der Verfasser benutzt stets die einfachsten und für die zahlen- 
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fflSBige Anwendung geeignetsten Wege. Viele Beispiele erläutern die Dar- 
stellung, sodoß die abstrakten Begriffe gleich an konkreten Bingen geübt 
werden können. Die Vorlesungen sind zur Einführung in die Algebra sehr 
geeignet. — Der erste Abschnitt enthält allgemeine Eigen Schäften der 
algebraischen Gleichungen; Wurzelbeweis, Beziehungen zwischen Wurzeln. 
Koeffizienten der Gleichung und Poteazsunimen, die Itesultant« und die 
Elimination. Der zweite Abschnitt behandelt die algebraische Auflösung 
der Gleichungen; er bringt den Beweis der UumCglichkeit, algebraische 
Gleichungen von hilherem als dem vierten Grade allgemein aufzulösen, die 
Galoissche Methode und die Abelschen Gleichungen. Der dritt« Abschnitt 
ist der numerischen Auflösung gewidmet. In diesen drei Abschnitten sind 
Determinanten vermieden worden. Im vierten Abschnitt bringt der Verfasser 
eine Theorie der Determinanten and spricht mit ihrer Hilfe einige Eigen- 
schaften der Resultanten usw. in allgemeiner Weise aus. — Auf S. 337 
steht „adjnngiert« oder re/.iproke Form", während doch im allgemeinen 
unter reziproker Form der Quotient aus der adjungierten Form und der 
Determinante verstanden wird! 

Dortmund. H. Kt^HKE. 

Ludwig Kiepert. Gnmdrifi der Differential- und Integrolreolumiig. 

I. Teil: Differentialrechnung. Neunte vollständig umgearbeitete und vor- 
mehrte Auflage des gleichnamigen Leitfadens von U. Stegetn&un. 
Hannover 1901, HeUwing. XVÜ u. 750 8. 
Als Btegemann vor 40 Jahren sein Büchlein unter dem Titel „Grundriß' 
herausgab, ahnte er nicht, daß unter den kundigen Händen seines Nachfolgers 
der GrundriB sich zu einem stattlichen Gebäude auswachsen würde. Während 
die erste Auflage nur die Grundtatsachen der Infinitesimalrechnung enthielt, 
bringt die neue Auflage den ganzen Wissenssteff, den ein Techniker von 
der Differentialrechnung und ihren Anwendungen höchstens braucht, in 
klarer und leichtfaBUcher Darstellung. Neu hinzugekommen sind bei dieser 
Auflage vor allem die hyperbolischen Funktionen nebst einer Tafel und die 
numerische Auflösung der Gleichungen. Beide haben eine gute Behaudlimg 
erfahren. — Im Laufe der Zeit ist das Buch so gut durchgearbeitet worden, 
dafi man kaum eine besserongsfShige Stelle findet. Ich habe nur an dem 
Worte „Permutationaform" (S. 559) Anstoß genommen. Seit Kronecker ist 
för diesen Begriff doch das einfache Wort „Permutation" gebräuchlich ge- 
worden. Der Zusatz „Form" erscheint mir überflüssig. 

Dortmund. H. EtJHNe. 

O. Holzmüller. Hethodlaohea Lehrbuoh der Elementar-Mathematik. 

Dritter Teil. Zweite Auflage im Anschluß an die neuen preußischen 
LehrplBne mit besonderer Berücksichtigung der Anwendungen bearbeitet. 
Leipzig 1903, B. G. Teubner. 8", XIV u. 370 S. 
Die erste Abteilung und der Anhang der ersten Auflage und unter 
Hinzunahme einiger Sätze aus der algebraischen und stereometrischen Ab- 
teilung zu einer Abteilung „Geometrie" organisch verschmolzen. Die Ein- 
leitung behandelt die Gaußische Gerade, das Malfattische Problem, den 




R«MDaioneci. 57 

Feaerb achschen Kreis und die Konstruktion des IT-etks. Es folgt eine 
Betrachtung der Kegelschnitte, Die Behandlung ist vorherrechend synthetisch, 
doch kommt auch die Analysis zu ihrem Recht, Einige Anwendungen 
aber die quadratische Einteilung d^r Ebene und ihre physikalischen Deutungen 
und nen mgefügt. Die stereoTOetrische Abteilung ist vermehrt worden um 
mne aosfährliche Beqirechung der Merkatorprojektton und eise größere 
Answ&hl von vermischten Aufgaben. Gleichfalls vermehrt um einige Formeln 
and Aufgaben ist die sphärische Trigonometrie. Am wenigsten ist die vierte 
Abteilung ,,algehraische Analysis mit Anwendungen auf Geometrie und 
Mecliantk" geändert worden; doch sind auch hier einige Aufgaben hinzu- 
gekommen. 

Dortmund. H. Kühne. 



C. U. Hnller und 0. Premier. Leitfaden der ProjektioDBlehre. Ein 

Übungsbuch der konstruierenden Stereometrie, Ausgabe A. Vorzugs- 
weise für Realgymnasien und Oberrealschulen. Ausgabe B. Für Gym- 
nasien und sechsstufige Realan stalten. Leipieig und Berlin 1903, 
B. G. Teubner, geb. A Ji 4.— B M 2.—. 
Infolge der neueren Bestimmungen in den LehrpUnen der preußischen 
höheren Lehranstalten bezüglich der Aufnahme der darstellenden Geometrie 
in den mathematischen Unterricht der Oberklassen sind mehrere neue Lehr- 
bücher Über diesen Gegenstand in den letzten Jahren veröffentlicht worden. 
Auch der vorliegende Leitfaden will auf diesem Gebiete anregend und be- 
fruchtend wirken, will sehr mit Recht den bisherigen ausgedehnten rechne- 
rischen Betrieb der Stereometrie zoriickdrängen zugunsten der Konstruktion, 
und es kann daher das Erscheinen des Uuches nur mit Fieuden begriißt 
werden. 

Es bringt in zwei ungefähr gleich großen Teilen die schräge und die 
senkrechte Parallelprojektion mit Schatt«nkoasfniktionen nnd als Schluß die 
einfacheren Aufgaben der Zentralprojektion. Der Text ist durchdacht, ein- 
fach and klar, die Zahl der durch geführten Aufgaben sehr groB, die Figuren 
sind durchweg musterhaft ausgeföhrt. Für den Lehrer, speziell für den des 
Linearzeichnens, wird das Buch von hervorragendem Werte sein. 

Da augenblicklich auf die schräge Parallelprojoktion großer Wert ge- 
legt wird, so kann ich es begreifen, obgleich ich selbst auf anderem Stand- 
punkte stehe, daß derselben ein ebenso großer, in der kleinen Ausgabe so- 
gar ein größerer Raum oJs der senkrechten Projektion gewährt wird. Trotz 
dieses Entgegenkommens möchte ich aber § 5 gestrichen haben; es sollen 
die dort gegebenen Figuren die einfachsten stereometrischen Sätze zur An- 
schauung bringen, so daß Modelle nicht erforderlich sind. Das gelingt in 
vielen Fallen z. B. Fig. 36 (kürzester Abstand zweier Windschiefen) dadurch, 
d&£ der 8ch01er unbewußt die Figur als zentralperspektivisch gezeichnet auf- 
faßt, nSmlich die Grundehe ne als ein nach hinten verbreitertes Trapez, 
wahrend nach der Absicht der Verfasser diese Ebene den Eindruck eines 
Rechteckes hervorbringen soll; in anderen Fällen wird der Schüler entschie- 
den die Figur für falsch, z. B. in Fig. 40 die Strecke 3 C fllr größer als 
Strecke 1,3 derselben Kante halten. Es finden sich freilich derartige Zeich- 
nungea in den meisten Lehrbüchern ; daß die Verfasser sie aber der Nach- 
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ahmuiig wert half«n, ist uin so merkwürdiger, als sie selbst in einer An- 
merkung die musterhaftp Aiiafiibning und Plastik der Martusscheo Zeich- 
nungen rfthmen, die silmtliüh zentral perspektivisch gezeichnet sind. 

Gegen den verhaltnistnattig hreiten Itautn, den die Anwendung der 
schiefen Parallelprojekt Jon auf Kristallographie, KartenieichnimgeD etc. ein- 
nimmt, würde nichts einzuwenden sein, wenn dabei die rein geometrischen 
Sigeaschaften und Btziebungeu zwischen Gegenstand und Bild, insbesondere 
die zwischen Kreis und Ellipse nicht etwas xa kurz behandelt worden wBren. 
Über diesen Mangel könnte man hinwegsehen, wenn das Buch nur beim Unter- 
richte im Linearzeichnen gebraucht werden sollte; aber nach einer Bemerkung 
der Verfasser im Begleitworte soll es in erster Linie im mathematischen. 
Unterrichte Verwendung finden. Wenn dies beabsichtigt ist, so dürfte es sich 
wohl auch empfehlen, die Hauptbeweise des ersten Teiles über die Bedeu- 
tung der Verzerrungs großen q und o und dergl. sofort im Tejtte lu geben 
und nicht in einem Anhangsparagraphen zusammenzustellen, der noch dazu 
in der Gymnasial ausgäbe völlig fehlt, sodaß vielleicht hei manchem die 
irrige Vorstellung erweckt werden könnte, als ob die Beweise nur bei ge- 
nügender Zeit durchgenommen werden sollten, was doch entschieden gegen 
Ziel und Zweck des mathematischen Unterrichts verstoßen wtirde. 

Diese wenigen Ausstellungen können den Wert des Buches, den icK 
nochmals ausdrücklich betonen möchte, in keiner Weise beeinträchtigen: sie 
sind in der Absicht geschehen, um einerseits das Buch noch eu verroU- 
konunnen und um andererseits einer unzweckmSBigen Benutzung desselben 
vonnibeugen. 

Berlin. P. äcHAFHEiTLiK. 

W. Gerckeii, Onindnüge der darstellenden Geometrie. X u. 121 S. 

77 Fig. Leipzig 1903, Verlag der Dürrscben Buchhandlung. 

Der vorliegende Gi-undrifl sucht diejenigen Methoden und Aufgaben 
der darstellenden Geometrie vorzuführen, mit denen die Schiller der höheren 
preufiischen Schulen nach den Bestimmungen der neuesten LehrplSne bekannt 
zu machen sind. Ober die Auswahl des Stoffes werden vorläufig noch die 
Meinungen vielfach auseinandergehen; jeder Versuch, der praktisch durch- 
führbar ist wie der vorliegende, ist tinter allen Umstanden dankbar zu 
begrüßen. 

Das Buch zerfälK. in 4 Teile: schräge ParallelprojektioQ , orthogonale 
Projektion, Perspektive und Schattenlehre. Im allgemeinen bin ich mit der 
Auswahl und Verarbeitung des Stoffes einverstanden; besonders sympathisch 
ist mir die Au&ahme der beiden letzten Teile; bei der orthogonalen Projektion 
möchte ich gern die Benatzung von Hilfsprojektdon »ebenen berücksichtigt 
haben und würde lieber, wenn der Umfang des Buches dann zu groß werden 
würde, dafür den ganzen ersten Teil über die schräge Farallelprojektion 
opfern; denn die Benutzung dieser Projektionsart bei den folgenden Teilen 
ist nur eine scheinbare. Beispielsweise bei der Aufgabe, den Neigungswinkel 
einer Ebene gegen die Projektionsebenen zu bestimmen (§ 17), heißt ee: 
„Wir lösen die Aufgabe zuerst in schi*ger Projektion." Tateäohlich wirf 
diese Aufgabe in schräger Projektion aber gar nicht gelöst; sie dürfte anck 
für den Schüler ohne Zuhilfenahme der orthogonalen Projektion nicht zn 
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losen sein. Demnach kann der obige Satz nur den Siun haben, d&S der 
Schüler ao einer zweckmElBi^u Figur seine räumlichen Vorstellongen klärt, 
und hierzu dürfte eine Figur in Zentralprojektion einer parallelperspekti vischen 
Torauziehen sein Selbstverständlich haha ich gegen die Beibehaltung des ersten 
Teils, der auch verhaltnismäüig knapp behandelt ist, nichts einzuwenden; 
ich wollte nur hervorheben, daß er für die folgenden Teile nicht nötig ist. 

Die Figuren sind sehr sorgfaltig gezeichnet; der Text ist klar und 
verständlich geschrieben; auf etwas besseren Ausdruck kOnnte wohl an einigen 
Stellen geachtet werden. „Die Umkehrung des Satzes lautet wie?" und 
ülmliche Wendungen kann man beim mündlichen Vortrag wohl gelten lassen; 
sie sollten aber vor der Drucklegung abgeändert werden, 

Berlin P. Schafh 



Engen Jahnke. Naohrof auf Ferdinand Caapary. Leipzig 1903, 
B. G. Teubner. 

Der von Freundeshand geschriebene und in der Überschrift näher be- 
leichnete Nachruf kann warm empfohlen werden. Es zeigt uns das Bild 
eines strebenden, hochbegabten Mannes, der nicht ohne eigene Schuld her- 
ausgedrängt aas den gewöhnlichen Bahnen eines Lehrers und Forschers 
auch unter den schmerigsten äußeren Verhältnissen die Begeistening für 
seine Wissenschaft niemals verloren, vielmehr in derselben immer neuen 
Trost und neue Lebensfreudigkeit gefnnden hat. Dann aber verdienen die 
mssenscbaftlichen Arbeiten Casparys ein reges Interesse unserer mathema- 
tischen Kreise. Sie wurzeln in den GraBmanuscheu Anschauungen. Cas- 
pary hat Sühzeitig von der Tragweite und Fruchtbarkeit, des Graßmann- 
sohen KalkQls eine klare Vorstellung besessen und es als seine T-ebensaufgnho 
betrachtet, för die Verbreitung Graßmannscher Ideen und für ihre Anwendung 
ttuf eine Beihe scheinbar weit auseinanderliegender Gebiete zu wirken. Daß 
imd wie ihm das gelungen ist, 6ndet sich in der genannten Broschüre in 
übersichtlicher Weise dargestellt, und es kann füglich davon abgesehen wer- 
den, hieranl' näher einzugehen. Nur so viel sei bemerkt, daß die Arbeiten 
Casparvs sieh durch große Einfachheit und Eleganz der Darstellung, sowie 
durch eine wahi'e Kunst des ZusammenfasseuB und reiche Literaturnachweise 
tnszeichnen, daß sie ferner Ergebnisse gezeitigt haben, die ihrem Verfasser 
einen ehrenvollen Platz in unserer Wissenschaft zu sichern geeignet sind. 

Möchte die Broschüre von Herrn Jahnke dazu beitragen, die Über- 
zeugung hiervon in weitere Kreise zu tragen. 

Dresden. M. Kraube. 

P. GQNSfßldt. Orundzüge der aBtronomiach-geographisohen Ort«- 
bestimmang auf Forschungsreisen und der Entwicklung der 
hierfür maßgebenden mathematisch - geometrischen Begriffe. 

Braunschweig, Vieweg und Sohn. geh. 10 Jf. geb. 12 J^ 377 S. 

Der Verfasser hat sich nach dem beigegebenen Vorwort zur Aufgabe 

ge«t«llt, die Möglichkeit zur Lieferung guter Beobachtungen anch den 

Fonchungsreisenden zu geben, welche sich nicht besonders dafür auf einer 

Sternwarte vorbereiten konnten. Die moderne Entwicklung unserer Ver- 
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hältnisse hat gerade Hie Anzahl dieaev Forschungsreis enden in unbekannten 
Ländern stark vermehrt, und no ist das Buch hestinimt, eine (llhlbare Lfickf« 
auBzufüllen. DaB es aach hierzu imstande sein wird, erscheint mir durch 
die weise Beschrünkung der behandelten Methoden, wie anderseits eine 
kritische Abwägung ihres Wertes und nicht /um mindesten durch die bis 
ins einzelne gehende Anweisung für die Anstellung einschlägiger Beobachtungen 
gewährleistet. Den Mathematiker werden natürlich diejenigen Abschnitte 
des Buches besonders interessieren, welche die mathematischen Lehren ent- 
wickeln oder ihre Anwendung zeigen. Sie nehmen in der Tat einen so 
bedeutenden Raum ein, daB man dem größten Teil des Buches einen rein 
mathematischen Charakter zuschreiben muß. Von dem Leser verlangt der 
Verfasser, daß er den Unterricht einer höheren Schule genossen hat Für 
ihn will er in den einleitenden Abschnitten die Grundlagen der Analjsis 
so dargelegt haben, daß ein normaler Intellekt sie verstehen muß. Ich 
muß dem zustimmen. Zuerst wird der Zahlenbegriff entwickelt; allmählich 
aufsteigend wird das gesamte Gebiet der reellen Zahlen erschöpft. Dabei 
verfährt der Verfasser nun m. E. nicht methodisch genug. Seinem eigenen 
Urteil gemSß, „Die reine Mathematik beruht auf der Grundlage der von 
ihr geschaffenen Zahl und der mit letzterer ausftlhrbaren Operationen", hätte 
er, wie die Algebra das aoch sonst tut, lediglich die Ausführbarkeit dieser 
Operationen maßgebend sein lassen müssen. Dagegen fiihrt er gleich den 
Begriff „Richtung" ein, unnötig, wie er sagt, aber anschaulicher. Wenn 
aber das einmal mit Rücksicht auf den Leserkreis geschah, dann hätte diese 
Methode auch weiter bei der Einführung der gebrochenen Zahl benützt 
werden sollen; sie wäre doch bei gehöriger Betonung des Begriffs „Strecke" 
ebenso nützlich gewesen und hätte die Anschau lirhkeit sicher gestützt. Die 
imaginären Zahlen sind gewissermaßen nur als Anhang aufgefaßt, fOr den 
Endzweck des Buches wohl mit Recht; für den Teilzweck dagegen, von 
einem höheren Standpunkte aus die niedere Anaijsis -m übersehen, muß 
man das bedauern. Dieser höhere Standiiunkt kommt sehr schön in den 
Sätzen zum Ausdruck, welche die Mathematik als Kulturfaktor würdigen 
und dann durch Schaffung des Begriffs „Größenklassen" das große Gebiet 
ihrer Anwendbarkeit zeigen. 

Der algebraischen Einleitung folgt die geometrische. Hier schlägt der 
Verfasser den umgekehrten Weg ein wie vorhin, indem er vom Allgemeinen 
zum Besonderen fortschreitet. Ich halte diese Anordnung nicht für glücklich, 
zumal auch die Bezeichnung den meisten Lesern, für die das Buch bestimmt 
ist, unbekannt sein wird. Interessant geschrieben aber ist das Kapitel; ge- 
schickt eingeführt ist überall die Kugel; zuweilen drängt sie sich sogar etwas 
sehr auf. Dies gilt vornehmlich von der Einführung des Koordinatenhegriffs; 
so geht der Verfasser bei Erläuterung des rechtwinkligen Koordinatensystems 
ftir Ebene und Raum auf die vorher behandelten sphärischen Koordinaten- 
systeme zurück. Sehr anerkennenswert ist die klare Einführung der drei 
Böge neinh eilen. Die Überleitung zur Trigonometrie geschieht leicht und 
zweckentsprechend. Die Entwicketung der notwendigen trigonometrischen 
Formeln flir die Ebene folgt in bekannter Weise, zunächst mit der er- 
forderlichen Bllckaicht auf die bisherige Bezeichnungsart. Aber warum nicht 
jetzt schon die Lehre von der sphärischen Trigonometrie angeschlossen ist, 
erscheint mir nicht recht verständlich. Ihre spätere Entwickelang 
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durcliaus auf die Ausdrucks- and Behandlungs weise dieses Absclmittea 
mrflck. Sie Terlangi von dea andern ihr vorangestellten Abschnitten an 
und für sich gar nichts bis zur Einführung des astronomischen Dreiecks. 
Dum aber ist die Entwickeluug bereits abgeschlossen, und diese letzten 
Tüle htttten sich naturgemäß dem Abschnitt III angliedern lassen. Der 
IL Abschnitt entlüilt zum SuhluQ noch eine Betrachtung der Ellipse lose 
angefügt, eine Entwickelung ihrer Gleichung und anschließend auch die 
Gleichung des Kreises und der Geraiien, Dabei vermisse ich sehr eine 
Definition der Ellipse, die der Verfasser nur durch Zeichnung ihrer einzelnen 
Ponkte entstehen litÖt. 

Im m. Abschnitt werden die tatsilchlichen Grundlagen der astronomisch- 
geographischen Ortsbestimmung als Uesultate von Astronomie und tieodäaie 
mitgeteilt. Dadurch werden die einzelnen Koordinatensysteme erläutert, wie 
auch ihre Beziehungen zu einander. Vielfach wird schon hier auf die später 
tu verwertenden Yerhiiltnisse anfmerksam gemacht, wie denn z. B. die 
Fundamentalgleichung der geographischen Längenbestimmuug sich von selbst 
eorgibt. Es folgt eine schöne und klare Abhandlung über Zeit und Zeit- 
messung: sie eignet sich m. E, auch mit einiger Abänderung für die Be- 
handlung dieses Themas auf unsem höheren Schulen. 

Nun erst kommt der Verfasser zur Behandlung der sphärischen Trigono- 
metrie. Von einem sphärischen Grunddreieck ausgehend wendet der Verfasser 
die trigoDoni einsehen Funktionen auf die zugeordnet« körperliche Ecke an; 
die Gültigkeit der entwickelten Formeln wii-d allmählich auf alle sph&rischeu 
Dreiecke ausgedehnt, worauf dann erst der Begriff der zyklischen Vertausobung 
bei der Bildung der Formeln zur Anwendung kommt. Hierauf wird aus 
dem allgemeinen Dreieck das rechtwinklige als Spezialfall erhalten und die 
Napierscbe Hegel entwickelt. Spätere Umformungen liefern die bekannten 
GauDachen Gleichimgen und Napierschen Analogien, deren Bedeutung für 
die praktische Berechnung betont wird. Ich möchte doch glauben, daß gerade 
«nch dam Leserkreis, für den das Buch geschrieben ist, der umgekehrt« 
Weg erwünschter sein müßte. 

Der VI. Abschnitt behandelt das Universalinstrument und besonders 
seine Fehlertbeorie. Zugleich wird die Parallaxe, deren Begriff schon früher 
entwickelt wurde, herangezogen und berücksichtigt. Dann erst wird es 
möglich, auf die Messungsmethoden selbst einr.ugehen. Gerade hier zeigt 
der Verfasser, daß er die Praxis kennt, indem er für die Beobachtung aus- 
fährlicbe Verhaltungsmaßregeln gibt. Drei Aufgaben werden in diesem Ab- 
schnitt behandelt: Die Bestimmung der Zeit aus Zenitdistanzen bei bekannter 
Polböhe, die Bestimmung der geographischen Breite bei bekannter Zeit und 
endlich die Bestimmimg beider zugleich. Dabei nimmt der Verfasser Ge- 
legenheit, den Wert eines Beobachtnngssatzes für die Kompensierung un- 
venneidlicher Fehler zu betonen. Desgleichen finden Strahlenbrechung 
und Parallaxe ihre Berücksichtigung. Ausführlich wird auch die Vcrbesseruug 
der abgelesenen Resultate behandelt für den Fall, daß die Sonne der Be- 
obachtungsgegenstand war. Auch die Bedeutung des Sextanten ßndet hier 
gelegentlich eine kurze Würdigung, vielleicht eine zu kurze. 

Nun wird anschließend in einem besonderen Abschnitt die Frage be- 
handelt, wie die Wirkung eines Fehlers in den Stücken des astronomischen 
Dreiecks für die Berechnung von Zeit, PoUiöhe und Azimut am kleinsten 



gestaltet werden möge. Dieser Abschnitt ist m. E. verfehlt. Es b&tt«ii 
besser die Resultate auch einfach als Resultate der höhereo Mathematik 
angegeben werden sollen. Ihre Begründung kann doch nur scheinbar ge- 
lingen. Denn dazu bedarf es des "Begriffs „Diffcrentiar und des „Taylorschen 
Satzes". Die Differentiationen können ja doch nicht durchgeführt werden, 
oder es hätte eine Entwickelung der Differentialrechnung vorausgeschicht 
werden müssen. Und wenn der Verfasser daa für seinen Lesertreis i&r 
nötig und möglich gebalten hätte, so hütte er diesen Abschnitt mit dem 
ellt«a üusammen behandeln aollen; dort wird schließlich doch zugestanden, 
daU es sich um Aufgaben handelt, die den Rabnien des Bucbes überschreiten. 
Um so seltsamer muten uns diese Abschnitte an, als sie getrennt sind durch 
eine Besprechung des nautischen Jabrbuches und eine Anweisung zum Ge- 
brauch fünfstelliger Logarithmen. 

Im X. Abschnitt finden sich in dankenswerter Weise einige Beispiele 
ffir die numerische Berechnimg durchgeführt. 

Zum SchluB kommt der Verfasser auf die allgemeine Gleichung der 
Längenbestimmung zurück und gibt die wichtigsten Methoden an, die filr 
Forscbungsreiseude in Betracht zu ziehen seien. Daß er dabei die klassische 
Methode der Monddistanzen streicht, ist wohl berechtigt. Besonders empfiehlt 
er diejenige der Zeitübertragung, die in den meisten Ffilten möglich und 
dann mit den geringsten Anfordarungen verknüpft sein wird. 

Möge das Buch im Kreise der Leser, für die es bestimmt ist, die ihm 
gebührende Verbreitung finden; naöge es recht viele von ihnen, der Absiebt 
des Verfassers entsprechend, zu weiteren Studien anregen. 

Fk Bradhbrimg. 



Fitting. „Das RöBselsprangproblem in neuer Behandlang." Leipzig, 
G. Fock, G. m, b. H. 
Mit Benutzung eines auf jedes Rundreise- Problem anwendbaren Prinzipes 
wird gezeigt, wie mau zu allen Rösselsprüngen des 36-feldrigeo quadratischen 
Brettes und des Schachbrettes gelangen kann, wobei eine geeignete Notation 
zat Fixierung der Einzelergebnisse gewonnen wird. — Die Felder des 
ersteren Brettes werden mit Ausnahme des inneren Quadrates zu 4 in aich 
geschlossenen Reihen aneinander geordnet, die zu klarerer Veranschaulichung 
auch als nebeneinander liegende Kreise und weiterhin in Täfelchenform dar- 
gestellt werden; hierauf wird gezeigt, wo man diese Reihen zu unterbrechen 
hat, um die fehlenden Felder und ßpringerzüge so einzuschalten, daß sie 
sich zu geschlossenen Rösselsprüngen des Brettes zusammenfügen. Diese 
werden sämtlich aufgestellt, und 30298 Einzelfälle gefunden. — In analoger 
Weise werden auch die 48 Randfelder des Schachbrettes in 4 geschlossene 
Reiben gebracht. Vereinigt man nun die 16 Felder des inneren Quadrates 
in beliebiger Weise durch Springerzüge zu 2 bis Ifi „Ketten" (der Begriff 
der Kette wird auch auf einzelne Felder ausgedehnt), so wird die Auf- 
suchung der passenden Stellen fSr die Einschiebung dieser Ketten zwischen 
die Felder jener geschlossenen Reiben durch Rundreisen auf einfacheren 
Figuren bewirkt. Diese Figuren brauchen nur aus einer TabeUe ergänzt 
resp. erweitert zu werden, um auch sämtliche geschlossene Rösselsprünge 
zu finden, welche neben den Ketten noch bis dahin unberileksichtigte 



Springerzflge zwischen den Bandfeldern aufweisen. Da die Methode nelien 
den BSsselsprOngen auch alle Anordnungen der FeliJer iu zwei oder mehr 
geschlossene Reihen liefert, so muß, wenn nur die Aufstellung der ersteren 
beabsichtigt wird, jeder Einzelfall der Prüfung durch ein einfaches Kriterium 
unt^nogen werden. Das Ganze wird an einer Reihe von Beispielen ent- 
wickelt, und an diesen dargetan, wie das Verfahren sich im einzelnen 
gestaltet; dabei tritt auch von neuem zu Tage, wie unahsehhar groß die 
Anmhl aller Rösselsprünge auf dem Schachbrett sein muB. Schließlich 
werden noch die geschlossenen Rösselsprünge, bei welchen nicht alle Felder 
des inneren Quadrates berührt werden sollen, in Kürze gestreift. — Der 
letzte Abschnitt endlich handelt von der Ableitung der un geschlossenen 
Rösselsprünge aus den bis dahin allein betrachteten geschlossenen, wobei 
sich leigt., daß durch Verwendung des fi-üheren, nur passend inodifizierteu 
Verfahrens im Rahmen einer beliebig horausgegritfen>'n kleineren Gruppe 
auch diese vollzählig gefunden werden können. 

M. -Gladbach. Fittinu. 

A. BÖrseh und L. Erfiger. Lotabvelolrnngeii. Heft II. Geodätische 

liinien südlich der Europäischen Liingengradmessung in 52 Grad Breite. 

VerSffentlichung des Konigl. Preußischen Geodätischen Institutes. Neue 

Folge No. 10. Mit 3 lithographierten Tafeln. 204 S. Berlin 1902, 

P. Stankiewicz. 

Im Jahre 1896 hat F. R. Helmert der in Lausanne abgehaltenen 

Konferenz der Permanenten Kommission der Internationalen Erdmessung den 

Plan IMT Berechnung eines zusammenh&ngenden Lotabweichungssystems in 

Zentral eurupa vorgelegt. Dieses System soll gewissermaßen ein Netz erster 

Ordnung TOn astronomisch -geodätischen Ponkten bilden, au das spHter das 

Detailatudium der Erdgestalt in kleineren Gebieten angeschloBseD werden 

kann. Das vorliegende Heft verwirklieht einen Teil des Helmertschen Planes, 

der die geodätischen Linien südlich der EuropILisrhen Ltlngengradm essung 

in 52" Breite umfaSt. Der Inhalt des Werkes gliedert sich in drei Abschnitte, 

TOD denen der erste die geodätischen Linien in der Nähe von Bonn südlich 

der genannten Gradmessung behandelt. Der zweite bezieht sich auf die 

geodätischen Linien in der Nähe des Pariser Parallelg westlit'li von Straßbui-g 

und der ilritte auf die, welche in der Nähe des Meridians von Wien und 

ebenfalls südlich von der genannten Gradmessung liegen. 

Jeder Abschnitt bringt zunächst die Ergebnisse der astronomischen 
Bestimmungen und dann die bereclineten geodätischen Linien und relativen 
Lo^h weich ungeu; im dritten Abschnitt geht noch i'iu Kapitel voran, das 
die Anschlüsse von vier der benutzten astronomischen Stationen an die 
Hauptdreiecke enthält. Die Anlage und Ausführung der Rechnungen basiert 
auf den von Helmert in ,J/()tabw eich un gen. Heft I. Berlin 188(>" entwickelten 
ICethoden; die benutzten Formeln sind auf Seite 27 und 28 kurz zusammen- 
gestellt. Als Grundlage für die Rechnungen sind diu Besselscheu Elemente 
des Erdellipsoids gewählt. 

Aaf eine definitive Ausgleichung des ganzen Netzes ist vorlKuBg noch 
»erlichtet worden, da die notwendigen astronomisch - geodätischen Be- 
stimmungen noch nicht Überall vorhanden und zum Teil noch zu unsicher sind. 
Poppeisdorf bei Bonn. Ph. Furtwänhleb. 



Bembard Biemanns gesammelte mathematische Werke. Nachträge, 
herausgegeben von M. NÖtber und W. Wirtinger. Leipzig 1902, 
B. G. Teubner. 8". 116 S. 
Das Heft enthalt Auszflge au» drei uiathematiscben Vorlegungen 
Hiemanna, von denen Nachschriften zur Verfügung standen (Allgemeine 
Theorie der Integrale algebraischer DifferentiaÜen , Integrale einer linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung in einem Verzweigungspnnkt, Hyper- 
geometrische Beibe), femer einzelne matbematische Noten aus dem Nachlaß 
und endlich „Berichte". — - Die auf 8. 113 unter der Überschrift „Persönliches" 
gegebenen Mitteilungen und das Verzeichnis der von Biemann angekündigten 
Vorlesungen mag hier besonders hervorgehoben werden. 

Leipzig. H. LicaHA.vN. 



F. Enriques, Vorlesungea über projektive Qeametrie. Aatorisierte 
deutsche Ausgabe von H. Fleischer. Leipzig 1903, B. G, Teubner. 
8». 374 8. 

In dem vorausgeschickten Einfiihrungswort betont Herr Klein, daB 
ein derartig systematisch aufbauendes, lugleich durchsichtig dargestelltes 
und vollständiges Lehrbuch projektiver Geometrie in Deutschland fehlt und 
daher gewiß zahlreiche Freunde linden wird. In der Tat gehen die deubcben 
Lehrbücher entweder fast ganz absti-akt vor, mit beinahe vollständiger Ver- 
schm&hung der Metrik, oder aber sie sind aus der Steinerschen 8chule er- 
wachsen und lassen, reich an einer Fülle von geometrischen Einzelheiten, 
alte Prinzipien fragen mehr oder minder außer acht. 

Der Verfasser hält die goldene Mittelstraße ein: Die Erörterung der 
Prinzipienfragen macht er durch psychologische Momente lebendig — wir 
erwähnen die Durchführung des Unterschiedes zwischen visuellen und metri- 
schen (tastbaren) Eigenschaften in der Einleitung, die mehrfach verwendet 
wird, z. B. S. 191 bei Erörterung der Formen der Kegelschnitte, die feine 
Analyse des StetigkeitsbegrifFs S. C9 und den daraas sich ergebenden Beweis 
des Fundamental Satzes, daß eine projektive Zuordnung von einstufigen Qe- 
bilden durch drei Paare entsprechender Elemente gegeben ist. 

Im übrigen werden nicht nur die metrischen Sätae projektiv ab- 
geleitet, sondern auch allen projektiven Beziehungen metrische Eigenschaften 
abgewonnen ~ eine gelegentlich in anderen Werken vemaeblasaigte Seite 
der projektiven Geometrie, Als ein Beispiel dieser innigen Durchdringung 
von metrischer und projektiver Geometrie — sie ist auf S. 169 in klarer 
Form ausgesprochen — hatte etwa noch der elegante Beweis des Herrn 
Tresse (B. S. M. F. 28, 1900, S. 131 — 136) aufgenommen zu werden ver- 
dient, daß die Kolli neatiouen der Kegelschnitte wieder Kegelschnitte siod, 
ein Beweis, der von der Steinerschen Erzeugung der Kegelschmtte darch 
projektive Strahlbüscbel nicht Gebrauch macht. 

Hervorgehoben sei noch besonders die historische Notiz 8. 357 — 367 
Ober die Fundamentalbegriffe, die übersichtliche Einteilung und das sehr 
vollständige Sachregister. 

Leipzig. H. Lu^bhajto. 
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T. und E. Eommerell, AUgemeiae Theorie der Raumkorven und 

Fläoben. I u. U. 8". 144 S. n. 212 S. Sammlung Schubert XXIX 

u. XLIV. Leipzig 1903, Göschen. Ladenpreis 4,80 J(. u. 5,80 JC. 

Die beiden BSndchen stellen eine wertvolle Bereicherung der Sammlung 

Scbabert dar; eie bringen auf kleinem Baum eine Darstellung, die, mit den 

Elementen beginnend, bis zu des modernsten Untersuchungen über Strablea- 

sjrteme fortschreitet. 

Zur Orientierung sei eine kurze Inhaltsangabe vorausgeschickt, wobei 
besonders hervorzuhebende Entwicklungen ausdrücklich ei'wähnt werden. 

Band I: Erster Abschnitt: Raumkurven (Krümmung, Toraion usw. 
abwickelbare Flachen, Minimalkurven, 21 Aufgaben). — ■ Zweiter Abschnitt: 
UnterSQchnng einer Flüche in der Form F{xyz) = (Krümmung, ladikatrix 
usw., sphärische Abbildung, konfokale Flächen zweiten Grades, geodätische 
Linien; 41 Aufgaben). 

Band II: Erster Abschnitt: Untersuchungen von Flächen in der Parameter- 
fomt (Fundamentalformeln, die charakteristischen Kurven auf den Flächen, 
Differentialparameter; 61 Aufgaben). — Zweiter Abschnitt: Spezielle FlScbeo, 
Strahlensysteme (ir- Flächen, Minimaltl&chen, FUchen konstanten Krilmmunga- 
maßes, Regeißächen, dreifach orthogonale Fläche n syste me , Strahl ensysteme; 
33 Aufgaben). 

Wir betonen außer der reichen Aufgabensammlung noch einen andern 
umstand, der die Brauchbarkeit der Bändchen erhöbt: das Bestreben, in 
einem so leicht zu wildem Formelwust verführenden Gebiet möglichst weit 
mit geometrischen Betrachtungen vorzudringen. Genannt sei als Beleg 
MerfQr die Aufstellung der natürlichen Gleichungen einer Kurve (I, S. 29), 
die Betrachtung über den Aufbau und die Grund ei genscbaften der abwickel- 
baren Flachen (I, 8. 37 — 43), der — in dieser Weise schon von Leibniz 
&og«bahnte — Nachweis, daB die Schmiegungsebenen der kürzesten Linien 
die Flächennormale enthalten (I, S. 113), die geometrische Analyse der 
Verbiegung des Katenoldes (II, S. 75), endlich der Einblick in die nicht- 
euklidische Geometrie (II, S. 140). 

Aber auch jene Art geometrischer Betrachtungsweise, die eine Errungen* 
Schaft französischer Mathematiker ist, und die eine Seite von Lies ForschungS' 
richtnng darstellte, finden wir hier vertreten (wohl mit nach dem Vorgang 
von Scheffers). Wir meinen — mit Klein zu reden — das freie 
rücksichtslose Operieren mit imaginüren Gebilden. Wir finden eine Behandlung 
der Minimalkurven und die von Gaufl hen-ührende, von Lie ausgesprochene 
Verwerlang dieses Begriffs für die konforme Abbildung (EI, S. 45). Übrigens 
hätte auch der von Lie gegebene Zusammenhang zwischen Minimalflächen 
und Minimalkurven leicht in Band 2 , § 24 Platz finden können. 

Der Namen von Lie ist seltsamerweise bei der Besprechung der 
Minimalkurven nicht genannt, wie denn vielleicht anch an anderen Stellen 
die Literaturnachweise etwas ungleichmäßig gehandhabt sind. So sei, was 
den Inhalt der Anmerkung II, S. 150 angeht, auf Lobatschefskijs Abhandlung 
vom Jahre 1830 (Übersetzung von F. Engel, Leipzig 1898 8. 22) ver- 
irieeeo. 

Noch einmal sei schließlich die reiche Aufgabensammlung hervorgehoben, 
die außer Übongsbeispielen auch wirklich neue im Teit nicht dargest«llte 
S&tze bringt. 

Aicblt da> >Utb«ulUt und Fliyiik, m, Bslha. IX. ü 
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Leipzig. 



in würde wohl genügen, den beiden Bllnduhcn einen gi'SBereu 
verschaffen, als man njich dem Preis vielleielit befürchten muß. 

H. LlEBMANN. 



Fischer, Der Qang des Ueneohen. V. Teil: Die Kinematik des Bein- 

schwingenH. An. Teil: frber den Einfluß der Schwere und der Muskeb 
auf die Schwingungabewegung dea BeinB. (Des SXVIIL Bandes der 
Abhandlungen der matbem.-phys. Klasse der kgl. Sachs. Ges. der Wiss. 
No. V u- VU.) Leipzig 1904, B. G. Teubner. 100 u. 88 S. 

Diese ÄbhandlungeD bUdeu die Fortsetzung einer Reihe anderer, 
durch welche der Verfasser die mechanischen Grundlagen einer Theorie des 
menschlichen Ganges gewonnen hat. In dea vorliegenden gelangt derselbe 
zu einer Differentialgleichung ttlr die Bewegung jedes der drei Abschnitte 
des Beines von der Form: das Trfigheitsmoment jedes Abschnittes multi- 
pliziert mit seiner Winkelbesehleunigung ist gleich der Summe der Drehungs- 
moniente, welche die Schwerkraft, die Effektivkräft« und die inneren, 
d. h. in der Hauptsache die Muskelkräfte auf das Glied ausüben. Von 
den einzelnen hier vorkoamienden Größen bis auf die letzten gelingt es, 
durch die Beobachtungen eine zahlenmäßige Darstellung zu erhalten. Die 
Methode dieser sowie die tör die Berechnung der Tr&gheitsmomente und 
der Drehungsmomente der Schwerkraft nötigen praktischen Fundament« 
seiner Theorie hat der Verfasser in den vorigen Abhandlungen besprochen 
und auch in dem in dieser Zeitschrift (lU. Reihe 7 (l u. 2) S, 110 ff.) 
abgedruckten interessanten Vortrage dargestellt. Indem er die in den 
Bewegungsphotogi'amraen gelieferten Daten für die Orte der Schwerpunkte 
und die Richtungen der einzelnen Glieder nicht bloß ftir die einzelnen 
Momente der Bewegung tabaliert, sondern noch graphisch darstellt, gelingt 
es ihm immer auf graphischem Wege die Beträge für die linearen Geschwindig- 
keiten und Beschleunigungen der Schwerpunkte und auch für die Winkel- 
geschwindigkeiten und -heschleunigungen der einzelnen Glieder des Beines 
zu erlangen, so daß in jenen Gleichungen als unbekannt nur die zuletzt 
genannten Drehungamomente der inneren Kräfte übrig bleiben und nun- 
mehr bestimmt werden können. Bekanntlich hatten die Gebrüder Weher 
die Ansicht ausgesprochen, daß diese sich auf Null reduzieren und die 
Bewegung des Beines eine reine Schwingungsbewegung unter dem Einflüsse 
der Schwerkraft sei. Das Resultat des Verfassers ist von dieser An- 
sicht das konträre Gegenteil. Der Anteil, welchen die Muskelkräfte an der 
Bewegung des Gehens haben, ist mehrmals größer als derjenige der Schwer- 
kraft, und so ist hiermit die Frage dahin entschieden, daß der Gang in 
der Hauptsache durch Muskelkontraktion zustande konunt. Die Einwendungen, 
die man dem Verfasser gegen die Grundlage dieses Ergebnisses machen 
könnte, werden von ihm selbst bereits widerlegt. Man könnte vor allem 
auf die geringe Anzahl der 6eobachtung(>n Inuwoi.«t<ii, auf welche die Arbeit 
sich stutzt. Aber die Übereinstimmung «wiai'licu itinseu allerdings gering- 
zfihligen Messungen ist eine so ausgoiviottuati', (Utk man die Richtigkeit 
des Besoltates kaum bezweifeln kann. AuuU hat der Voriksser — zom 
Überfluß müebte man meinen — dmvli llot'l'üi'hlmiBvii vun etwa 100 ver- 



schiejenen Individuen den praktischen Beweis erbracht, daß bei der gewöha- 
lichen Gangart die Gmndgroßen, nSnilich die Schrittlängen, die Anzahl der 
Schritte in der Minnte, die Geschwindigkeit, soweit dieselbe ohne chrono- 
photographische Auhiahroen festzustellen sind, im wesentlichen übereinstimmeu. 

Nebenbei ergibt die Untersuchung auch die GrÖBen des kinetischen 
Druckes im Hüft-, Knie- und Fußgelenk. Nachdem der Verfasser noch dar- 
auf hingewiesen hat, daß die Elastizit&t der Bander nur von ganz ver- 
schwindendem Einflüsse auf den Gang sein kann, daß vielmehr die inneren 
Kr&fl« wirklich ira wesentlichen Muskelkräfte sein müssen, beginnt er die 
Fr^e, welche Muskeln in den einzelneu Momenten eines Schrittes kontraliiert 
sein und so auf den Gang einwirken können, einer Diskussion zu unterziehen; 
indessen sieht er selbst diesen Teil der Untersuchung als noch nicht ab- 
geachlossen an. 

Die Abhandlungen zeigen, was geschickte Ausnutzung der experimen- 
tellen Hilfsmittel mit einem erstaunlichen Fleiße bei der Bearbeitung der 
gewonnenen Messungsergebnisae für die Entscheidung wichtiger theoretischer 
Fr^en zu leisten imstande sind. 

Cbarlottenburg. H. Samter. 

Dacqa6. Wie man in Jena natorwissenBOhaftlioh beveiat, Stuttgart, 
Max Kielmann 1904. 28 S. Preis 60 Pf- 
Vor 120 Jahren zeigte Kant in der Kritik der reinen Vernunft, daß 
alle kos motogi sehe D oder physikoteleo logischen Beweise für die Existenz Uber- 
tiatürlicber Kräfte irrig sind, da sich aus der großen Reihe von Ursachen, 
die wir kennen, nicht auf eine erste Ursache, noch auch aus der schein- 
baren Zweckmäßigkeit uns bekannter Dinge auf diejenige des Weltganzen 
■chlieBen lasse. Neuerdings aber tritt versteckt oder offen wieder das Be- 
straben hervor, in der Form der Lebenskraft oder kosmischer Intelligenzen 
iweokbeatimmende Faktoren einzuführen, die, wenn sie auch innerhalb der 
gegebenen Naturgesetze wirken sollen, doch über den natürlichen Krftfteu 
stehend, deren Spiel als „Dominanten" beherrschen. Solche Ideen hat 
1. B. Beinke an verschiedenen Stellen ausgeführt. Diese Gedanken werden 
von Vertretern der Uückelschen Schule scharf angegriffen wfihreud dessen 
ebenso unbeweiabare Hypothese Über die erste Entstehung des Lebens durch 
üixengong energisch verteidigt wird. Der Verfasser wendet sich gegen die 
Begr&ndong dieser durch Heinrich Schmidt. Uns will es scheinen," daß 
es Iteinen Zweck hat, die noch nicht ausgefüllte Lücke in der kosmogonischen 
Theorie zum wilden Tummelplatz unbeweisbarer Hypothesen zu macheu, 
soodeni daß man lieber immer wieder versuchen soll, ob sich nicht durch 
das Experiment Fortschritte in diesem dunklen Gebiete machen lassen. Der 
geringste eiperimentale Fortschritt ist für die Frage, ob das Leben ewig 
oder durch Urzeugung »ntstandeu ist, wichtiger als alle Hypothesen. 
Charlott«nburg. H. Sajiter. 

Makler, Physifc&Uaohe Formeleammlung. Zweite verbesserte Auflage. 
Leipzig 1903, 0. J. Göschen. 190 S. Preis geb. 0.80 M. 
DaB dieses Büchlein in hervorragender Weise brauchbar ist, zeigt der 
Umstand, dafi nach kurser Zeit eine neue Auflage davon notwendig wurde. 
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Es eignet sich nicht allein zum Nachschlagen der wichtigsten Fonneln der 
Physik, sondern gibt auch kurae Ableitungen derselben, soweit aolehe mit 
Hilfe der elementaren Mathemstik durcbftüirbar sind, und auch eine 
Anzahl von wichtigen Gedankenreihen, die nicht gerade in einer Formel 
ihr Endziel hahen, wie -l. B. diejenigen, welche die Geschwindigkeit des 
Lichtes finden gelehrt haben. Fär die neue Auflage sind eine Anzahl ge- 
schickt gewählter Beispiele für SchwerpUBkta* und Ti^gheitämomeutbe- 
stimmungen hinzugekommen, sowie die Gesetze der Drehbewegung mit An- 
wendungen auf das phjsische Pendel, die Entstehung des Regenbogens, die 
Berechnung der Feldstärke eines Stahmagnetes und eines magnetischen Blattes. 

Etwas weiter hätte vielleicht hierauf und auf die elektrische Induktion 
noch eingegangen werden können, um wenigstens die Fundamente der Be- 
rechnung Ton stromliefemden MaE<:hinen vor Augen zu fähren. Aber auch 
trotz dieser Lücke, die bei der dritten Auflage vielleicht zu stopfen wSre, 
erscheint das Buch in hohem Grade empfehlenswert 

Charlotten bürg. H. Sahtsb. 

Jodunann. Grundriß der Experimentalphysik und Elemeiite der 
Cbemie sowie der Astronomie und mathematisohen Geograpliie. 

Herausgegeben von Hermes and Spieö. 15. vollständig neubearbeit*te 
Auflage. Berlb 1903, Winckelmann und Söhne. XX u. 524 S. 
Preis geh. 5,50 Mk. 
Seitdem ftlr die Bearbeitung der 14. Auflage dieses Lehrbuches der an 
zweiter Stelle genannte Herausgeber gewonnen war, hat dasselbe in zwei 
Hinsichten bedeutende Abänderungen erfahren. Einmal ist den modernen 
Tatsachen und Begriffen, insbesondere in der F.lektriiitätslehre, ohne die ein 
eindringender Untenieht kaum mehr denkbar erscheint, insbesondere dem 
Potentialbegriff der Zugang eröffnet worden, und seine Einführung durch 
das Experiment entspricht durchaus den Anforderungen, die der Unterricht 
stellt. Andererseits ist an vielen Stellen neben die deduktive Behandlung des 
Gesetzes, die dasselbe mathematisch aus Prämissen ableitet, auch die induktive 
Ableitung durch das Experiment getreten, ein Weg, der dem Wesen des 
Physikunterrichte 9 mehr angepaßt erscheint. Dies konnte geschehen, ohne 
daß der Umfang des Buches wesentlich vermehrt wurde, da viele von den 
das Buch unnötig belastenden Nebensachen mit Recht weggelassen wurden. 
Auch bei der neuen Auflage ist das Bestreben sehr anzuerkennen, dem 
Schüler das Verständnis auch schwierigerer Gesetze zu vermitteln. So finden 
wir eine eingehende Darstellung des 2. Hauptsatzes der mechanischen 
Wärmetheorie. Dem Verleger gebührt Dank fär die Vermehrung der Ab- 
bildungen, von denen die Bpektreotafel und die Tafel zur Erläuterung des 
Breifarbendruckes bervorgehoben seien. 

Charlottenburg. H. Samtek. 

Abraham, Reouell d'exp^rlenoes A^mentaires de phyalque. Premiere 
partic. Paris 1904, Gauthier-Villars. XIl u, 247 S. Preis ungebd. 
3,75 fr., gebunden 5 fr. Seconde partie XII u. 454 S. Preis ungebd. 
6,25 fr., gebd. 7,50 fr. 
In der französischen Literatur gab es bisher kein Werk, welches die 

im Elementar-Unterricht der Physik nötigen Experiment« filr den Ge- 
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brauch des Lehrers zusammengefaßt hfttte. Während der deutsche Physik- 
lehrer Iftngst in Fricks Physikalischer Technik, in Weinholds Vorschule 
and f&r einen weitergehenden Unterricht in den Demonstrationen desselben 
Autors die ftür die Vorbereitung auf die Versuche nötigen Anleitungen hatte, 
ist das vorliegende Buch erst auf Anregung des Vorstandes der französischen 
physikalischen Gesellschaft entstanden, und zwar veranlaßt durch die Ein- 
führung eines Praktikums in den Schulen. Der Herausgeber hat dazu die 
Mitarbeit einer großen Anzahl von Physikern herangezogen, die durch Be- 
schreibung von Versuchen und durch bibliographische Hinweise ein sehr 
nützliches Werk zusanunengetragen haben. Unter denselben bemerken wir 
von Deutschen Behn (Frankfurt), Fischer (München), Looser (Essen) und 
V. Ottingen (Leipzig). Unter den Quellen ist von den oben genannten 
deutsdien Büchern nur das letzte benutzt, außerdem sind die Bücher für 
das physikalische Praktikum von Kohlrausch und Wiedemann und Ebert 
herangezogen. Die reichen Schätze von Schulversuchen, die im Müller- 
Pouillet und besonders in der Zeitschrift von Poske sich finden, sind aber 
nicht herausgeholt worden. Trotzdem wird die Sammlung, die uns vorliegt 
und die im ersten Bande Mechanik und Wärmelehre betrifft, wohl für die 
meisten Lehrer genügendes Material enthalten. Wir vermißten z. B. Ver- 
suche über das Sieden bei Überdruck (außer dem Papinschen Topf) und 
über Geisererscheinungen. Ein Teil der angeführten Versuche geht in seinen 
Urquellen, die nicht angeführt sind, sehr weit zurück: so ist Versuch 72 auf 
Galilei zurückzuführen (Discorsi 3. Tag). Für den Lehrer ist es eine 
groBe Erleichterung, daß die Dimensionen der Apparate überall genau an- 
gegeben sind. Sehr reich und dem Referenten zum Teil neu ist das Material 
über Oberflächenspannung, sowie über die Grundtatsachen der technisch so 
wichtigen Festigkeitslehre. Den Experimenten vorangeschickt ist ein Kapitel 
über Arbeiten in der Werkstatt mit Metall, Holz und Glas sowie eine 
große Anzahl von chemischen Rezepten, die der Physiklehrer brauchen 
kann. 

Auch die im 2. Kapitel (Geometrie und Mechanik) vorangestellten An- 
weisungen für die Messung der Längen von geraden und krummen Linien, 
der Dicken, Oberflächen und Volumina enthält manches Neue, und die dazu 
gehörige Einleitung über zufällige und systematische Fehler sowie über das 
Gesetz der großen Zahlen wird derjenigen Lehrern, die Schülerübungen ver- 
anstalten , manchen nützlichen Wink geben. Den Schluß bildet eine Reihe 
von numerischen Tabellen, der für denselben Zweck sehr brauchbar sich 
erweisen werden, die freilich in ungefähr demselben Umfange auch Kohlrauschs 
praktischer Physik beigegeben sind. Auch dem deutschen Lehrer ist das 
Kompendium sehr zu empfehlen. 

Seit Abschluß des Berichtes hat der Referent eine Anzahl von Ver- 
suchen nach Angaben des Buches ausgeführt und bei Schülerübungen er- 
probt und zum größten Teile für recht gut befunden. Ein großer Vorzug 
ist eSy daß dieselben sehr geringe Mittel erfordern und daher auch für 
Schulen mit kleinem Etat sehr geeignet sind. 

Der soeben erschienene 2. Teil teilt die Vorzüge des ersten und zeigt, 
wie sich schon die neuesten Forschungsergebnisse im Unterrichte, auch 
demjenigen im Laboratorium nutzbar machen lassen. Daß die Ströme hoher 
Wediselzahl und starker Frequenz, daß die Telegraphie ohne Draht be- 



rüfiksichtigt sind, wird nicht, wunder netinen, aber es fehlen auch di« 
gingende Bogenlampe nicht, nach die Jonisiening der Luft. 

Charlottenhurg. H. Samt£R. 

BiDdt>r. Beiträge zur Entwicklungsgesobichte des ohemisohen 
Unterriohta an deutschen Mittelschulen. 1903 ii4 8 Preis 80 Pf, 
Günthart. Die Aufgaben des naturkundlichen Unterrichta vom 
Standpunkte Herbarts. 1904. VIII u. 67 B. 1,50 Mk, (Aus „Samm- 
lung naturwissensc-haftl ich- pildagogi scher Abhandlungen". Leipzig und 
Berlin, B- G. Teubner,) 
,Jn dieser Sammlung sollen ÄhhaDdlungea erscheinen, die in einer 
Zeitschrift sich auf mehrere Nummern zersplittern würden und doch xa 
kiirz wären, um ein Buch zu füllen." Von den uns vorliegenden gibt die 
erste ein in vielen Punkten, auch filr Nicht- Chemiker, sehr interessantec 
Bild der Entwicklung des chemischen Untenichts in Deutschland, wobei 
entgegen den üblichen Darstellungen auch die auBerpreußischen Länd«f 
gebührend berücksichtigt werden. Der etwas kurze Abschnitt über die 
Geschichte der Lehrbücher könnte zum Nutzen der Lehrer, für die ja du 
Werkchen liaupts Schlich bestimmt ist, bei einer späteren Auflage vielleicht 
erweitert werden. 

Theoretische Betrachtungen über die Praxis des Unterrichtes, wie sie 
die zweite Abhandlung enthält, sind a priori nicht denkbar; sie schöpfea 
aus der didaktischen Erfahrung, aus der sie induktiv entwickelt sind, wi« 
die Geometrie aus der Anschauung, und suchen doch den Anschein zu 
erwecken, als ob sie aus einer Anzahl von Axiomen heraus das Bild eines 
allein weise machenden Unterrichtes deduzieren könnten. Für die Richtig- 
keit der Schlußfolgerungen müssen die praktischen Anwendungen der Theorie 
maBgebend sein. Wir zweifeln z. B., ob die über die Stellung des Experi* 
mentes im Unterrichte gemachten Schlüsse die allgemeine Anerkennung dw 
Lehrer finden werden, und glauben auch nicht, daß die Herbartachen, fflr 
den Anfänger wohl brauchbaren Prinzipien mit Notwendigkeit zu diesen 
Folgerungen führen. 

Charlottenburg. H. Samte». 

Rosenberg, Lehrbuch der Fhysik für die oberen Klassen der Hittel- 
sohulen und verwandter Lehranatalten. Wien und Leipzig 1904, 
Alfred Holder. VIII u. 488 S. Preis gebunden 5.20^. 
Dieses Buch hat alle Vorzüge eines guten Lehrbuches: Es sondert du 
Wichtige aus und läßt die sonst noch vielfach in Lehrbüchern zu findenden, 
für den Unterricht ganz nutzlosen Stoffe beiseite, ohne irgendwo die Tat- 
sachen verminen zu lassen, die für die Praxis von Belang sind. Es trennt 
durch verschiedenen Druck den Lernstofl" von den bei der Durchnahme des- 
selben helfenden Betrachtungen, von den Anwendungen und den mit Sorgfalt 
ausgewählten II echen aufgaben, die zumeist — wie die Denkaufgaben — ■ nur 
schneit wirkende Prüfsteine für das Verständnis sind und niu- selten eint 
längere Ausarbeitung erfordern. Es zeichnet sich aus durch klare Sprach«, 
Sorgfalt und AnschauLchkeit im Ausdruck, wie in den beigefügten, vielfaob 
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{\\t das Buch besoaders hergestellten Zeichniingeo. Er ist ausHihrlich genug, 
um auch dem Lehrer eine StofTauswahl möglich in machen, und hringt 
I. B. eine klare, gewiß nicht zu kurze Auseinandersetzung der PolarisationS' 
erBcheimmgen des Lichtes, wählt för die Phänomene des magnetischen Feldes 
nod natürlich auch der ström liefernden Maschinen ilurchaus die Betrachtung 
der Kraftlinien, die obgleich so grob sinnlich, das Verstäadnis der ErscheiBungen 
wie kein anderes Mittel %n (ordern geeignet sind. Ein den Grundlehren 
der Astronomie gewidmeter Abschnitt füllt ebenfalls vorteilhaft auf durch 
Anschaulichkeit der Sprache und der Zeichnungen, bedarf aber freilich fUr 
die Prima unserer Schulen einer Ergänzung unter Zuhilfenahme der sphärischen 
Trigonometrie. Der Zusatz abschnitt über Chemie wird für Gymnasien durchaus 
genügen. Es fehlen nicht eine Reihe historischer Notizen, wie wir sie zur 
Belebung des Unterrichts für sehr angebracht halten. Dieselben sind freilich 
nicht gleichmßSig durchgearbeitet. So fehlt Heron ganz; während von 
Hugfaea erw&hnt wird, wieviel er wohltttigen Stiftungen vermacht hat, wird 
das, was Siemens den Interessen der Technik und Wissenschaft geopfert hat, 
nicht erwähnt; und wenn wir Lavoisiers trauriges Schicksal erfahren, so 
bitten wir den Anspruch, auch von Galileis Geschick etwas zu vernehmen. 

.Tedenfalls bietet das schön ausgestattete Buch filr den billigen Preis 
10 vieles Oute, daß wir seine Einfllhrung auch in norddeutschen Schulen 
Hurchaiis empfehlen können. 

Charlottenburg. — ■ ■ H. Samtbr. 

Xaiirlce Godefroy, Theorie ^I^mentaire des Bäriee. Paris, 1903. 
Gauthier - V illars. 
Nach Einföhrung der Irrationalzahlen (unter Anlehnung an Dedekind) 
wird eine Reihe von Sätzen über Grenzwerte bewiesen, wie sie sich in 
Canchys klassischem „Cours d'analyse algehrique" finden. Mit Meray 
nennt der Verfasser eine Größe, die eine Funktion des ganzzahligen, positiven 
Index n ist, Variante. Die Formulierung der einzelnen Theoreme wird 
durch Benutztmg dieses sehr zweckmäßigen Tenninns wesentlich vereinfacht. 
Den Schluß das 1. Kapitels bilden einige SStze über stetige Punktionen; 
auch werden die Begriffe „Derivieiie" und „Differential" erklart. 

Das 2. Kapitel behandelt die unendlichen Reihen mit konstanten 
Gliedern. Es wird (für Reihen mit positiven Gliedern) das Kummersche 
Konvergenzkriterium abgeleitet, aus dem durch Spezialisierung die Regeln 
von d'Alembert und von Raabe hervorgehen, für die Übrigens noch besondere 
Beweise erbracht werden. Die Cauchysche Regel, welche sich auf die 
Betrachtung von y«^ grilndet, wird mit der d'Alembertschen verglichen. 
Eine von E. Gaben herrührende Verfeinerung der Eaa besehen Regel 
erweist sich als nützlich bei der Ableitung des von Gauß in seiner Arbeit 
aber die hypei^eometristbe Reihe angegebenen Konvergenzkriteriums. Nach 
Eriedigung der alternierenden Reihen wendet sich die Darstellung den 
absolut konvergenten Reiben zu. Es wird die Unzerstörbarkeit ihrer Kon- 
vergpnz und die unveränderlich keit ihrer Summe bei Umrangierungen der 
Glieder bewiesen und gezeigt, daß man bei den semikonvergenten Reihen 
(lorch geeignet« Umrangierungen der Glieder nicht nur den Wert der Summe 
bfhebig indem, sondern auch die Konvergenz aufheben kann. Da man 




hmer bei jeder konvergenten Eeihe benachbarte Glieder in eines Knsatnmen- 
fassen darf, ohne daß die 8uinme aicb ändert, so verhalten sich die absolnt 
konvergenten Reihen hinsichtlich ihrer Summe durchaus wie Aggregat« einer 
endliohen Anzahl von Gliedern. Eine Ergänzung hierzu liefert die Betrach- 
tung der Doppelreihen, indem sie i^eigt, daQ man bei der Gruppierung der 
Glieder einer absolut konvergenten Reihe auch unendlich viele zu einer 
Gruppe vereinigen darf. Gerade darin liegt ein mächt igcs analytisches 
Hilfsmittel, Als Beispiel wird die Clausensche Transformation behandelt 
und zur Summiemng der Lambertschen Reihe benutzt. Zum Schluß wird 
die Mnltiptikation zweier konvergenter Reihen, von denen die eine absolat 
konvergiert, nach Mertens auseinandergesetzt. 

Im 3. Kapitel beschäftigt sich der Verfasser mit Reihen, deren Glieder 
Funktionen einer Veränderlichen sind. Hier steht natürlich der Begriff der 
gl eich müßigen Konvergenz im Vordergrund. Als Beispiel für ungleich- 
mäßige Konvergenz wird die von P. du Eois-Reymond in seinem „An- 
tritteprogramm" angegebene Reihe 
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benntzt. Sie konvergiert, wenn a>0 ist, in dem Intervall (0, a), aber nicht 
gleichmäßig. Es wird der Satz bewiesen, daß die Summe einer gleich- 
mäßig konvergenten Reihe von stetigen Funktionen wiederum st«tig ist, und 
unt«r Berufung auf das Cantorsche Beispiel 
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hervorgehoben, daß auch eine ungleichmäßig fconvei^ente Reihe steliger 
Funktionen eine stetige Summe haben kann. Den meisten Raum nehmen 
in diesem Kapitel, wie es auch sein muß, die Potenzreihen ein. Den Kern- 
punkt bildet hier das Abelsche Theorem, daß eine fllr x = x^ konvergent« 
Pot«nzreihc fiir \x] < a'o! absolut konvergiert und in dem Intervall (0, ij) 
gleichmäßig konvergent ist. Es wird die Beziehung zwischen der Pot«QX- 
reihe und den durch gliedweise Differentiation entstehenden Reihen ei^ 
örtert und eine Anwendung auf die Integration der Differentialgleichung 
y" + /■ (ar) y' -|- y (j:) y — gemacht för den Fall, daß f und g durch 
Potenzreihen darstellbar sind. Dann folgen Betrachtungen über die Bino- 
mialreibe, die Kugel funktionen, die hypergeometrische Reihe, die Taylorsche 
und Macl aurin sehe Formel, die Entwicklung des Quotienten iweier 
Pot«nzreihen. 

Bis hierher reicht der allgemeine Teil des Buches. Die drei letzten 
Kapitel bieten spezielle Untersuchungen Über die Exponentialfunktion, dU 
Kreisfunktionen und die Gammafonktion. 

Die Exponentialfunktion wird zunächst als die Summe der bekannteil 
Potenzreihe definiert, dai'aus die Funktionalgleichung f {3^ -\- }/) ^^ f {x) f (y) 
gewonnen und diese nach dera Muster von Cauchy diskutiert, woraus sich 
dann die Berechtigung zur Benutzung des Symbols tr' ergibt. Der Leser 
eriUhrt. in diesem Kapitel, was Beisel sehe Funktionen, Bernou lliscbe 
Zahlen und Polynome sind. Er findet hier sogar den schönen von 
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und Harwiti (im Anschluß an Hubert) entwickelten Beweis fftr die 
Tr&nszendenK von e. cos x und sin x werden rein analytisch durch die 
tugehörigeir Potenzreihen definiert, woraus sich dann die Formeln fftr 
cos (x + y), sin (x + «) ergeben. Die eratere liefert für y ^ ^ x die 
Relation eoa* x + sin' x = 1. Die Zahl ;t/2 wird eingeiShrt als die einzige 
Wurzel der Gleichung cos X ^ in dem Intervall (0, 2), woraus sin -5 = 1 
folgt. Nunmehr läßt sich mit Hilfe der Additionstheoreme die Periodizität 
der beiden Funktionen nachweisen, und •n gewinnt die neue Bedeutung, der 
halben Periode gleich zu sein. Faßt man cos x und sin a- als rechtwinklige 
Koordinaten auf, so ergiht sich die geometrisrhe Bedeutung von x. cos x, 
sin z, die in der Trigonometrie den Ausgangspunkt bildet. Insbesondere 
»igt sich, daß 3n der umfang des Einheitskreises ist. Die unendlichen 
Produkte für cos x und sin x dürfen natürlich jn diesem Kapitel nicht 
fehlen, und es werden die damit zusammenhangenden Potenzreihen für 

\a^ , log cos X, log -, X cot x, tan x usw. mit aller Sorgfalt abgeleitet, 

«benso die Partialbrucb Zerlegungen fBr cot x, tan x, sec x und cosec x. Über 
trigoDOtne irische Reiben wird auch einiges gesagt, und spezielle Seihen dieser 

Art werden behandelt, 7.. B. die wichtige Beihe für log (1 — 2x cos # + ar) ■. 
Endlich wird die berühmte Weierstraßsche Reihe 

fix') = cos jtx -f r cos anx + r* coa o'wx + ■ ■ ■ ■ 1,0 < r < 1), 

wo a eine ungerade ganze Zahl uad größer als \jr ist, untersucht und mit 
voller Strenge bewiesen, daß die stetige FunktioD ^(x) unter der Bedingung 
tw > 1 -| — — nicht differenzierbar ist. Das Kapitel schließt mit eleganten 
Entwicklungen über die inversen Kreisfunktionen und die hyperbolischen 
Funktionen. 

Der Abschnitt über die Gammafunktion ist dem Verfasser glänzend 
gelungen. Da er eine Monographie über diese Funktion geschrieben hatte 
|L& fonction gamma; theorie, bistoire, bibliographie. Paris, 1901. Qauthier- 
Villars), so befand er sich hier in seinem Element. Ich will auf die 
Einzelheiten dieses Kapitels nicht eingehen. 

Das Buch enthält am Schlüsse jedes Abschnitts Übungen und zahl- 
reiche titerarische Nachweise, die mit großer Sorgfalt zusammengetragen 
sind. Wir können, besonders im Interesse der Studierenden, dem Verfasser 
ffir sein gewissenhaft und gründlich abgefaßtes Werk nur dankbar sein. 

Greifswald. G. Kowalewski. 



A. FouPt. L09011B ölämentaireB aurla theorie des fonotionsanalftiques. 
Premiere Partie (Chap. 1 li V.) Paris 1902, Gau thier -Villars. P". 330 S. 
Das Werk, von dem der vorliegende erste Teil leider noch kein Register 
«nth&lt, soll eine elementare EinleiüiQg in die moderne Theorie der ana- 
Ijtischen Funktionen geben. Zugleich ist es ein trefflicher Wegweiser ftlr 
den, der sich über die neuesten Errungenschaften dieses Gebiets orientieren 
will, die sich an die Namen Borel, Hadamard, Hubert, Mittag -Letfler, 
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Poincare, Pringsheini u. a. Irnftpfeu. Aus der Doppelnatur ergeben sich 
manclie 'Wideraprilobe, oder es folgt docL eine gewisse Disbarmonie. 

Elementare Teile, wie die bekannte konforme Abbildnng dmrh die linear 
gebrochene Funktion sind breit behandelt, wahrend schwierigere Auseinander- 
setzungen, 1.. B. die Cantorsche Mengenlehre in der Einleitung (8, 12 — 28), 
Huberts Entwickelung einer l'unktion nach Polynomen (S. 323), Mittag- 
Lefflera Darstellung einer Punktion im „stemfömigen ßebiet" (S. 324) kurz 
erledigt werden. 

Die durch die Absicht, weite Ausblicke zu geben, geforderte Anordnung 
bringt es auch mit sich, daß wir einer Erörterung des Begrifis „Integral" 
erst spater begegnen, im vierten Kapitel (8. 253 — 270). 8chon vorher 
aber ist die gliedweise vorgenommene Integration unendlicher Reihen (S. 125), 
die Summation divergenter Reihen nach Bore! mit Hilfe von Eiponential- 
integralen (8. 162) — die Theorie der Espouentialfunktion folgt dieser 
Anwendung (8. 169 — 177) — das Eulersche Integral zweiter Gattung 
(S. 189—192), der Vergleich der Konvergenz von Doppelreihen (8. 205) 
und mehrfachen Reihen (8. 209) mit Doppelintegralen und mehrfachen Inte- 
gralen mehr oder weniger aus führ lieh besprochen. 

Die Behandlung der elementareren Teile, z. B. der Riemannschen Flächen 
bei algebraischen Funktionen (S. 100 — 112), der Konvergenz der Poteni- 
reilien mit Angabe des Konvergenzkreises (Cauchy-Hadamardscher Sata 
6. 136) ist sorgRlltig und elegant. 

Besondere Erwähnungen verdient das Kapitel V: Die analytische Fort- 
setzung nach Weieratraß, wo »vir eine Übersicht der neuesten Arbeiten finden, 
so a. a. ein Eingehen auf die Frage, wann der Konvergenzfcreis zugleich 
die natürliche Grenze ist (8. 307). 

Dem Zweck des Buches entsprechend, zeichnen sich die Literatur- 
angaben durch große Vollständigkeit aus, und der Verfasser weiß von jeder 
zitierten Abhandlung kurz das Wesentliche hervorzuheben. 

So ist denn zwei Arten von Lesern ge<lient: Dem Anfänger, der die 
Grundlagen erlernen will, sich aber nicht durch die vielen Hinweise auf 
schwierigere Gebiete verwirren lassen daif, und dem Fortgeschrittenen, dem 
das Buch viel N'achschlagen nnd Suchen ersparen wird. 

Greifswald. G. Kowai-ewski. 



EriiestA PrscaI, I grappi oontinni di trasforniaxioiii (parte generale 
della teoria). Milano, 1303. ülrico Hoepli. 

Das Büchlein gibt unter Benutzung der großen Werke von Lie- 
Engel und Lie-Scheffers eine kurze Einführung in die Liesche Gruppen- 
theorie und ist aus Vorlegungen entstanden, die der Verfasser an der 
Univeraitat Pavia gehalten hat. 

Der erste Abschnitt behandelt im wesentlichen die drei Fundaraental- 
stltze der Theorie der endlichen kontinuierlichen Tranaformationsgruppeu. 
Dann folgt die Lehre von den Invarianten, invarianten Gleicbungssjstemen, 
sowie den invarianten vollständigen Systemen und invarianten Scharen in- 
finitesimaler Transformationen, die bei einer Gruppe auftreten können. Hier 
werden auch die Bedingungen für die Ähnlichkeit zweier Gruppen entwickelt, 
für den Fall, dafi diese durch ihre infinitesimalen Transformationen gegeben 



sind. Im dritten Abschnitt kommen einige Fiagen zur Sprache, die sidi 
auf die Zusammensetzung der Gruppen beziehen. Im vierten werden gewisse 
Gruppen betrachtet, zu denen eine vorgelegte Gruppe Veranlassung gibt 
(». B. die adjungierte Gnippe, die I'arametergruppen , die reziproke einer 
einfftch transitiven Gruppe). Den Schluß bildet die wichtige Theorie der 
Erweitening einer Gruppe, wozu die Theorie der Differeutialinvarianten und 
invarianteD Systeme von Differentialgleichungen gehört. 

Der Verfasser hat mit großem Geschick das Wichtigste ausgewählt 
und in gefSiüger Form dargestellt. Die Berti hrungstransformatio Den hat 
er ganz beiseite gelassen, was durchaus zweckmäßig ist. Herr Puscal hat 
Huch eigene Untersuchungen über die Itieschen FuDdamentalsBt^e angestellt, 
über die er zum Teil in den beigefügten Noten und Zusätzen referiert 
Wegen ihrer Beurteilung verweise ich auf die Besprechungen von Engel 
im „Jahrbuch über die Forlscbritt« der Mathematik". 

Greifswald. G. Kowalbwbki, 



a, Uumbert, Ooiirs d'Analyae professä k l'Eoole Folyteohnique. Tome I. 
(Caicul differentiel, Principes du calcul integral. Applications g^ome- 
triques.) Paris, 1 903. Gau (hier- Villars. 

Das Buch setzt Leser voraus, die mit dem Inhalt des sogenannten 
„Cours de Mathematiftues speciales" vertraut sind. Es sind das ungefähr 
die Kenntnisse, die unsere Studenten in den Vorlesungen über „Einleitung 
ia die höhere Analysia" erwerben, einschließlich der Elemente der analy- 
liseben Geometrie. 

In den ersten Paragraphen gibt der Verfasser kurz einige Definitionen 
and Sätze, die sich auf den Begriff des Limes und den des Maximums 
IHinimnmst einer nach oben (unten) beschrankten Wertmenge beziehen. Er 
unterscheidet „obere (untere) Grenze" und „Maximum (Minimum)" einfach 
in der Weise, daß er im ersteren Falle von einem „maümum non atteint" 
spricht. Es folgen weiter einige Theoreme über stetige Funktionen, wobei 
die (von Herrn Painleve herröhrenden) Beweise an Eleganz und Strenge 
nichts zu wünschen übrig lassen. Nach AiL=ieinandeisetzung der fundamen- 
talen Begriffe „Ableitung" und „Differential" (für Funktionen von einer 
und von mehreren VerHnderlichen) wird in einem ziemlich umfangreichen 
Kapitel sogleich eine Keihe von geometrischen Beispielen vorgeführt. Vom 
pädagogischen Gesichtspunkt ist dieses möglichst frühe Heranziehen der In- 
finiteBimalgeonietrie nur zu loben. Der Studierende sieht, daß mit den 
neaeu Begriffen, die er sieh eben angeeignet hat, wirklich etwas geleistet 
werden kann. 

Im übrigen weicht dieses durchweg reit meisterhafter Klarheit ge- 
«chriebene Werk seinem Inhalt nach nicht wesentlich von anderen Lehrbüchern 
ab. Die Existenz und die Grundeigenachaften des bestimmten Integrals 
einer stetigen Funktion werden nach einem sehr schönen und einfachen 
Vi^hren von Painleve abgeieit«t. 

Greifswald. 0. Kowalewski. 
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J.-A. Serret. Lehrbaoh der Differential' und Integralreohnang. 

Mit Genetrnigung des Verfassers deutsch bearbeitet von Axel H»rnack. 
Zweite, durchgesehene Auflage, herausgegeben von G. Bohltnann und 
£. Zermelo. Dritter Band: Differentialgleichungen und Variations- 
rechnung. Xll u. 479 8. 33 Figuren. 8°. Leipzig, B. G, Teubner 1904. 
Die Vorzüge des klassischen Serret sehen Lehrbuches besonders her- 
vorheben, hieBe, niehteuklidische Geometrien nach Göttingen tragen. Dem 
vorliegenden dritten Bande, der die totalen und partiellen DifTerential- 
gleichungen sowie die Variationsrechnung behandelt-, ist es zugute gekommen, 
daB der eine der beiden Herausgeber der neuen AufInge auf dem Gebiete 
der Lieschen Transformationen und geometrischen Methoden, der andere 
auf dem Gebiete der Variationsrechnung wohl bewandert ist. Der auf dem 
verh&ltnismaBig kleinen Raum von c. 450 Seiten behandelte üuBerst reich- 
haltige Stoff ist im großen und gan^ten der alte geblieben; wesentlich ge- 
ändert aber ist die Disposition und infolge dessen auch vielfach die Form 
und Anordnung der Darstellung. Ganz neu bearbeitet ist das Kapitel über 
Variationsrechnung; natürlich könnt« in dem zur Verfügung stehenden 
Baume keine systematische Darstellung dieser Disziplin auf modemer Grund- 
lage geboten werden; vielmehr wurde wie bisher als erreichbares Ziel fest- 
gehalten die Aufstellung der Differentialgleichungen und Greazbedingougen 
für den Fall einfacher Integrale unter Berücksichtigung solcher Nehen- 
bedingiingen, die in den praktisch wichtigen Fällen vorzugsweise iu betracht 
kommen; dagegen wurde auf die Behandlung der Doppel integrale sowie auf 
die Theorie der zweiten Variation und überhaupt der hinreichenden Kriterien 
grnndsBtzlich verzichtet und für dieselben auf das Lehrbuch von Kneser 
verwiesen. 

Bei den Differentialgleichungen erster Ordnung haben die Herausgeber 
sich leider wieder mit den alten formalen, auf Quadraturen basierenden 
Theorien begnügt, hier allerdings einiges, z. B. die Lösung der Jacobiscbea 
Differentialgleichung, mustergültig dargestellt und auch die geometrischen 
Transformationsmethoden Lies wenigstens in großen Zügen angedeutet. Da- 
gegen haben sie den „neueren", d. h. eigentlich längst bekannten funktionen- 
theoretischen BotwickluDgen gar keine Rechnung getragen. Es ist die 
alte Klage des Ref.'. die Theorie der Differentialgleichungen erster Ordtiiing 
ist und bleibt das Stiefkind der meisten Lehrbücher, die dieses Gebiet 
behandeln (t. B. Snhiömilch, Pascal, Liebmann u. a.; dne rühmliche 
Ausnahme machen neuerdings Picard in seinem Trait«, Schlesinger in 
der Schubert-Sammlung und Forsyth). Die klassischen UntersuchuDgea 
von Briot und Bouquet, Hermite und Fuchs über die Differential- 
gleichungen erster Ordnung mit eindeutigen Integralen, die prinzipiell 
wichtige Unterscheidung zwischen fest«n nnd beweglichen Verzweignngs- 
pnnkten, die Hamburgerschcn grundlegenden Resultate über die singulären 
Lüsungen , Poincares geometrische Arbeiten über die singulBren Punkte 
dürfen auch in einem einführenden Lehrbuch nicht mehr ganz fehlen; xuw 
mindesten wftre doch — schon der Vollständigkeit halber — ein Hinweis 
auf dieselben angebracht gewesen; vielleicht entschließen die Herausgeber 
sieb dazu, in einer neuen Auflage durch ein besonderes Kapital die gerügte 
^^^^ Lürke des sonst reeht brauchbaren Lehrbuches auszufüllen. — Dagegen ist 

^^^^^L im 6. Kapitel die Darstellung der funktionentheoretischeD Untersuchung der J 
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linearen Differentialgleichungen erweitert worden. Hier wird zunächat 
die Existenz eines Fundamentalsystems an einer regnlären Stelle durch 
Reibf^uent Wicklung bewiesen und sodann durch das analoge Verfahren auch 
die Existenz einer Partikiüarlösung an einer singulären Stelle der Bestimmt- 
heit; das Aafli«t«n von Logaritiimen wird wenigstens durch Beispiele 
erl&utert. 

In einem Anhang ist zuuHchst aus der alten Auflage die Harnaclc 
sehe Note fiber das Existenztheorem in der Theorie der Funktionen einer 
komplexen Veränderlichen wieder abgedruckt; es folgen dann wie bei den 
beiden ersten Bänden SchluBbemerkungen mit Literaturnachweisen und ein 
Register für den dritten Band. — Alles in allem kann auch der vorliegende 
dritte Band zum einführenden Studium empfohlen werden; die Beweise der 
Existenztheoreme sind in einfacher und doch strenger Form dargestellt; 
insbesondere aber seien die geometrischen Deutungen sowie die zahlreichen, 
Tollst&ndig durchgeführten Beispiele rühmend hervorgehoben. 

Berlin. Oboko Wallenbero. 



H. Fenkner. Lehrbnoh der Geometrie für den mathematisolien 
Unterricht an höheren Lehranstalten. Erster Teil: Ebene Geometrie. 
i, umgearbeitete und vermehrte Auflage. Berlin, Salle. 1903. Vni 
u. 224 S. geh. 2,20 J£. 
K. Schwerittg und W. Kriniphoff. Ebene Geometrie. Nach den 
neuen Lehrplänen bearbeitet. Vierte Auflage. Freiburg im BreiSgau. 
Herdersche VerlagshandJung. 1902. VI a. 13ö 3. geh. 1,60 JK. 
Emil Müllei*. Lehr- und Übungsbuch der ebenen Geometrie mit 
besonderer Berti oksichtiguiig des Zusammenhangs zwischen Lehr- 
sats und Eonstruktionsaufgabe für Gymnasien und Realschulen. 
Berlin, Winckelmann u. Söhne. 1903, VI u. 172 S. geh. 1,80 jK. 
E. Wieiieeke. Der geometrische Vorkursus in sohulgemäSer Dar- 
stellung. Mit reichem Aufgabenmaterial nebst Resultaten zum Gebrauch 
in allen Lehranstalten. Leipzig und Berlin. B. G. Teubner. 1904. TV 
o. 98 S. geb. 2,20J(. 
Dem Inhalt« nach umfassen Fenkner und Schwering-Krimphoff das 
geometrische Pensum aller höheren Lehranstalten gemäß den Lehrplänen 
Ton 1 901 , wenn auch für die Oberstufe der realen VoUaustalten nicht 
durchweg in ausreichendem Mafie. Müller bestimmt sein Buch für die 
Gymnasien und Realschulen und hat eine geeignete Stoffauswahl getroffen. 
Wienecke wiU eine Darstellung des propädeutischen geo metrischen Vor- 
kunms für den Gebrauch an allen Lehranstalten geben. Er bringt weitaus 
lu viel für höhere Lehranstalten, bei denen für eine so umfangreiche Aus- 
gestaltung des Vorkursus kein Plata ist. Aber auch in den Volksschulen, 
od«- wo sonst mehr Zeit für den propädeutischen Kursus zur Verfügung 
iteht, hält es Ref. für bedauerlich, wenn geometrische Sätze mit ganz un- 
geometrischer Herleitung den Schülern dargeboten werden (etwa der Satz 
aber die Winkelsumme im Dreieck gestützt auf wiederholte Messungen). 

In den GrundzDgen der Anordnung und Darbietung des Stoffes stimmen 
ilie enten drei Lehrbücher überein. Wttbrend Fenkner auf die besondere 
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Vertiefung des Beweis Verfahrens Wert legt, betonen Sehwering-KrimphoCj 
und Müller, deren Bücher Bicli noch durch recht gute Figuren auszeichnen,' 
mehr die Aurgabenbebandlung und den Zusammenhang der Aufgaben mit 
den Lehrsätien. Fenkner und Schwering- Krimphoff, welche in der 5t«B 
resp. 4ten Auflage erscheinen, sind altbewährt und bedürfen eiuer besonderen 
Empfehlung nicht mehr. Müllers Buch ist in der geometrischen Schul- 
bnchlileratur eine neue Erscheinung, die bestens emplbhlea werden kuna. 

Bei Wienecke ist die Darstellung, zumal in der als „Allgemeines" be- 
zeichneten Einleitung breit. Das Buch gehört eher in die Hand des Lehren, 
wo CS dem Anfänger gewiß manche Anregung gehen kann, als in die 
Schülers. Die Figuren sind, trotzdem Wienecke selbst auf S, :> hervorhebt;, 
„Je vollkommener die Zeichnung, je intensiver die durch sie vermittelt« 
Anschauung", mehrfach nicht sorgfältig genug gezeichnet. Auflallend« 
Beispiele sind schon die Netze der Figuren l bis 3. 

Schöneberg. E. KuLLRtCH. 

Bobert Glaser. Stereometrio. Zweite umgearbeitete und vermelirtf 
Auflage. Mit 66 Figuren. Sammlung Göschen Nr. 97. Leipzig 1908^ 
Gfischensche Verlagahandlung. 140 B. geb. 0.^0 Ji. 
Das Werkchen, von welchem im Archiv 1901 8. 195 die erste, 1899 
erschienene, Auflage warm empfohlen werden konnte, ist nach kaum vier Jahren 
in zweiter Auilage erschienen. Es wurde dabei ein Abschnitt über Parallel- 
Projektion eingeschaltet, femer landen Kugel und Priamatoide eingehendere 
Behandlung, und eine ganze Reihe interessanter Aufgaben wurde neu hinzu- 
gefügt. Die Figurenzahl wuchs von 44 auf 66. Die Erweiteraugen sind' 
dankbar zu begrüßen. 

Schöneberg. E. Kullmcb. 



J. FiOQChotl. GrandeuTB GäomätriqneB. Bibliotheque de l'EIeve Ing^niear. 
Mathematiques IT, Paris 1903, Gauthier-Vülars. 128 S. geh. 3.50 Fr. 

Der Verfasser, Direktor des elektrotechnischen Institute der tlniversität 
Grenoble, will den jungen Studierenden der technischen Wissenschaften 
grundlegende theoretische und praktische Kenntnisse übermitteln als Aus- 
gangspunkt für ihre Studien. Das, was bei der Beschäftigung mit der Technik 
sozusagen herufümSßig immer parat sein muß, und was der Anfänger zumeist 
eben doch nicht parat hat, soll in den Fünf Abteilungen: Mathematiques, 
M^canique, Phjsique industrielle, Electricite industrielle und Economie in- 
dustrielle der Bibliotheque de l'EIeve zusammengestellt werden. Das viert« 
Heft des mathematischen Teils soll im besondem zur Klarlegung der g< 
metrischen Größenbegriffe und ihrer numerischen Auswertung dienen; dl«' 
einzelnen Kapitel handeln von LUngen, Winkeln, Krümmungen, Fl&cfai 
Körpern und das letzte von der Bedeutung der Wahl der Einheiten. Zwn 
angehängte Noten geben noch einige Verallgemeinerungen. 

Die klare Darstelliuig ist reizvoller als sonst in sok-hen Handbüchenif | 
SU bezüglich der EinlUhruDg homogener Linien, Flächen und Körper odor^ 
bezüglich der Benutzung der Schraubenlinie mit variablem h ai 
Bindeglied zwischen den verschiedensten Grüßen. Im letzten Kapitel gil 
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die Behitodluiig der Hotnogeoität der geometriachen Fonneto Gelegenheit, 
noch einige einfache planimetrische Fonneln anzuRlhreB. 

Das Buch bietet auch iür Lehrer aas solchen Kreisen, für die es uieht 
in erator Linie bestimmt ist, eine interessante Lektüre. Die Ausstattung 
ist eine vortreffliche. 

Schöneberg. E. Kiilluich. 

Karl Schwering. Sammlung von Aufgaben aus der Arithmetik für 

höhere Xiehranstalten. Zweite verbesserte Autlage. Erster Lehrgang 

19Ü2. Zweiter Lehrgang ia03. XVI u. 148 S. Freiburg im Breisgau, 

HerderBChe Verlags ha udlung. geb. I.IÜ u. 1.5U JC. 

Die vorliegende zweite Auflage — ■ die erste wurde im LVIU. Literatur- 

beriolit des XV. Heftes des Archivs besprochen — bat sich bezüglich der 

Stflffinordnung, wenn maa den ersten Lehrgang der UUl zuweisen soll, den 

uneu Lehrplänen nicht vollständig angepaßt. Die negativen OröBeu, deren 

Behandlung schon in I/IIl stattfinden soll, werden erst im zweiten Lehrgang 

ebgefUhrt. Weniger störend ist es, wenn die Gl eich uugs aufgaben nicht ihren 

Pliti bei den einzelnen Rechnungsarten finden, sondern erst zulet^it dar- 

jtbgten werden, da es sich dabei nur um eine Umstellung innerhalb des- 

Hlben Lehrganges bandelt. 

Scbwering fesselt durch seine Aufgaben vielfach das Literesse, freilich 
lum Teil mehr das des Lehrenden als das des Lernenden, so z. B. wenu 
ar die magischen Quadrate berücksichtigt oder die Reste geometrischer 
Hiideo und die Poteniircsl-e für verschiedene Moduln. Zu rühmen sind die 
eingekleideten Aufgaben. Bei der Auflösuug von Gleichungen wird die 
IVohe, deren Bedeutung Ref. durchaus nicht verkennt, doch wohl zu hoch 
eiogeschätzt, wenn sie S. 35 allgemein als „ein wesentlicher Teil der Auf- 
läwuig" bezeichnet wird. Es dtirfte vielmehr ratsam sein, von vornherein 
111 mterscbeiden, wann die Probe nur empfehlenswert, und wann sie not- 
vandig ist. 

Schöneberg. ■- E. Kuujuch. 

I'nwlL Hechentafel „System Froell". Deutsches Reichs - Patent 
St. 133365. Dresden. Putscher. Komplett Mk. a,00. 
Die Bestandteile der in den verschiedensten Ländern patentierten Rechen- 
tafel sind: Die Untertafel aus Karton, die Obertafel aus Glimmer, die 
'lebrsnchsan Weisung (Vergl. auch Zeitschr. f. Math. u. Phys. 46 S. 21H) 
und ein praktisches Futteral. Die graphische Darstellung der Logarithmen- 
reihe in der erbeblichen Länge von 1,2 m ist in 10 gleiche Teile zer- 
Khnitten and auf den Tafeln reihenweise untereinander angeordnet, auf der 
dorchaichttgen Obertafel in entgegengesetztem Richtungssinn wie auf der 
CntertafeL Einspunkte auf der üntertafel erleichtem die Benutzung. 

Der billigere Preis im Vergleich mit den lineairdrmigen Kecbenschi ehern 
ut ein Vorzug, die Raumersparnis dürft« nicbt erheblich ins Gewicht ßiUen. 
B«t der Benutzung erscheint das Bezeichnen einer Stelle der Obertafel mit 
"iwt Nadel weniger praktisch und zuverlässig als das durch den Läufer 
b«i den Recfaeustäben. Auch wird so trotz des gröberen MaUstabes die 
'nuuigkeit tucht entsprechend größer. 
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Wenn man beim Unterricht das Prinzip der logarithmiachen Rechen- 4 
Apparate erlautem will, ist Proells Rechentafel recht empfehlenswert. Ein« I 
durchsichtige Untertal el würde die Benutzung desProjektionsapparates gestatten, i 

Sch&neberg. E. Kullricb. 

Schwanzer. Bepetitorium der Elementarmathematik. Zum Gebrauch« | 

filr die Schüler der humanistischen Gymnasien und Realscholei 
für Privatstudierende. Mit 38 Figurentafeln. München 1903- UirJ 
Kellerer. 142 8. geb. Mk. 3,00. 
Das Buch soll vor allem dem praktischen Zwecke dienen, für 8chfll«r | 
höherer Lehranstalten ein Hilfsmittel hei den Repetitionen zu bilden, 
besonders in der Zeit der Vorbereitung auf die Reifeprüfung. Diesem 
Zwecke wird es gerecht. Wenn es dabei in der Algebra vielfach auch 
numerische Beispiele enthalt und außer den positiven Angaben wiederhalt 
Hinweise auf das Falsche bringt, so zeigt das, wie das Kepetitoi 
der praktischen Erfahrung herausgewachsen ist 

Die Figuren hätten zum Teil sorgfältiger gezeichnet werden aollen, be- 
sonders Fig. '23, 27 nnd 31 der letzten Tafel. Auch bei der praküscbaQ! 
Tendenz des Buches liegt kein Gnmd vor, Parallelprojektionen — solche 
sollen es doch wohl sein — regulärer Kürper falsch zu zeichnen und bA 
dem Netz des Ikosaeders die Dreiecke nicht gleichseitig. 

Schöneberg. E. Kullbich. 

RaODit, F. M., Oryosoople. Soienüa, Octobre 1901. 

Das vorliegende, im Verlage von C. Naud, jetzt Gauthier-Vülan, ar» 
schienene französische Werkchen ist nach dem Tode des Verfassers von einett 
seiner Schüler R. Lespieau herausgegeben. Es bringt anf insgesamt 106 
Seiten eine möglichst vollständige Übersicht aller bisher auf dem Gebiete der Ge- 
frierpunktsemiedrigung erschienenen Arbeiten, wobei von vornherein rühmend 
hervorgehoben werden muß, daß gerade auch die deutschen Arbeiten ihre 
gebührende Anerkennung gefunden haben. Im ereten Teile werden die 
Grundlagen und allgemeinen Gesichtspunkte behandelt. Im zweiten folgen 
die Beobachtungsmethoden. Hier werden die verschiedenen von den einzelnen 
Beobachtern benutzten oder konstruierten Apparate beschrieben. Ausgehend 
Ton~den älteren einfachen Anordnungen folgen Apparate für genaueste Be- 
stimmungen. Den Schluß bildet ein Pr^zisionskryoskop des Verfassers mit 
genauen Angaben über die bei der Beobachtung innezuhaltenden Vornchts- 
mafiregeln. Im dritten Abschnitte werden organische und nicbtorgajüsche 
Nichte lektrolyte und im vierten endlich die Elektrolj-te besprochen. Die 
klare übersichtliche Gliederung des Stoffes, die ausgiebige Quellenangabe 
nnd leicht verständliche Ausdrucks weise werden dem physikalischen Chemiker, 
fflr dessen Gebrauch das Buch wohl in erster Linie bestimmt ist, leicht 
eine große Anzahl von Freunden erwerben, so daß es wohl wünschenswert 
wäre, wenn eine deutsche Übersetzung es auch den Kreisen xug&nglich 
L würde, die beim Studium die fremde Sprache lästig empfinden. 

Berlin. H. Boas. 
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ReKöuBiönen, 

E. Study, Geometrie der Dynamen. Die Zusammensetzung von Kräften 

und verwandte GegeDstände der Geomt'trie. Mit 46 in den Text ge 

druckten Figuren und einer Tafel. Leip/.ig 1903, B. G. Teubner, 

XIUU.603S- gr, 8", Preis: geh. Mk, 21. — , in Halbfranzband Mk. 23.—. 

Nur zögernd entschließt raan sich, ein Werk von dem Umfange und 

der Eigenart des vorliegendeu, das eine Fülle schöner allgemeiner Gedanken 

«othUlt und Kahlreiche neue Forschungsrichtungen erö&et, trot^ längeren 

Studiums zuzuklappen und nun auf wenigen Seiten über seinen Inhalt zu 

Berichten. Denn zur richtigen Beucteilung dieses dem Andenken S, Lies 

gewidm(.'teu Werkes wBre erforderlich, in einer Anzahl mathematischer 

Disziplinen wie Invarianten-, Gruppen- und Punktione utheorie elienso beimisch 

wie der Verfasser zu sein, was Referent von sich leider niuht be- 

baiipt«n kamt. 

Von den drei Abschnitten des Werkes Ist der erste'), zu dessen Ver- 
ttindnis nur wenige Vorkenntnisse, aber doch V)?rtiefung in den Gegenstand 
itforderlich sind, der Zusammensetzung der auf einen starren Körper wirkcn- 
lien Kräfte unil Kräftesysteme mittels verschiedenurtiger DorsteUung durch 
gMmetrische Gebilde und der Darlegung von Zusammenhängen dieser Ge- 
bilde mit den endlichen Bewegungen des Baumes gewidmet. Gewöhnlich 
wird eine anf einen starren Körper wirkende Kraft durch einen Stab dar- 
gestellt, d. h. durch eine an eine gerade Linie gebundene gerichtete Strecke 
(Vektor). Wird die bekannte Zusammensetzung zweier auf denselben Punkt 
wirkenden Kräfte als geometrische Addition der entsprechenden Stäbe be- 
wichnet, so zeigt der Verfasser auf sehr hübsehe Weise, daß das ein Kräfte- 
äjsteni darsteUende Stabsystent, wie es H. Grassmann zuerst gelehrt, for- 
mal als Summe der einzelnen Stäbe betrachtet werden darf, ferner daß jede 
solche Stabsumme (oder Di/iianw) S auf eine einzige Weise in der Kormat- 
form S' + £" dargestellt werden kann, wo S' einen Stab und S" ein in 
tiner dazu senkrechten Ebene liegendes Stäbopaar bezeichnet. Das aus der 
Geraden von S' und der uneigentüchen Geraden der Ebene von S" be- 
stehende „Linienkrfu^' heißt der Träger der Dyname, jede die beiden Achsen 
(Haupt- und Nebenachse) des Linienkreuzes schneidende Gerade eine Quer- 
Unie des Linien kr euzes. Eine Kraft laßt sich aber auch, worauf der Ver- 
fasser zuerst in den Ber. d. K. Sachs. Ges. d, Wissensch. 1K99 aufmerksam 
gemacht hat, noch durch andere Figuren vorteilhaft darstellen. Zwei Ebenen 
% qt, die nicht aufeinander senkrecht stehen, aber parallel sein dürfen, in 
einer bestimmten ReUienfoIge genommen, sollen Krü S''', das durch die 
iichnittlinie der Ebenen bestimmte Linienkreuz sein Träger und tg($^') 
teine Öffnung heißen. Zwei Keile werden dann und nur dann gleich ge- 
Htit, wenn sie denselben Träger besitzen und der eine ans dem andern 
durch eine Drehung um die Hauptachse des Trägers hervorgeht. Jedem 
Stabe, mithin auch jeder Kraft, kann man ein-eindeutig jenen Keil zu- 
ordnen, der denselben TrBger besitzt und dessen Öffnung der Länge des 
Unter der Summe von Keilen durch einen Punkt ver- 
siebt man nun jenen Keil, der durch die Summe der zugeordneten Stäbe 
bestimmt wird- Die Summation zweier solcher Keile kann auch ohne Zu- 
sind Bchon im Jahre 1901 als erates Heft des 




liilfenahme der Stöbe durch eine eigene Figur, das KäUrapcz , geschehen, 
die eingehend untersucht wird. Jede KeÜBumme läßt sich auf die Normal- 
form ff* + S'^, bringen, wo 9 und ip' einen von Null und ^ Terschiedeuen 
Winkel ff einschließen, i/j und ijj' hingegen parallele und zu [971'J senk- 
rechte Ebenen bezeichnen. Der Abstand ij dieser Ebenen heifit die ^emmg 
des ein Kräftepaar darstellenden Keiles S^'. 

Denkt man sich nun den Raum aufeinanderfolgend an den Ebenen 
<p, (p', tj', ilr' gespiegelt, SU ist die Aufeinanderfolge der Spiegelungen an ip 
und ip' identisch mit einer Drehung um [99] um den Winkel 20 und die 
Aufeinanderfolge der Spiegelungen an 1)! und tli' identisch mit einer Schiebung 
um '2tj längs [iptpl. Die Zusammensetzung der vier Spiegelungen ist also 
identisch mit einer Schra,ubuiig um den Träger der Keilsumme. Jeder 
Stab- oder KeÜsumme ist somit eine endlicJir Bewegung ein-eindeutig zu- 
geordnet'); beide haben denselben Träger, 2ff ist der Drehungswinkel, 2^ 
die Schiebungsgröße der Bewegung. Der geometrischen Addition von Keil- 
oder Stabsummen entspricht dann die lineare Saperposilion von Bewegungen, 
die nicht mit der gewöhnlichen Zusammensetzung endlicher Bewegungen 
vertauscht werden darf und durch folgenden Satz verständlicher wird. Eine 
Bewegung führt jeden Punkt j: in einen Punkt x' über und bestimmt hier- 
durch eijideutig die Mitte j: der Bewegungssehne xx'. Umgekehrt ist jeder 
Punkt des Raumes für eine vorgegebene Bewegung Mitte einer einxigea 
Bewegungssehne. Bezüglich der den Stabsummen @, , Sj, @j, , . . zugeord- 
neten Bewegungen wird daher ein beliebiger Punkt Mitte von Sehnen 
^i^ii ^t^ii ^j-^s' • ■ """^ bezüglich der der Summe S, + @, -}- S, + ■ ■ . 
zugeordneten Bewegung Mitte einer Sehne xx' sein. Der Stab xx' gehl 
dann aus deti Släbiii x^x^. x^x,, X^x^, ■ ■ ■ durcli geometrische ÄddHion hervor. 

Versteht man unter j qjy'ijiv') die durch aufeinanderfolgende Spiege- 
lungen an den Ebenen hervorgehende Schraubiing, so folgt mittels der Be- 
merkung, daß die Spiegelungen an zwei orthogonalen Ebenen vertausch ungs- 
fUhig sind, \<p<p'^il''\^' \<p-i('rp'iti'\ ^ {rpTli] [ip'iji'). Die durch die beiden 
Klammem bezeichneten Operationen sind Um Wendungen um die Geraden 
IV't'] ^ i' u. [^'^cT = ?)i ^^^ ^^ Schraubenachse orthogonal schneiden, den 
Winkel 9 einschließen und die kürzeste Entfernung */ haben. Die Figur 
sweier in bestimmter Folge genommenen eigentlichen geraden Linien S, 9, 
die sieb nicht unter rechtem Winkel schneiden oder kreuzen, heißt ein 
Motor ä)i|, tg(XD) seine Öffnufu/, die kürzeste Entfernung der Geraden 
dist(8:9) seine Länge und das Linienkreuz, von dem i, ^ Querlinien sind, 
sein IWäijer. Für tg(JJ|) = Ü heiUt der Motor ein Tmmialor und für 
dist (X^) ^ ein Jtolor. weil die zugeordneten Bewegungen dann Schiebungen 
bezw. Drehungen sind. Oleich heißen zwei Motoren dann und nur dann, 
wenn die zugeordneten Bewegungen äquivalent sind, d. h. wenn die Motoren 
denselben Träger, gleiche Öffnung und gleiche Länge besitzen. Jeder Mot4ir 

l) Auf die IlHral«llung einer Schraubung durch eine Stabeumme weist schon 
II. ÜraBsmanu in seiner AuBdehnunga lehre vom Jahre 186S, Auin zn § 347 hin, 
DUT lull nach ihm. wenn wie oben €' -f- @" die Normalform einer Stabflumme 
ist, @' die Schiebung und 3" die Drehung „repräsentieren", was wohl zeigt, dkS 
er sich nicht eingebender mit dieser Darstellung beschäftigt hat. 
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stellt auch eine Djname, ein Translator insbesondere eine Einzelkraft dar. 
Sind dementsprechend die Motoren 9ß, äß^, ^Jl^ den Stabsummen @, @^, ©, 
zugeordnet, und ist @ =» @]^ -f ©g, so heißt 3Jt die geometrische Summe von 
9K| und äRj- ^® interessante konstruktive Durchführung dieser Summation, 
die sich immer auf den Fall zweier Motoren mit derselben Anfangslinie 
znrückftlhren läßt, wird eingehend behandelt. 

Schließlich stellt der Verfasser die Kraft noch durch einen Quirl dar. 
Darunter versteht er die Zusammenstellung eines Punktes $ und einer 
Ebene ^, die nicht vereinigt liegen, in bestimmter Folge. Die aus £ auf t{; 
gefällte Lotlinie ist die Hauptachse des Quirlträgers und die Länge dieses 
Lotes die Länge des Quirls. Wird jedem Quirl ein Stab desselben Trägers 
iQgeordnet, dessen Länge der Quirllänge reziprok ist, so läßt sich die Quirl- 
samme analog wie früher definieren. Dabei wird man auch auf uneigent- 
Itcfce Quirle geführt, bestimmt durch eine Ebene o und einen unendlich 
fernen Punkt $, der aber nicht in der zu oo senkrechten Richtung liegt. 
Die zur Addition von Quirlen benutzte Figur ist das Quirltrapee, Der Ad« 
dition von Quirlsimimen entspricht die korrelative Superpos Uion von Be- 
wegungen. Mit ihr hängt der vom Motor nur in den Grenzfällen ver- 
schiedene Begriff des Impulsors zusammen. 

Außer der obigen geometrischen Addition von Motoren wird noch eine 
stereomelrische Addition betrachtet. Bezeichnet man nämlich als Sperrung 

dm Motors 31^ die Größe 

* diBt(3gj)) 

008* ang(3E?)) 

und ordnet jeder auf die Normalform gebrachten Keilsimmie &'-{-&'' einen 
Votor von demselben Träger zu, dessen Öffnung gleich der Öffnung des 
Keiles ft' und dessen Sperrung gleich der Sperrung des Keiles Ä" ist — 
den der Keilsumme affiliierten Motor — , so entspricht der geometrischen 
Addition von Keilsummen die stereometrische Addition der Motoren und 

dieser die stereometrische Superposüion von Bewegungen. Bezeichnen 31^, 
X^ zwei Motoren mit derselben Anfangslinie 0, so erhält man die End- 

linie 3 ihrer stereometrischen Summe 91^, unter DX die D und X senk- 
recht schneidende Gerade verstehend, auf folgende Art: Man konstruiert 

3Ei = DI, ?)i = Dg; X, = DXi, % = Dg^; 3E3 = Cd, Ds - ?Ö, dann 

Wird durch eine Bewegung die Gerade X in X' übergeführt, so existiert 
^e Um Wendung, die auf gleiche Weise X in X' überführt, d. h. dieselben 
l^inkte der Geraden zur Deckimg bringt; deren Achse X* möge die eigent- 
liche Winkelhalbierende von X und X' heißen. Für eine zweite Bewegimg 
ist 'S* eigentliche Winkelhalbierende eines einzigen Paares zugeordneter Ge- 
r^den J), g'. Die durch stereometrische Superposition aus den beiden Be- 
wegungen hervorgehende ordnet zwei solche Geraden 3i 8' ^^^ ^^^ Winkel- 
l^bierenden X* einander zu, daß der Motor 91^^ die stereometrische Summe 

to Motoren 91^^ und 9lJ^ ist. Die drei zugeordneten Geraden X, X*, X' 
^^eren zwei Transformationen von der Eigenschaft, daß, wenn von diesen 

6* 



i (oder ein Parallelbündel) 
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Geraden eine das Normalennetz einer geradei 
durchläuft, dasselbe die beiden anderen tun. 

Für infinitesimale Bewegungen decken sich die geometrische and stereo- 
nietmche SuperpOüition mit der gewCbnlichea Zusammensetzung. 

Der zweite Abschnitt, der sich damit beschäftigt, zu deu im ersten 
gefundenen Sätzen das algebraische Äquivalent aufzusuchen, besteht selbst 
aus zwei verschie denen Teilen, von denen ich den ersten bis § 23 rechne. 
In diesem Teile wird zur algebrai scheu Begründung der Geometrie der 
Dynamen die gewöhnliche analytische Geometrie selbst in einer Richtung 
weiter gebildet, die die Beachtung der Georaeter verdient. „Nicht Metboden 
braucht der Geometer, die alles Mögliche umspannen", sagt der Verfasser 
(S. 124), „sondern etwas gaoz anderes: Algebraische Prozesse, die möglichst 
eng seinen Problemen angepaßt sind; Prozesse, die in einem viel weiteren 
Umfange, als sogenannte allgemeine Methoden ausfährbar sind im eigent- 
lichen Sinne des Wortes, indem sie nßmlich geschlossene Endformeln liefemj 
Methoden, die überdies auch möglichst schnell m diesem Ziele führen, wo 
immer es sich erreichen läßt. Ein wesentliches Erfordernis dazu aber ist, 
bei umfangreichen Untersuchungen jedenfalls, eine dem besonderen Gegen- 
stände angemessene Formelsprache, ein Kalkül, der es dem Geometer er-j 
mSglicht, seine Konstruktionen durch Zeichen auf dem Papier übereichtlich' 
darzustellen." Dieser Kalkül ist mit dem Grassmannschen nahe verwandt^ 
lehnt sich jedoch auch an die in der Invariantentheorie gebräuchliche sym- 
bolische Be zeich nuags weise an. Näher darauf einzugehen verbietet der 
Baum. Allgemeines, von dem vorliegenden Zwecke unabhängiges Intereaas 
hat jedoch der § 17, wo der Zusammenhang der in den ersten Elementen 
der analytischen Geometrie auftretenden Irrationalitäten mit der Orientierung,' 
der Gebilde Erörterung findet. 

Ein ganz neuer Gedanke, der alle folgenden Untersuchungen beherrscht) 
zum gröUten Teile wohl auch veranlaßt hat, tritt mit § 23 ein. Bezeich- 
nen £ und tj reelle oder gemeine komplexe Zahlen und bildet man darauS', 
unter Benutzung der Einheiten 1 und t die höheren komplexen Zahlen, 
5 -|- ijE, filr welche die gewöhnlichen Gesetze der Addition und Multipli- 
kation, ferner das spezieUe Gesetz e* = gelten sollen, so heißen diese 
Zahlen duale Zatileit, l ihr skalarer, ij ihr tfhorieller Bestandteil; sie sollen 
reelle duale Zahlen genannt werden, wenn £ und tj reell sind. Das Pro- 
dukt zweier solcher Zahlen kann verschwinden, ohne daB ein Faktor ver- 
schwindet. Durch Potenireihen von 9 -= | -)- ije werden si/neklische Fanh- 
tionen der dualen Veränderlichen definiert; inabesondere lassen sich auf diese 
Art sin tp und cos <p definieren, zwischen denen dieselben Beziehungen wi« 
fllr gewöhnliche komplexe Ai-guinente bestehen. Bezeichnen weiter X^,, X^; 
3C^, X,,; Xog, X,f zusammengehörige Paare von Plückerschen Koordma^ 
eines reellen Gewindes (lineareu Strahlen komplex es), so kann man sie in 
die drei reellen dualen Zahlen 



A-, = I„,-f-£,,E, X, = X^ + Si,, 



-V, 



- So3 + i'ir 



[ Best« 

^^^^^ oder 



zusammenfassen. Multipliziert mau diese Größen mit einer beliebigen daalen i 
Zahl von nicht verschwindendem skalaren Bestandteil, so zeigt sich, daB dia I 
Bestandteile £■^ der neuen Großen die Koordinaten eines koaxiitlen Gewind« J 
oder Linien gebOsches (^^ speziellen 1. Komplexes) darstellen. Sieht man b 
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die drei reellen dualen Größen X^, Xj, X^ als Verhältnisgrößen in dem 
Sinne an, daß eine gleichzeitige Multiplikation dieser Größen mit einer 
dualen Zahl q = a + z€ (a =^ 6) gestattet wird, so können sie als ein 
System von Strahlenkoordinaten aufgefaßt werden, indem sie das ganze 
koaxiale Büschel, mithin auch dessen Achse bestimmen. Sie sind Koordi- 
naten eines eigentlichen oder uneigentlichen Strahles, je nachdem ihre ska- 
laren Bestandteile wenigstens teilweise von Null verschieden sind oder sämt- 
lich verschwinden. Der Verfasser nennt das durch X^ : X^: X^ bestimmte 
Gebilde Strahl zum Unterschiede von der geraden Linie, weil im imagi- 
nären Gebiete diese Koordinaten zu anderen Erweiterungen des Begriffes 
fuhren als die PI ück ersehen Linienkoordinaten. Im reellen Gebiete sind 
beide Begriffe identisch. 

Sowie eine Gerade im Bündel durch drei homogene gewöhnliche Koordi- 
naten bestimmt ist, ist ein Strahl im Räume durch drei homogene duale 
Koordinaten bestimmt, und da für die dualen Zahlen im allgemeinen die- 
selben Rechnungsgesetze gelten wie für reelle Zahlen, so wird man geo- 
metrische Sätze, die für die Geraden im Bündel gelten, auf die Strahlen im 
Räume übertragen können. Zufolge dieses merkwürdigen Ühertragungs- 
Prinzips entsprechen einander 

im Bündel | im Räume 

die Geraden eines Büschels; ' die Querlinien eines Linienkreuzes 



der gemeinsame Strahl zweier Büschel ; 
zwei rechtwinklige Strahlen; 



{Normalennetz einer Geraden); 
der gemeinsame Strahl zweier Nor- 
malennetze ; 
zwei Strahlen, die sich rechtwinklig 
j schneiden; 
zwei Strahlenbüschel in senkrechten | zwei Normalennetze, deren Achsen 
Ebenen. I sich rechtwinklig schneiden.^) 

Setsst man 



cos (XY) = -- --V^'-+-^>Z«J- ^^Ia 



(XY) 



>/xf + jc| -f XI y y f + ri + ii y{xx) yiY y) ' 

80 ist damit der duale Winkel zweier Strahlen definiert und es läßt sich 
eine Trigonometrie für den Strahlenraum aufstellen. 

Von besonderer Wichtigkeit ist noch der Satz, daß jede lineare Trans- 
formation 

X[ = a^jXi -f a<2 Xg + afsXj, (» = 1,2,8) 

zwiscben deren dualen Koeffizienten dieselben Bedingungsgleichungen wie für 
^e orthogonale Transformation im Bündel bestehen, die aiUgemeinstc Bc- 
vtgung im Räume (in Strahlenkoordinaten) darstellt. 

Dritter Abschnitt. Als Ziel dieses Abschnittes wii*d vom Verfasser 
^e Untersuchung der linearen Mannigfaltigkeiten von Dynamen oder der 
linearen Scharen von infinitesimalen Bewegungen hingestellt, wobei das 
^Qgenmerk besonders auf die von den Hauptachsen der Dynamen gebildeten 
gwmetrischen örter gerichtet werden soll. In dieser Hinsicht wurden durch 

1) Vgl. hierzu E. Müller, Ein übertragxingsprinzip des Herrn E. Study, 
I>i«w Zeitschrift (8), 5 (1908), 8. 104—118. 



die Torliegenden Untersuchungen viele Lücken ausgefüiit, indem alle D»- 
generationsfalle sine genaue üntersuclning erfuhren. Trotz des großon 
Interesses, das diese Untersuchungen an und Mi* sich besitzen, dürfte fOr 
die Geometrie noüh wichtiger die Entwicklung der (inindzüge neuer Art«ii 
von Liniengeometrien sein, die im Sinne von F. Kleins Erlanger Programm 
durch Transformationsgmppen definiert werden. 

Denkt man sich die Mannigfalügkeit aller Strahlen doppelt Üherdeckt') 
(jeden Strahl zweimal) und bezeichnet die homogenen dualen Koordinatem 
eines Strahles, je nachdem er zur ersten oder zweiten Sdiidit gerechnA 
wird, mit A',, .V,, A', oder (/, , (7^, ('j, dann soll die lineare Transfor- 
mation mit beliebigen dualen Koeffizienten a^^ 

X; = 0„X, + OjjX, + a,,X,, (.--lAfl. 

wo der skalare Teil von ei <= { 011(4,0^ | ungleich Null ist, eine duale 
lineation und, wenn dj, = 5;^ ist, 






Diese Transforiaationei|> 



it 



die dazu kontroifrcdiente Transformation 
bilden eine Gruppe G,g. 

Die wichtigste Eigenschaft dieser Transfonnationen besteht dai-in, dal^ 
sie Normalennetze eigentlicher Strahlen in ebensolche ühert^lhrea, ent- 
sprechend der Eigenschaft der gewöhnlichen Kolli neationen Im Bände), 
Strahl enbüBchel wieder in solche ttberzuführen. Durch Zusammensetzung 
dieser Transformationen mit derjenigen, die jeden Strahl erster Schicht mit 
dem darüber liegenden zweiter Schicht vertauscht, erhält man die liiialeH^ 
Korrdationeti. Die CJruppe der Bewegungen ist in der Gruppe (?,g 
Untergruppe enthalten und dadurch charakterisiert, daß sie das Cbereinander-l 
liegen von Strahlen verschiedener Schichten nicht ändert. Setzt man die 
dualen Kolli neationen noch mit den Perspektiven Ahnlichkeitstransform&tioneE 
aus einem Zentrum zusammen, so erhillt man eine Gruppe G,,, die Gruppe 
der radialen I'rojeklnitäfm. Diese Gruppe besitzt ein besonderes Interesse,,, 
weil sie alle Transformationen von Strahlen umfaßt, die aus dem Normalett> 
netz eines eigentlichen Strahles wieder ein solches hervorgehen lassen, Je&l 
der Gruppen ßjg und G,, definiert eine Strahlen geometrie. In der Oeometria| 
der cftMiim ProjcktivHälen ist das duale Doppel Verhältnis vod vier Btrahlaa 
P, Q, B, S eines eigentlichen Normalennetzes 

_ Bin(PiO _ .m (PS) 

eine Inrariant«, hingegen nicht in der Geometrie der radialen ProjektiTi< 
taten. Erstere entspricht völlig der |>rojektiven Geometrie im Strahtm-^ 
hfindel. Wenn die Strahlen zweier Noi-malen netze einander ein-eindeutig 
so zugeordnet sind, daß die dualen Doppelverh&ltnisse entsprechender Strahlen 
(derselben oder verschiedener Schicht) einander gleich sind, so heißen sie 
dual-projeMiv; zwei Normalennetze verschiedener Schicht heißen insbesonden^ 

1) Diese DoppelQberdeckung entspricht der DiialitJlt im Bündel und l&At d_ 
DeutuDg zu, ilaS jeder i^trahl als TtUger einsB Normal eimetzeB oder als einfouhi 
Strahl betrachtet werden kann. 
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dwü'X)er»p€kÜv , weon jedem Strahle des einen Netzes der ihn normal 
schneidende des anderen zugeordnet ist. Dual-projektive Beziehungen zweier 
Normalennetze können durch Einschaltung von Normalennetzen, deren jedes 
zum vorhergehenden perspektiv liegt, konstruktiv hergestellt werden. Durch 
Tier Paare zugeordneter Strahlen ist eine duale Kollineation (oder Korrelation) 
im Räume hestimmt; die Konstruktion des einem fünften Strahle zugeord- 
neten geschieht dann durch wiederholte Anwendung derselben Konstruktion, 
nämlich des Ziehens der gemeinsamen Normalen zu zwei Strahlen (was nach 
dem Übertragangsprinzip der Aufsuchung der Schnittlinie zweier Ebenen 
entspricht). 

Wie der Verfasser zeigt, ist es unmöglich, durch stetige Änderung der 
Koordinaten X^ ein Strahlenkontinuum zu erklären, dessen Eigenschaften 
denen des Punktkontinuums der projektiven Geometrie oder des Plücker- 
schen Linienkontinuums vergleichbar wäre; wenn man nämlich auf einer ein- 
dimensionalen analytischen Mannigfaltigkeit unserer Strahlen (z. B. schon 
bei einem Parallelenbüschel) von eigentlichen zu uneigentlichen Strahlen 
übergeht, so gelangt man stets zu einem unbestimmten uneigentlichen Strahl 
eines gewissen Büschels. Das durch die Koordinaten X^ definierte Konti- 
Quum heißt deshalb ein irreguläres StraJilcnkoniinuum. Zur Ergänzung der 
im Endlichen verlaufenden eigentlichen Strahlen durch uneigentliche zu einem 
abgeschlossenen Kontinuum werden Strahl cnJcoordincUefi 2, Art durch die 
Gleichimgen 
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eingeführt. Die in diesen Koordinaten das Normalennetz eines Strahles dar- 
stellenden Gleichungen behalten auch dann einen Sinn, wenn der Strahl ins 
unendliche rückt. Sie stellen dann alle Strahlen eines gewissen Parallel- 
bündels dar, welche Figur Punktstrahl genannt wird. Man kann sich die Vor- 
stellung bilden, daß ein Strahl, der in einem Parallelenbüschel ins ünend- 
Uche rückt, im Grenzfall zu einem Punkt zusanmienschrumpft. Diese oo^ 
„Punktstrahlen^^ verhalten sich gegenüber den radialen KoUineationen wie 
die „Punkte" der unendlich fernen Ebene gegenüber gewöhnlichen KoUinea- 
tionen in dieser Ebene. Dem Normalennetz eines eigentlichen Strahles 
gehört ein eigentlicher Punktstrahl an, während jedem Parallelenbündel oo^ 
Punktstrahlen eines uneigentlichen Strahles in der unendlich fernen Ebene 
zugerechnet werden müssen. Die Gesamtheit der oc^ eigentlichen und der 
cx)' Punktstrahlen bildet nun ein abgeschlossenes Kontinuum, das erste natür- 
Udie Strahlenkontinuum, das den weiteren Untersuchungen gewöhnlich zu- 
grunde Hegt. 

Diese Untersuchung gibt ein typisches Beispiel für das an vielen Stellen 
ausdrücklich betonte Besü*eben des Verfassers, auch in der Geometrie alle 
eingeführten Begriffe genau zu umgrenzen, das Augenmerk nicht bloß auf 
den „allgemeinen Fall", sondern auch auf die möglichen Ausartungen zu 
richten, damit der Geltungsbereich eines ausgesprochenen Satzes stets völlig 
bestinunt sei. Diese Anregung wird gewiß ihre Früchte tragen, hätte sie 
Tielleicht aber auch dann getragen, wenn der Herr Verfasser mit den armen 
Geometem nicht gar so scharf ins Gericht gegangen wäre. 



über eine dritte Ai-t von Strithlenkoordinaten , die eingefiälirt werden, 
gebe ich hinweg; ebenso über die Betrachtung der imaginären, d. h. durch 
komplexe duaie Zahlen X,. definierten Strahlen, in deren Gebiet es eigeoUiclia 
Strahlen gibt, die nicht zugleich aia imaginfire gerade Linien oder bo- 
stimmt« gerade Linien angesehen werden können (akzessorische Siralilm und 
MinimaUtrttk Icn) . 

Die Klassifikation der linearen ßysteme von Gewinden erfolgt, hinsicht- 
lich derjenigen Gruppe F,g (und gewisser Untergruppen) von Gewindetrans- 
formationen, die koaxiale Büschel wieder in solche transforniieren. Die 
örter der Gewindebauptaehsen dieser Syateme, durch gewisse iireduzible 
Grenz mannigfaltigkeit«n ?,u abgeschlossenen Kontinuis ergänzt, werden als 
Ketten bezeichnet, besonders untersucht und in ihren SpezitilfBillen aufgezahlt. 
Die dndimens'iohaJe Kel-Ie deckt sich, soweit reelle Figuren in Betracht 
kommen, mit den Erzeugenden eines Cayleiisrhcn Zylindroiih oder mit den 
Strahlen eines Strahlbüschels, welche beiden Gebilde durch reelle duale 
Kollineationen ineinander überführbar sind. Die etrei- und UreiiUmmsionaien 
Ketten sind im aUgemeinen Falle die ajitnnan- Keitenkotiffrucni und der 
Kctkukomplex , wUhrend die vierdimensionalc Kette das ganze Strahlen- 
kon tinimm umfaßt. Von den umfangreichen Untersuchungen über diese 
interessanten Eaumgebilde sollen nur wenige leichter verstBniiliche Sfitze er- 
wähnt werden, die aber durchaus keine Vorstellung von der Keichhaltigkrat 
geben küncen. Legt man durch den ein Normalennetz (eine spezielle pla- 
nare Kettenkongruenz) definierenden eigentlichen Strahl einen Rotations- 
zylinder, so sind dessen Punkte ein-eindeutig auf die Strahlen des Netzes 
SO bezogen, dafi den Punkten einer Ellipse auf dem Zylinder die Strahlen 
einer Kette im Normalennetz perspcktiv zugeordnet sind. Jeder KuUintation, 
die den ZylindeT in Ruhe läßt, ist dann mie radiale ProjeMnUäl im Ketie 
tugeordnd und umgekefiti (S. 348). Pittlt man aus einem Funkte D all- 
gemeiner Lage auf die Strahlen einer ein- oder zweidimensionalen 
Lote, so ist der Ort der Fußpunkte eine Kurve 2. Ordnung, beKVf. 
Steinersc/ic Flßdie (p. 346). Bewegt sich ein Strahl derart., daß er 
Durchmesser eines Rotationsparnboloides senkrecht schneidet und außerdem 
das Paraboloid berflhrt, so beschreibt er ein Zylindroid (eine Kette) (p. 366). 
Deutet man die aus den Strahlenkoordinaten 3. Art gebildeten Größen 
iEJ, 3EJ, I^, 3Ej3is, X3I,, XjXj, I,,, I,j, I^s als homogene Punktkoordinat^n 
eines B^, so wird das erste natürliche Strahle nkontinnum auf eine Punkt- 
mannigfaltigkeit M4 (6. Ordnung) dieses Raumes abgebildet. Von den vielen 
aus dieser Abbildung hergeleiteten Folgerungen (§§ 27, 32, 33) sei nur die 
wichtigste erwähnt. Betrachtet man die aplan are Kettenkongrnenz 
Element des Strahlenraumes, so besteht zwischen der Euklidischen Gi 
metrie und der dual- projektiven ein ähnliches Vorhültois wie zwischi 
projektiven Geometrie in einer einfach -ausgedehnten und der projekti' 
Geometrie in einer zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit (S. 40l), 

SchUeßlicb soll noch kurz des Anhanges (S. 555—594) gedl 
werden, in dem der Verfasser die Grundzüge einer neuen Methode der Ki 
maiik skizziert, da diese Methode sich allem Anscheine nach als besond« 
fruchtbar erweisen dürfte. Vier reelle duale Zahlen A'o, X^, X,, X,, d« 
skalare Teile nicht silmtlich verschwinden, können immer als homoj^ 
Koordinaten der Lage eines starren Körpers, eines Soma, betrachtet werdi 



.u- 



b. 
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Den starren Körper darf man sich durch ein rechtwinkliges Achsenkreuz, 
auf dessen Achsen die positiven Richtungen fixiert sind, ersetzt denken. 
Zwei Somen heißen paraUel, wenn sie durch eine Schiebung, hemisymmeträl^ 
wenn sie durch eine Umschraubung, symmeiräl, wenn sie durch eine Um- 
wendung auseinander hervorgehen. Zwei Somen TJ und X. sind dann und 
nur dann sjmmetral, wenn ihre Koordinaten der dualen Gleichung 

UoXo + U^X^ + U^X^ + üsX, = 

genügen, also einer Gleichung, die mit der für das Ineinanderliegen eines 
Punktes und einer Ebene in der projektiven Geometrie identisch ist. Wie 
in dieser Geometrie alle linearen Transformationen das Ineinanderliegen un- 
geändert lassen, so lassen hier alle dual -projektiven Transformationen 

x: = a^o^o + öa^i + ö.jX, + 0,-3X3, (/=o, 1,2,3) 

wo a<4 = a.^ + a.^e und aoo^ii«82«83 1+0 ist, 

zusammengesetzt mit den Ähnlichkeitstransfoimationen, die symmetrale Lage 
zweier Somen ungeändert. Diese projektiven Sonicfitransformationen bilden 
eine Gruppe §5^ mit 31 wesentlichen Parametern. 

Lassen sich die skalaren und vektoriellen Bestandteile der X^ als lineare 
homogene Funktionen von r -{- 1 Parametern ausdrücken, so heißt die da- 
durch bestimmte Mannigfaltigkeit von oo*" Somen eine r-dimensioncile Somen- 
kette (Cr)- Lassen sich die X^. insbesondere als lineare synektische Funk- 
tionen von Q Parametern ausdrücken, so heißt die Kette synektisch. Hierzu 
gehören die gerade und die ebene Kette (Cj bzw. C4). Die Mannigfaltig- 
keit aller Somen wird doppelt überdeckt gedacht, en^prechend den kontra- 
gredienten dual -projektiven Transformationen. Die symmetrale oder hemi- 
symmetrale Lage zweier Somen verschiedener Schicht werden durch somatische 
Projektivitäten nicht geändert. Die Ketten ordnen sich zu Paaren als rezi- 
prok an, indem jede von beiden aus Somen besteht, die zu sämtlichen der 
anderen sjTnmetral oder hemisynmietral sind. Drei Somen f/j, CT,, ü^ 
z. B. bestimmen eine ebene Kette ( U^ U^ Ü^U) = und diese ein reziprokes 
Soma X. Es gibt also zu drei Lagen eines starren Körpers immer eine 
vierte, die aus den dreien durch Umwcndungen hervorgehen (Konstruktion 
von C. Stephanos). Die Ketten werden (hinsichtlich der Gruppe §3^) klassi- 
fizier und auch konstruiert. 

Unter den somatischen Projektivitäten sind insbesondere jene von 
Wichtigkeit, die die duale quadratische Form 



{XX) ^xi + x\ + x\ + x\ 



nur um einen dualen Faktor ändern; sie werden orthogonal-somatisch genannt. 
Die Geometrie dieser Gruppe (§^2) ist im wesentlichen identisch mit der 
nichteuklidischen Geometrie im Räume konstanter positiver Krümmung. 
Gebt das Soma X in das Soma Y durch eine Schraubung mit dem Drehungs- 
winkel 2d und der Schiebungsgröße 2r} über, so heißt ^ + rjs die duale 
Enifemung der beiden Somen. Eine einfache Rechnung zeigt dann, daß 

arc cos — — — / = & -{- rie 

V(xx) V(yT) ' 
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ist^ daß also die duale Entfernung zweier Somen eine analoge Bedeutung 
wie die Entfernung zweier Punkte im Baume konstanter positiver Krflmmung 
hat, vor allem als Invariante gegenüher den orthogonal-somatischen Trans- 
formationen. Zwei hezüglich §i^ äquivalente SomenmannigÜBdtigkeiten sind 
kongruent, und es entsprechen ilmen in mechanischem Sinne äquivalente Be- 
wegungen. Die Spiegelung an einem Soma kehrt die Bewegung uul Daraus 
erkennt man, daß jedem Satze der nichteuklidischen Geometrie ein kine- 
matischer Satz an die Seite gestellt werden kann. Damit ist die nicht- 
euklidische Geometrie in ein völlig neues Licht gerückt und ein neues merk- 
würdiges Beispiel fEbr das Vorkommen logisch-gleicher Schlußfolgen in ver- 
schiedenen mathematischen Disziplinen gefunden. 

Zu den ziemlich zahlreichen neuen Begriffshildungen, über die man sich 
mittels des angefügten alphabetischen Inhaltsverzeichnisses leicht zu orientieren 
vermag, wurde der Verfasser nach eigener Angabe geführt, indem er von 
der nichteuklidischen Geometrie ausging. Vielleicht hätte er einem großen 
Leserkreis einen Gefallen erwiesen, wenn er auch bei der Darstellung diesen 
weniger elementaren, aber Überblick gewährenden Weg eingeschlagen hätte. 
Der Hauptteil des Werkes zeigt, von welchem Nutzen Systeme komplexer 
Größen innerhalb begrenzter Gebiete geometrischer Untersuchungen sein 
können, und berechtigt den Verfasser gegenüber einer vielverbreiteten Meinung 
zu dem Ausspruch (S. 596): „Keine Art der ürteilsbildung erheischt wohl 
größere Vorsicht, als die Abschätzung des zukünftigen Ertrages irgend einer 
Forschungsrichtimg". Trotz dieser Mahnung zur Vorsicht mag ich die 
Meinung nicht unterdrücken, daß das vorliegende Werk den Ausgangspunkt 
mancher neuen wissenschaftlichen Arbeit bilden wird und die Beachtung 
weiter ipathematischer Kreise verdient. Diese Meinung dürfte die Länge 
des Referates entschuldigen. 

Wien, im März 1904. E. Müller. 
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1. Aufgaben und Lelirsätze. Lösungen. 

A. Aufgaben und Lehrsätze. 

121« Die hyperbolische Spirale imd alle Zykloiden können als be- 
sondere Fälle der Kurve angesehen werden, welche in kartesischen recht- 
winkligen Koordinaten der folgenden Parameterdarstellung fähig ist: 

(a — 22 cos <p)Äqp (5 — 22Binqp)Äqp 

' ntp — c ' ^ nq> — c 

Diese neue Kurve soll erforscht werden. 

Genova. Ging Loria. 

122. Wenn die Plückerschen Koordinaten zweier sich kreuzenden Gre- 
raden gegeben sind, so soll man diejenigen der Geraden berechnen^ welche 
dieselben rechtwinklig schneidet. • 

Genova. Ging Lgria. 
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123. Die den unendlich fernen Punkt der o;- Achse enthaltende 
Hyperbel, welche den Einheitskreis im oberen Scheitel (0,1) und in den 

Scheitelprojektionen der drei Punkte (cos -»- , 0) , (cos -=- » 0) , (cos -=- , 0) 

schneidet, hat im entgegengesetzten Scheitel (0, — l) einen Brennpunkt, die 
Asymptotenneigung 6 : a = 3 : 2 und den Parameter 6* : a = 1. 

Holzminden. 6. Eober. 

124. Wenn man von einem Kegelschnitte in einem seiner Punkte P 
die Richtung der Tangente PT und in dem Mittelpunkte die Bichtungen 
der Achsen OÄ und OB kennt, so kann auf der Normalen PN der 
Krümmungsmittelpunkt K rein linear^) auf folgende Weise gefunden werden: 

{OÄ , PB) = Ä\ (OB , PN) = JST", 

(OB, PA) = ^", {QK'\ PB) = K\ 

(Ä'Ä'\ PT) = Q, {0K\ PK'') = K. 

Holzminden, Februar 1905. G. Kober. 



125. Den Satz zu beweisen: Sind die Elemente a^j^ jeder Vertikal- 
oder Horizontalreihe einer Determinante sechster Ordnung durch bilineare 
Beziehungen der Form 

«a^<4 + «f2«<5 + «««ie = (i = 1, 2, . . . 6) 

yerbunden, so bestehen auch zwischen den zugehörigen Unterdeterminanten 
^n Relationen der Form 

«u«a + «<s«<5 + «<3«<6 = Ö (t = 1 , 2, ... 6). 

Wie lautet die Verallgemeinerung dieses Satzes? 

Berlin. E. Jähnkb. 

126« In Erweiterung eines St einer sehen Satzes, der für das Viereck 
gilt (Ges. W. I, 162), die folgende Formel für das Fünfeck zu beweisen: 

3 K, + «M + < + < + öJi) = «J» + «L + < + «!i + «M 

+ 4(mJ + mJ + mJ + mJ+mJ), 

wo die m^ die Verbindungsstrecken der Diagonalmitten bedeuten; und zwar 
bezieht sich m^ auf die beiden Diagonalen A^Ä^j -^s'^si ^^^* 

Berlin. E. Jahnke. 

127« Es wird ein einfacher Beweis des folgenden Satzes gewünscht: 
Wenn drei unendlich benachbarte Punkte einer Parabel, darunter der 
Scheitelpunkt, gleichzeitig einer gemeinen Zykloide angehören, so ist die 
Scheiteltangente der Zykloide auch eine Tangente der Parabel. 

Breslau. M. Peche. 

*) Die Konstruktion von Steiner nimmt ein drehbares Achsenkreuz, mithin 
*tiU8diweigend einen Kieis zu Hilfe. 
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B. Losungen. 
Zu 105 (Bd. VIII, S. 82) (P. Epstein). 
Torsion einer Raumkurre sind gegeben durch 



Die KrQitiinung and die 



ds' 



(1) 



Bezeichnet man die Koordinaten eines Ptuiktes der Kurve mit x, g, z un 
die Eichtungscosinna der zugehörigen Tangente und Binomiale mit o, jJ, 
aud w, V, te, so gelten die Gleii-himgen 
(2) „s^^» + j.= =i, „» + p» + w»=i. 



Of) 



O'-- 



+ ?'+-' 



' + /*, 



Uli 



' + »'» 



Gegeben sind die Koordinaten u, v. w. p der S(;hmiegung3ehene als Funk- 
tionen von I; man bat also noi-h ds und da als Fiuiktionen von t ku berechnen. 

um ds zu berechnen, stellen wir die Bedingung datilr aitf, daß der 
Punkt (,r, II, j) drei bcoacbbarten Stihraiegiingsebenen angehört: 



(0 



t + V!, + icz - 



= 0, 



c -h '■>+ w'z ~p' -- 



Durch DifferentifttioQ hat man nocb die Gleichungen; 

(5) Hj + vff' + KZ = i\ «V -i- vy + ir'/ - 0, 

(ti) «V + r"!/' -I- w"z = - («'"l + v"jl + «'"V -f»'"). 

Wegen (h) sind die Größen üx', Xy, Xz gleich den Detenninant«n der 
I M « IC I , , , ^ 

Matrix . , , ■ Setzt mau die Werte von x, y, z in (fi) ein, so erfa&lt 

man für die Hake Seite von (6) den Ausdruck JjX\ die rechte Seite von (fi) 
ist wegen der Gleichung (4) gleich DjJ. Hierbei bedeutet J die aus dei 
u, V, tc und ihren 2 er$t«n Ableitungen, D die aus den (i, H, tc, p und 
ihren 3 ersten Ableitungen gebildete Determinante. Es ist daher l/A =- ß/^. 
Bildet man die Quadrate der /, y', i' und addiert sie, so folgt, 
UU + KV + wir = ist: 

Cm da zu berechnen, stellen wir die Bedingung dafHr auf. d&B dit 
Tangente o, ß, y zwei benachbarten ßcbmiegungsehenen angehört: 

(8) au + ßv + yw == 0, au' + ßv + yir ^ 0. 
HierauE folgt noch: 

(9) au + ß^v + y'w = 0, au + ß^v' + yw = - (et«" + ßv" + yw"). 
Aus der ersten Gleichung (9) und aus der Gleichung ua + jJjS' + yy ^ 

. . !« /* r 

folgt, daß KCl', x^, x/ gleich den Determinanten der Mabix ' 

sind. Die Größen u, ß, y sind nach (8) und (2) gleich den Detenninantoi 
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der Matrix 



iiji^ + t;'« + w'^ 



U V w 



U V 



w 



Setzt man die Werte a, j3, y und 



c', j?, / in die zweite der Gleichungen (9) ein, so folgt 

7 



X 



la ß 



U V w 



U V iV 



Yt^+v^ + w^ 



Durch Quadrieren erhält man 

Hieraas und aus (9) folgt: 

i^-^^^^Jrff^ + y^^-- - ' 

\d%) « -TP -t-y jti (u'« + 1?'« + «;'«)« 

Setzt man endlich die gefundenen Werte in (l) ein, so ergibt sich 



(10) 



r 



z/» 1 ^ ^* 



D 



Da die Krümmung eine positive Größe sein muß, so hat man die 
Quadratwurzel in dem Ausdruck für 1/r so zu bestimmen, daß diese Be- 
dingung erfüllt ist. Wenn wir femer annehmen, daß ds fOr wachsendes i 
positiv ist, so haben wir in dem Ausdruck 



5l-=Ji(**" + ^" + 0^^- 



(s. Gl. 7) 



der Quadratwurzel das Vorzeichen der Größe D zu geben. Setzt man noch 
fest, daß die Torsion dasselbe Vorzeichen wie der Torsionsvnnkel 
^»«»(m'* + »'* + «^' *)'''• ^^ haben soll, so hat man in (10) zu schreiben: 
V? * /fj!). Die Torsion hat dann das Vorzeichen der Größe D. Das Vor- 
zeichen dieser Größe hängt davon ab, ob man dem von den 4 konsekutiven 
Schmiegungsebenen gebildeten Tetraeder positiven oder negativen Inhalt 
«wclireibt. 

In dem Ausdruck für die Torsion 1/^ ist das Vorzeichen noch un- 
^^^stimmt. Bezeichnet man den 6 fachen Inhalt des von vier konsekutiven 
Schmiegungsebenen gebildeten Tetraeders mit /, so hat man 



^ 


yi 


«1 


1 


'h 


Vi 


«s 


1 


'^i 


Vi 


1» 


1 


X4 


»4. 


H 


1 



Dabei sind a?,., y^ jer^ (i = 1, • • • 4) die Koordinaten der den vier konse- 
htiTen Ebenen gegenüberliegenden Ecken des Tetraeders. Nun läßt sich 
^n, daß D = — ä; • /' ist, wobei Ä eine positive Konstante bedeutet 
ferner Iftßt sich zeigen, daß unter Voraussetzung eines positiven (d. h. 
^tshändigen) Koordinatensystems 1 positiv (negativ) ist, wenn die Kurve 
Knb (rechts) gewunden ist. Es ist daher D ^ 0, je nachdem die Kurve 
'^chts oder links gewunden ist. Soll also die Torsion für die rechts (links) 
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gewundenen Kurven positiv (negativ) sein, so haben wir in der Formel f&r 
IIq das positive Vorzeichen zu wählen. 

Stuttgart. E. Rath. 

Zu 107 (Bd. Vm S. 173) (M. Peche). Der Satz ist eine Folge dieser 
Eigenschaften der logarithmischen Spirale^): 

1. Der Badiusvektor ist der Bogenlänge vom Auge an gerechnet pro- 
portiondl. 

2. Der Winkel zwischen Tangente und Badiusvektor ist konstant, also 
auch der Winkel zwisäien dem Badiusvektor und einer die Kurve stets unter 
gleichem Winkel treffenden Linie. 

3. Die Kurven ^ = ac**" und ^^ =» Äc**"* sind identisch (kongruent): 

denn setzt man log 1/ - *=■ w» so ist q^ = 06*^**«+*^ unterscheidet sich also 

nur in der Phase von ^ = ae**". 

Aufgrund von (l) ist im Dreieck OPQ iOP^q, PQ '^ cqj nach (2) 

<^ OPQ » a für variables P konstant, folglich sind alle Dreiecke OPQ 

ähnlich und -^ POQ =» ß und -^ PQO = y sind ebenfalls konst^int. Nach 
dem Kosinussatze ist 

0^ = ^1 = yQ^{l +c* — 2c cos c) = dQ, 

wo d von p unabhängig ist; d. h. es ist 

^1 = ade*" «=- Z'e**» = Ä;e*(«"/*) -= äc**"«, 

woraus nach (l) bis (3) die Richtigkeit der Behauptungen des Lehrsatzes 
folgt: ^j «— Ar*"» «5^ e/ne jeru ^ « ae^*" kongruente logarithmische Spirale, hat 
auch zum Pol und schneidet die Geraden PQ unter konstantem Winkel. 

Potsdam, den 25. September 1904. Otto Meissner. 



Zu 107 (Bd. vm S. 173) (Peche). Je consid^re la question a un 
point de vue un peu plus general. Soit un point fixe dans le plan d'une 
courbe (P). Je fais toumer les rayons vecteurs OP, autour des points P, 

d'un meme angle P, et sur chacun d'eux je prends une longueor PQ pro- 
portionnelle a PO. Quel est le lieu des points Q? H est Evident que le 

triangle OPQ reste semblable a lui-meme, d'oü il suit que Tangle 0, dans 
ce üiangle, a une valeur constante, et que OQ varie proportionnellement 

a OP. n sufßt donc de faire toumer de la courbe (Q) autour de 0, 
pour que les rayons OQ co1[ncident avec les rayons correspondants OPj et 
pour s'apercevoir que la courbe (Q) est semblable ä (P). Dis lors 11 est 
evident que la tangente u (Q), meme dans la position primitive de la 
courbe (Q), est inclin^e sur le rayon vecteur OQ du meme angle 0, qui 
mesure Tinclinaison de la tangente a (P) sur OP. Lorsque (P) est une 



1) 8. z. B. Gino Loria, Spezielle Kurven der Ebene (Teabner 1902) S. 448 ff. 



Yermischte Mitteilungen. 95 

Spirale logarithmique, ayant pour pole, 6 est constant, de sorte que PQ 

a une inclinaison constante n — 6 — P sur la tangente a (P). On sait 
d'aillears que OF est proportionnel a la longueur de Tarc OF, On retrouve 
ainsi la construction de la courbe (Q), indiquee dans Fenonce, et Von voit 
immediatement que (Q) est semblable, e/, par suite^ cotigruente ä (P), en 
Tertn d'une propri^te, bien connue, de la spirale logarithmique. En outre 

Findinaison de (Q) sur PQ a la valeur constante — Q, E. GesIro. 

Zu 107 (Bd. Vm, 8. 173) (Peche). sei der Pol, P ein Punkt der 
logarithmischen Spirale; PQ soll dem Spiralenbogen OP proportional sein 
und mit der Spirale einen konstanten Winkel bilden. Nun ist bei der 
logarithmischen Spirale der Winkel zwischen Tangente und Fahrstrahl OP 
konstant; femer ist die Länge OP des Fahrstrahls der Bogenlänge OP pro- 
portional. In dem Dreieck OPQ ist daher der Winkel bei P und das Ver- 
Utnis der beiden Seiten OP und PQ konstant Während P die Spirale 
beschreibt, bleibt das Dreieck OPQ ähnlich, und Q beschreibt eine zur 
Knrre P ähnliche Kurve. Der Winkel, den die Tangente der Kurve Q nodt 
OQ bildet, muß gleich dem entsprechenden Winkel der Kurve P sein; die 
Kune Q ist somit eine der gegebenen Spirale kongruente Spirale. Natür- 
lich ist auch der Winkel zwischen der Spirale Q und PQ konstant. 

Stuttgart. E. Rate. 

Eine ähnliche Lösung ist noch von Herrn W. Stegemann, Prenzlau, 
eingegangen. Red. 

Zu 108 (Bd. Vm, S. 173) (W. Franz Meyer). Bezeichnet {^\ das 
Legendresche Symbol im Falle zweier ungeraden PrimzaJden p und q, und 

(1) ,-^ß)^ap, l>--(f).5,. 



90 soUen (— j und (—\ durch (—j ausgedrückt werden. — Zunächst ist 

klar, daß 

(2) a ^ (mod. q)\ h =|= (mod. q) 

»t Femer ist (^\ = ± 1, also (^\ =- 1, sonodt: 

(3) (apy =1-1« (mod. g); (hqf = 1 « 1» (mod. p), 
^ h. es ist: 

Da nun a und g, h und p nach (2) teilerfremd sind, ist: 

''> (?)-(f)(f)^ ©-(,-)(i)- 

Muhiplinert man die Gleichungen mit (— j und berücksichtigt, daß 
(6) 



p-lq-l 



(!)-• ©©-(-»-^-(-'n 
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so folgt hieraus und aus (4): 

(') (f)-(l)' -(-')"©. 

und eine solche Darstellung war verlangt. 

Potsdam, den 27. September 1904. Otto Meissner. 



Zu 109 (Bd. Vm, S. 173) (W. Franz Meyer). Ist p -== 8n + 5 eine 
PrimzaM und D^ = 1 (mod. p), so sind Si j = ± 1> ** die Lösungen der 
Kongruenz a?^I> (mod. jj); ist D ^ ^—1 (mod. p), so sifid die Lösungen 

1. Es sei D ^ ^1. Angenommen, £^ » D ^ wäre eine Lösung der 
Kongruenz x' ^ D, so wftre ^ "» — lx ^^ zweite. Dann müßte also sein 

p±} 

diese Kongruenz erhält man aber aus J) ^ ^1 durch Multiplikation mit D. 
Ij und ^ sind also die Lösungen der Kongruenz x^ ^ D. 

2. Es sei d"* =— 1. Nach Wilson ist (-—V* = (" 1) * • 
Wäre also Ij = ( ö~)^^ * ®^® Lösung von a;* ^ D, so müßte sein: 

oder, da (^^)l* = -l: 

Sf = -2) * =2). 

p~i 
Diese Kongruenz folgt aber aus — D ^ ^ 1 durch Multiplikation mit D. 
Ij und ^ ^ — £i sind also die Lösungen der Kongruenz x^ ^ D (mod. p). 

Potsdam, den 25. September 1904. Otto Meissner. 



Zu 113 (Bd. Vm, 262) (Kasimierz Cwojdziriski). Zieht nuin in 
einem einfachen Vierecke die 4 Höhenpaare, so ist das Produkt von 4 passend ge- 
wählten Höhen gleich dem der 4 übrigen, — Es seien A^^ -4^, A^, A^ die Ecken, 
.^1 -4j = flj, .4j .4j = fl,, -45-4^ = 05, A^A^=^ a^ die Seiten des Vier- 
ecks; die von A^ auf a gefällte Höhe soll mit h^^ bezeichnet werden. Dann 
ist Äjj «- Oj sin A^, Ä^j == a^ sin A^, h^^ = Oj sin -4^, h^^ = a^ sin A^, also: 

Ki ' ^ss ' ^M ' ^41 "^ ^1 ^ ^8 ^4 ^^ -^i ^^^ ^ sin .4, sin A^, 
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Ferner ist A,, = a^ sie A^, A^^ = a^ sin Äi, /)j, = «j sin A und ll^g ^ o, 
sin Äf, somit auch 

^11 ' Nl ' ^SI ' ^U ~ "l "s "S '^i ^^ -^1 ^"^ -^i ^'° '^S ^'° -^4* 

d. h. es ist 

*1» ■ *SB ■ *M ■ All = *1S ' *M *« ■ ''U> «■ »^ •»• "■ 

Potsdam, den 13. Dezember 1904. Otto Meissnek. 

Eiae ähnliche Lösung mit Angabe der auf das n-Bck verallgemeinerten 
Ution ist von Herrn E. Rath, Stuttgart, und Herrn stnd. matk. M&x 
Mirer, München, gegeben worden. Bed. 



2. Anfragen und Antworten. 

25. Verullgememerung eines — bisher unbewiesenen — Primsahlsalees. 
— Es handelt sich im folgenden nur um natürliche Zahlen. Man nektne 
»äiärlich zwei Zahlen m uad n und betrachte das Interrall: 

W, M -{■ 1. ■ . -. W -f- W. 

Oibt es dann ein zweites Intervall 

»n,, mi -I- 1, . , ., Wj + M, 

ilü dem ersten in folgender Weise entspricht: fflr jede Primzahl 
" + »' (0 ^ V ^ n) des ersten Intervalles ist auch die entsprechende Zahl 
"•i + v des zweiten Intervalles prim? Und wenn es ein solches Intervall 
gibt, gibt es ihrer mehrere? Kann es unendlich viele geben? 

Im allgemeinen gibt es natürlich kein zweites Intervall, das dem ersten 
Mf die gesehildert-e Art entspräche; nämlich sicher nicht, wenn man n ,^ 
jnfi* annimmt. Es handelt sich aber gerade darum, was man hier nnter 
,fit groß^' zu verstehen hat. 

Der Fall: m > l . sonst beliebig, » = 1, wird durch den Euklidischen 
Beweis der Exist«a7. unendlich vieler Primzahlen erledigt. 

Was den Fall m>l, « = 2 angeht, so vermutet man bekanntlich 
nur, daÜ es unendlich viele Primzahlpaare gibt. Eine gleiche Vermutung 
kannte man wohl noch für Primeoiilquadrupel, dem Falle m — 10, n = 10 
robprechend (im, =■ 100, m^ = 190 etc.) aussprechen. 

Dem Intervall 3 ■ - - 13 entspricht, wie man sich leicht Ubeizeagen 
Wn, kein zvjintes. 

Potsdam, den 20. November 1904. Otto Meissner. 



26, Unter „natürlicher Grenze" versteht man eine Linie in der Ebene 
^ Argumentes einer analytischen Funktion, über die hinaus die Funktion 
Mht analytisch fortsetzbar ist; dabei wird, meines Wissens meist still- 
uhweigend, vorausgesetzt, daQ die „wesentlich singulare" Linie, welche eben 
üe natürliche Grenze bildet, im Endliehen oder im unendlich fernen Punkte 
gnchlosgen ist. Gibt es auch ungeschlossene singulare Linien? Wird man, 
Ulg sie existieren, auch sie als natürliche Grenzen bezeichnen? (Die Worte 
tigeschlossen" und „ungeschlossen" bezieben sich im Falle mehrdeutiger 

AreU« dar MsIbauUk Dsd thttOc. m. Bnlha. IX. T 
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Funktionen natürlich auf die zur Funktion gehörige Biemannsche Flftche 
[oder, wenn man will, Neumannsche Kugel], nicht auf eine einfache Ebene.) 

Potsdam, den 2. Januar 1905. Otto Meissner. 



Zu 18 (Bd. Vm, 268) (0. Gutsche). — Der Satz gut fOr jedes be- 
liebige Viereck; er kann also lauten: „Wenn man über den Seiten eines 
Vierecks AB CD nach auBen Quadrate konstruiert, so bilden ihre Mitten 
Ä\ B\ C\ B' die Ecken eines Vierecks, dessen Diagonalen gleich lang 
sind und aufeinander senkrecht stehen. Die Ecken beider Vierecke haben 
denselben Schwerpunkt.^* Ein Beweis dieses Satzes, jedoch ohne die den 
Schwerpunkt betrefifende Behauptung, ist in der Zeitschrift für mathemati- 
schen und naturwissenschaftlichen Unterricht als Aufgabe No. 1378 ge- 
fordert worden. Unter den später in der Zeitschrift Bd. 27, S. 30 ver- 
öfifentlichten Beweisen kommt vor allem der sechste in Betracht; denn in 
ihm wird unter anderm auch bewiesen, daß die Diagonalenmitten E^ F des 
Vierecks ABCD und E\ F' des Vierecks A'B'C'B' ein Quadrat büden, 
in dem EF und E'F' die Diagonalen sind, und damit ist, wenn es auch 
nicht ausdrücklich ausgesprochen ist, tatsächlich der Beweis geliefert, daß 
die Ecken der Vierecke AB CD und A'B'C'D' einen gemeinsamen Sdiwei^ 
punkt haben, nämlich den Mittelpunkt des Quadrates EE'FF\ 

Diese Verallgemeinerung des Gollignon sehen Satzes schließt die Er- 
weiterung des Herrn Gutsche aus, d. h. wenn das Viereck ABCD be- 
liebig ist, so fallen in den beiden Vierecken ABCD und A'B'C'D' wohl 
die Schwerpunkte der Ecken, nicht aber die der Flächen zusammen. Das 
letztere ist nur der Fall, wenn schon ABCD ein Viereck ist, in dem die 
Diagonalen gleich lang sind und aufeinander senkrecht stehen. Einen ein- 
fachen geometrischen Beweis hierfür erhält man, wenn man mit dem auf 
mu beliebiges Viereck bezogenen Collignonschen Satze den folgenden be- 
kannten, u. a. von F. Caspary (Nouv. Ann. (3) 17, 395, 1898) ge- 
fundenen Satz verbindet: „In jedem Viereck liegen der Diagonalenschnitt- 
punkt A', der Schwerpunkt S der Ecken und der Schwerpunkt 8' der 
Fläche in einer Geraden, und zwar liegt S zwischen E und S' so, daß 
ES^SSS' ist." 

Prenzlau. W. STEOEifANN. 

Zu 19 (Bd. vm, 268) (0. Gutsche). Die Aufgabe „Ein Dreieck 
au.s dem Inkreisradius ^, der Differenz d zweier Seiten und der Mittel- 
traiiBvorsale t^ nach der dritten Seite herzustellen" kann durch folgende 
«unfache und elegante Konstruktion gelöst werden: 

Man zeichne den Kreis (0, q). Auf der in dem bliebigen Peripherie- 
punkte D an diesen Kreis gelegten Tangente trage man DE ^= d ab. Um 
die Mitte F von DE schlage man den Kreis mit dem Radius t^. Sodann 
verbinde man F mit und ziehe durch E die Parallele zu FC, die den 
Kreis (i'', t^ in den Punkten C und C' schneidet. Ist C der Schnitt- 
punkt, der auf derselben Seite der Geraden DE liegt wie 0, und treffen 
die von C aus an den Kreis (0, q) gezogenen Tangenten die Gerade DE 
in A und B, so ist ABC das verlangte Dreieck. 
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Nimmt man statt des Punktes C den Punkt C\ und trefifen die von 
hier aus an den Kreis (0, q) gezogenen Tangenten die Gerade DE in Ä' 
nnd B\ so ergibt sich ein zweites Dreieck A'B'0\ das den gegebenen 
Bedingungen ebenfalls genügt, nur daß die Strecke ^ nicht Radius des In- 
kreises, sondern Badius des der Seite C anbeschriebenen Kreises wird. 
Durch die hier angegebene Konstruktion wird also nicht bloß die obige 
Aufgabe, sondern gleichzeitig auch die Aufgabe „Ein Dreieck aus ^^, d =» a — &, 
\^ KU zeichnen^ gelöst. 

Prenzlau. W. Stegemann. 

Auf dieselbe Konstruktion kommt diejenige hinaus, welche Herr Henke, 
Dresden, eingesandt hat unter Verweisimg auf seine Bearbeitung von 
Schlömilchs Handbuch der Math. 2. Aufl. Leipzig 1904, Barth, I, 371 fif., 
Fig. 165. 

Die Lösung beruht auf dem Satze: Die Verbindungslinie einer Dreiecks- 
ecke mit dem Punkte, wo die Gegenseite von dem zugehörigen Ankreise 
berfthrt wird, ist der Geraden parallel, welche die Mitte dieser Dreiecks- 
seite mit dem Likreismittelpunkt verbindet (vgl. Spieker, Geometrie 1890, 
8. 180). Red. 

Zu 23 (Bd. Vm, S. 331) (A. Cappilleri). — Der Satz findet sich 
als Übungsaufgabe — wenn auch nicht granz wörtlich — in älteren Lehr- 
büchern der Elementargeometrie, von denen mir augenblicklich nur J. H. 
Tan Swinden, Elemente der Geometrie, deutsch von C. F. A. Jacobi 
(Jena, 1834) zur Hand ist. Bezeichnet man das Dreieck mit ÄBCj die 

Punkte, welche auf BCj ÄC^ AB Stücke von — der Seitenlängen ab- 

schneiden, der Reihe nach mit D, E^ JP, die Punkte, in denen ÄDj BE^ 

CF einander schneiden, mit ff, H, J. so ist GJ = —r-^ r-^ • AD. 

analog für QH und HJ, femer A' (♦> — 2m)' ^ ^^ ^, ^^^ ^ 

^ fn — ififi -(- ti 

Ut von GHJ^ A den von ABC bezeichnet. Die vorstehenden Ans- 
acke findet man a. a. 0. (Anhang zum 4. Buch, S. 151, Aufg. 396,s 
^d 397,8) fertig ausgerechnet. Beachtet man nur die Beziehung AD^ 

*- ^^ 5 ' — *—^ und die beiden analogen, so folgt sogleich 

der gewünschte Satz. Die a. a. 0. (Aufg. 398,4 und 399) aufgestellten 
Ausdrücke lehren auch noch, daß der Satz für die äußere Teilung gültig bleibt 
Westend, 7. März 1905. P. ZOhlkb. 

Der Quotient aus der Summe der Seitenquadrate und dem Flächen- 
uihalte eines Dreiecks ist gleich der vierfachen Eotangente seines Brocard- 
sehen Winkels. Die beiden fraglichen Dreiecke sind also gleich brocardisch. 
^ dieser Form ausgesprochen findet sich der Satz bei A. Emmerich, Die 
Broctrdschen Gebilde, Berlin 1891, § 59, S. 125. 

Hamburg, 8. März 1905. Gustav Bbrkhan. 

Der Satz findet sich mit zwei Beweisen in W. Fuhrmann, Synthetische 
Beweise, Berlin 1890, Simion, S. 148. 

Dresden. R. Henke. 



100 Yermiflchte MiUeilungen, 

3. Kleinere Notizen. 

Die Konstmktioii des KreisTiereckeg aus der Glelcliaiig seiner Ecken 

Die durch die Gleichmig 4. Orades 

ao A* + Ol A» + «2 ^* + «8 ^ + «4 = 

gegebenen vier festen Lagen des veränderlichen Punktes x^^ : x^ '^ x^ : x^ * 
sind die Schnittpunkte des Kreises x^x^ ^^^ ai und der Hyperbel Oq x 
Oj a?! a:^ + Oj a^i rc, + a, rEj ojj + «4 ^ = 0. Beide Kurven können aus ü 
Gleichungen rein linear, d. h. als Erzeugnisse projektiver Strahlenbüs« 
konstruiert werden. 

Die beiden Fundamentaleckenstrahlen 

x^ — X x^ = 0^ flCj — Aa!^ = 0, 

deren Schnittpunkt den Kreis beschreibt, enthalten jedesmal die beiden Poi 

x^ — X x^ = 0, x^ — x^^ Oj 
x^ — X x^=^ Oy «1 — rr, =» 

der dem Parameter iL => 1 entsprechenden zwei Strahlen, welche in eü 
Strahle 

a?i — il 0^3 = 

der dritten Fundamentalecke liegen. Jeder Punkt der Hyperbel aber 
der Schnittpunkt der beiden Strahlen 

«0 «1 + «1 ^« + ^ ö« ^ '^ ^1 
(1 — /t) Og iTi + Oj x, + «4 «« =• Ö, 

die jedesmal die beiden Punkte 

iTj « 0, a^ ^1 + ^ ^s = ^' 
rCi = 0, a^x^ + a^x^^-O 

mit denjenigen Punkten 

0?! = 0, aiX^ + iia^x^^O, 

a^ = 0, (1 — ^) 0, a^i + «8 ^« " Ö 

der dem Parameter fi = oo entsprechenden zwei Fundamentalstrahlen x^ - 
und a;3 » verbinden, welche in einem Strahle 

(1— ^) OiOiXi + Oia^x^ + iiaiiH^i'^O 

des von den drei Fundamentaleckenstrahlen 

^=«0 rOjiCi+Oja^ — 0, 
^ = 1 : a^ Xg + Oj ic, == 0, 
^«ooiaja:^ — OiXi^O 

getragenen Punktes liegen. 
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Um die Beziehung zu vereinfachen, kann man den Einheitskreis x^ => 
(1 + y) (1 — y) zugrunde legen. Die vier Punkte, in denen er von der Hyperbel 

"^ ai(i + y) + a.(i-y) 

gesclmitten wird, genügen dann den Scheitelstrahlen 

welche die Achsenpunkte 

projizieren. 

Holzminden, November 1904. Georg Eober. 



Die Asfmptoten der Hjperbel. welche den Einheitskreis auf vier dnreh ihre 
Gleichung gegebenen ScheitelstraUen schneidet. 

Die vier Punkte des Kreises a** + y* == 1» welche in den vier Scheitel- 
strahlen «o(-f^-^)* + «i(f^)' + ^2(1 ^-^) + «3(1^) + «4 = liegen, 
sind, wie die Elimination von x^ beweist, die Schnittpunkte einer Hyperbel: 

^ . «o(i+y)' + q,(i + y)(i-y) + a4a-y)'_o 
"^ ai(i + y) + «8(i-y) 

die auf den neuen Fundamentalstrahlen die Punkte 

A*--l-y = 0, ao(l +y) + aia; = 
^4 • • • 1 + y = 0, a^x + a,(l - y) = 

^d ihnen parallel die Asymptote 

r=ai(l+y) + a3(l-y) = 

hat. Den Ausdruck für die andere Asymptote findet man, wenn man 
iö der Hyperbelgleichung Zähler und Nenner der gebrochenen Funktion 
^h y entwickelt und dann die Division zu Ende fährt. Schafft man als- 
<^ön die Nenner fort und setzt: 

(«1 - «3) («0 — Ö4) - «8(«o - «2 + Ö4) = «i» («1 - «s)* = «« 

(«1 -a^{a^'- a^ — Oj (oo — o, + «4) = a^, 03(1 + y) + a[x + ai(l -y)=^» 

80 ist XY+4.{a^a\ - o^a^ai + a\a^) - 

^ie Asymptotengleichung und X = die Gleichung der zweiten Asymptote. 
Erzeugt wird die Hyperbel von den Strahlenbüscheln 

«0(1 + y) + ^x + A(i,(l - y) « .0 

(1 - ^)a,(i +y) + (h^ + «4(1 -y) = 0, 

welche die beiden Schnitte 

l + y = 0, aia; + Aa,(l— y)-0 

1 - y =- 0, (1 - A)(i,(l + y) + 03^; = 
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des StrahleobUschels 

(1 - i)fl,a,(l + y) + OiOji + ia,a,(l - y) - 

projizieren. Die Tangenten in A^ and A^, d. h. die der Terbiadungslinie 
dieser Ponkte 

Oo«s(l + y) + Oj)«i^ + «104(1 -?) = o 
eDteprechenden zwei Strahlen 

«e«i(i +y) + bJ« + («lös — ao<'B)(i — y) = Ot 

(a,as — o,o,)(l + y) + aja; + a^a^(l - y) = 

sind zwei Strahlen dieses Büchelsi ihr Trftger ist also der Schnittpunkt: 

An---iHX + 0,(1 — y) = 0, 0,(1 + y) + «,3; — 0, 

dem die Asymptote y = in ihrem Büschel barmonisch zugeordnet ist. 
Hit beiden Asymptoten aber bilden zwei Tangent«D der Hyperbel jedesmal 
ein Tollstäadigea Tangenten viersei t, von dessen Diagonalstrahlen der eine 
ein Dm-chmesser, die beiden anderen also parallel sind. Die zweite Asym- 
ptote X ^- ist daher die zweite Diagonale desjenigen Trapezes, dessea 
A^A^ und dessen nichtparallele Seit«n A^A^f und A^^A^ sind. 



Eolzminden, Dezember 1904. 



Gedro Kobeb. 



Zur i^jrpUietaeB Hathematlk. 

Im 35. Band der Lepainsscben Zeitschrift Rir ägyptische Sprache nnd 
Altertiunskaade, 1897, 8. 160, gibt der bekannte Ägyptologo L. Borchardt 
nach einer der von Griffith erklärten Kahunpapyri den Inhalt der Halb- 
kugel als Funktion des Durchmessers. Es handelt sich, wie auch bei den 
Aufgaben des Papyrus Bhind, um die Ausmessung von Fruchthaufen. Das 
Maß ist eine zehntel Knbikelle. nnd es ergibt sich tüx it der Wert 3,3. 
B. sagt mit Recht, daß diese Annahme, da es sich um Getreideköraer, die 
hohl liegen, handelt, praktisch völlig genügend sei. Er fUgt hinzu, daB 
die Metbode auf praktischem Wege durch Ausmessung von halbkagUgeD 
Hänfen mit dem Hohlmaß gefunden sei. 

Ich möchte mir über den Näherungswert der Ägypter für «, wonach 
der Kreis gleich (*rf)*, d der Durchmesser, die Konjektur erlauben, daß 
er ebenfalls auf praktischem Wege gefunden. Ein zylindrisches Maß mit 
dem Durchmesser d des Grundkreises wurde mit Wasser gefüllt und dann 
in ein Maß mit quadratischer GrundflSche geleert, dabei ergab sich aua 
der Gleichimg nd*k = d^i] der Wert 13 = "; also n = 256 : 81 = 3,1606, 
was eine auffÄlUge Annäherung an das indische VlO — 3,1623 ist. — 
Nachdem Griffith in „the Petti Papyri", London, 1898, aus den Eahuner 
Papyri, Tafel 8, das erste Beispiel einer quadratischen Gleichung niitgeteilt, 
bat Schack im Berliner Papyrus 6619 ein zweites gefunden in der Auf- 
gabe: 100 Qoadratellen auf zwei Quadrate zu verteilen, deren Seiten sick 
wie 1 : 2 verhalten. Die Lösung geschieht mit der regula falsi (man vgL 
die Polemik von L. Bodet im Journal asiatique gegen Cantor). Man 
setzt die Seiten 1 und J, die Quadratsumme ist j|, und die Wurzel j — 
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es findet sich schon ein Ausdruck für die Quadratwurzel — muß mit 8 
multipliziert werden, um 10 zu geben, woraus sich die richtigen Lösungen 
8 und 6 ergeben. Wir haben also jetzt die beiden Beispiele a;* + y* « 100 
xip^lij und das frühere ajy ■=- 12, » : y -= 1 : f. Beide beziehen sich 
auf das Dreieck 3, 4, 5. 

Ich füge hinzu, daß Borchardt bereits 1893 überzeugend nachgewiesen, 
daß Skd (Seqt nach Cantor) nicht Kosinus oder Kotangente, sondern nur 
die Eotangente des Böschungswinkels bedeutet, 1. c. 1893, S. 9, uiiid daß 
er 1896 S. 69 Aufriß und Grundriß der Säule von Phjlae, also die Anfänge 
der darstellenden Geometrie aufgefunden hat. Alle diese Kenntnisse hatten 
die Ägypter zur Zeit des mittleren Reiches, also zwischen 2000 und 1700, 
d, h. zur Zeit des Abmes. 

Straßburg i. E., 26. Januar 1904. Max Simon. 



4. Sprechsaal für die Encyklopädie der mathematischen WissenschafteiL 

[Einsendungen für den Sprechsaal erbittet Franz Meyer, Königsberg i. Pr., 

Mitteltragheim 51.] 

Zu I. I. A. 2. Netto, Kombinatorik. 

S. 42. „Trägt man a^^ -^ z statt der a^ ein und setzt die entstehende 
symmetrische I). gleich Null, dann hat diese Gleichung in z nur reelle Wurzeln." 
Dieses Besultat setzt stillschweigend voraus, daß die a^^ reelle Größen sind. 
Auch in der französischen Ausgabe, S. 116, Aiükel „Equation seculaire'' 
fehlt der fragliche Zusatz. 

Preiburg i ßr. A. Lobwy. 

Berichtigungen und Zusätze zum Artikel: I. i. A. 4., Theorie der 
gemeinen und höheren komplexen Größen, der Encyklopädie. 

8. 149. Art 2. Nach Zeile 4 einzuschalten: 

»Vergleiche die Kritik J. Bolyais an der 6rau/Sschen (geometrischen) 
Darstellung in Nr. 11 der weiter unten zitierten Abhandlung. Hamüion 
lutt aogenscheinlich die 6rau/Ssche Theorie der komplexen Größen nicht gekannt. 

Faßt man nicht, wie im Texte, die positiven und negativen Größen 
lammen, so muß man vier „Einheiten" gebrauchen, (+ l), (— l), (+ »), 
i'-t). So verfährt Gauß in den Bes. biqu., ebenso, mit etwas umständ- 
licherer Bezeichnung, J, Bolyai, aber auch noch Weierstraß (in Vorlesungen).« 

Anmerkung 3 ist so zu fassen: 

»Theoria residuorum biquadraticorum 11 und die Selbstanzeige von 

fieser Abhandlung (1831). Werke II, p. 169. Das Zeichen ♦ fttr ]/^^ 
^ Gauß zugeschrieben, findet sich aber auch schon bei EtUer, namentlich 
in einer 1777 der Petersburger Akademie eingereichten Abhandlung „De 
formnlis differentialibus etc.^' (Bepr. in Instit. Calculi Integralis, ed. tertia, 
Petrop. 1846, v. 4 p. 183, bes. p. 184). Vgl. W. Beman, Am. Bull. 4 
(1898) p. 274.« 
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Bei Amnerkttng 4 ist anzufügen: 

>Alft Vorittofer HawnilUms ist zu nennen: W. Bolpcd (Tentamen XXXII), 
wlUurettd J. Bok^ m einer erst neuerdings gedruckten Abhandlung aus dem 
Jahr« IS^ der AmiMonschen Darstellung nahe kam. (S. Siäckel, Johann 
BotyaL^ Tht^ri» der imaginären Größen. Mathem.-naturw. Ber. aus Ungarn. 
Bd. XVI^ 1^9). Si^e femer De Morgan, Trigonometry and Double Algebra, 
Loiidott 1^9.« [Bas letzte Buch habe ich nicht gesehen]. 

ijk 1^5. Anmerkung 14 ist durch folgende zu ersetzen: 

>l-k Die nnt^r 8 erklärten Begriffe rühren in der Hauptsache von 
liamUtom imd De Morgan her; von letzterem stammt im wesentlichen der 
B^grtDf der AquiTalens verschiedener Systeme. Diese Begriffe liegen der 
uuUmt ^ itiitijtei^ilten Aufzählung der Systeme mit vier Einheiten zugrunde. 
Ihe vom He5»renten bei Aufstellung dieser Systeme benutzte algebraische 
Methode wird vereinfacht durch das von F. Scheffcrs^ Math. Ann. 39 (1891), 
|K ^^3 angegebene Kriteriiun der Beduzibilität, noch mehr durch Methoden, 
die »ohon 1870 Bet^jamin Peirce entwickelt hatte (Linear Associative 
Vigebra, A,m, J. 4 (1881), p. 97). Der Inhalt dieser Arbeit ist mit 
mancherlei Unklarheiten behaftet und ist daher erst neuerdings zur Geltung 
gekouunen. Sie enthält aber alles zur Aufstellung der Systeme mit vier 
oder fünf Sinbeiten Wesentliche. S. E, HatcJces^ Am. J. 24 (1901), p. 87 
und Am. Trans. 3 (1902), p. 312. Die zweite dieser Arbeiten enthält eine 
Weiterbildong der Atrc^chen Methode. <c 

S. 167. Anmerkung 17 ist wie folgt abzuändern: 

"^Fortsetaungen dieser Tafel findet man bei G. Scheffers^ Math. Ann. 39. 
i^lH9I)» p. 393, Ä Bohr, Dissertation, Marburg 1890, H. E. Hawkes, 
.\iu. Tirana. 3 (1902), p. 312. Die Methode des letzten Autors ist die einfachste.«^ 

J^ 179. Anm. 39. Vergleiche weiter unten die Bemerkung 
über GaiAß. 

8, 181. Z. 13 V. u. bis Z. 10 v. u. Der Satz: „Ein solches 
■ ' ' *-V »-i ' * • ^V** ^^^ *^ ersetzen durch den folgenden: 

«Woiui sich die Einheiten einer geeignet gewählten Basis so auf zwei 
Uiuppoa <i| • tv> ^r+i ' * • ^fi verteilen lassen, daß die Produkte der Ein- 
Uvitou <'r n * " * ^*«» untereinander und mit e^ • • • e^ alle durch ^r-\-i' ' ' ^n 
i4UdkUi'ückbai* werden, die Einheiten 6^ * * * 6^ also nur in solchen Produkten 
\vuko4uuAuu, die au9 eben diesen Einheiten gebildet sind, so kann man aus 
vtvu Ulvichuugen r « 

A\y VulUpiikaUouiU'^geln eines neues Systems mit nur r Einheiten entnehmen, 
vli»t. iv»u bo^lgitoude» System der gegebenen heißt: 



2- 



1 

'4iiiu \»4o^t»ag vgl Gauß Werke. Bd. Vm. S. 357 — 362. 

4>>i. Vbc\\jiiiu4 dui Artikels sind, soweit dem Referenten bekannt, die 
^l^^.l^a \^^ vUto*0Ji V^^genstand bezüglichen Schriften erschienen: 
'h\v, Vu NLuil, iüJ*7, p. 156. 
S^V>v V^'*^ v^ VvulviW 19. 1898. 
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EoMsdorff, Leipz. Ber. 1900, p. 45. 

^hms, Joum. de Math. [5] 6 (1900), p. 73. 

^mrhoeaiher. Am. J. 21 (1899), 369; 23 (1901), 378. 

^(mg. Am. Trans. 2 (1901), 43. 

Eawkes, Am. Journal, v. 24 (1901), p. 87. — Am. Trans, v. 3 (1901), p. 312. 

JMssm, Am. Trans, v. 4 (1903), p. 21. 

lotwf, ib. p. 44, 171. 

Frdlmius, BerL Ber. 1903, 1904. 

Shm, Am. Trans, v. 4 (1903), p. 251, v. 5 (1904), p. 326. 

Epgtem, Am. Trans, v. 4 (1903), p. 437, v. 5 (1904), p. 105. 

P(MCÄ, Arch. d. Math. u. Ph. (3) 7 (1903), 102. 

Takr, Am. Trans, v. 5 (1904), p. 509. 

Vdhlen, Abstrakte Geometrie. Leipzig 1905, B. G. Teubner. 

Bonn. E. Study. 

Zu I. I. A. 6. Burkhardt, Endliche diskrete Gruppen. 

S. 217. Bei Burkhardt heißt es: „Aus dieser Auffassung hat sich 
die allgemeine Definition einer Gruppe entwickelt als eines Systems von 
Elementen, das folgenden Bedingungen genügt: 

1. Es ist eine Vorschrift gegeben, nach der je zwei Elemente a, h des 
Systems ein drittes ab =^ c eindeutig bestimmen. 

2. Diese Komposition (Multiplikation) der Elemente ist assoziativ. 

3. Aus ab = ac folgt 5 == c, ebenso aus ba == ca.^'' 

Nach den folgenden Worten: „Umfaßt die Gruppe nur eine endliche Anzahl 
Elemente, so heißt sie eine endliche,^^ soll die in der Enzyklopädie mitgeteilte 
Definition auch allgemein eine unendliche Gruppe definieren. Dies ist aber 
unzutreffend, wie das einfache Beispiel aller Elemente der Form 2^ zeigt, 
wobei q alle ganzen positiven Zahlen außer g = durchläuft Inbezug auf 
^e Multiplikation erfüllen die Elemente der Form 2? die obigen drei Be- 
diogODgen, trotzdem bildet das angegebene System der Elemente 2^ keine 
Gnippe. Da q nur alle ganzzahligen positiven Werte, aber nicht den Wert 
^oll annimmt, so enthält das System weder das Einheitselement noch zu 
j^em das reziproke. Die in der Enzyklopädie gegebene Definition ist nur 
^n korrekt, wenn noch als weitere Bedingung postuliert wird, daß das 
System nur eine endliche Anzahl von Elementen umfassen soll. Der Folge- 
wtz müßte also lauten: Wird dem System (nicht der Gruppe) noch die 
Weitere Bedingung auferlegt, nur eine endliche Anzahl von Elementen zu 
^fassen, so definiert das System eine endliche Gruppe. 

Über Definitionen einer Gruppe (endlichen wie unendlichen), die keine 
Überflüssigen, aber auch nicht zu wenig Voraussetzungen umfassen, ist übrigens 
^ vergleichen: £. V. Huntington, Simplified definition of a group. 
Bulletin of the American M. Soc. (2) 8, 296, sowie die Nachbemerkung 
^ American M. S. Trans. 4, 30. £. V. Huntington, A second definition 
^ a group. Bulletin of the American M. Soc. (2) 8, 388. Am Schluß 
^eses Aufsatzes weist auch Huntington mit Berufung auf das System der 
S^&zen positiven Zahlen, die inbezug auf die Addition die obigen drei Be- 
dingungen erfüllen, darauf hin, daß drei Postulate von der Form 1, 2, 3 
nicht zur Definition einer unendlichen Gruppe genügen. Vgl. femer: E. H. 
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)orc, A definilion of abstract groups. American M. S. Trans. 3, 485, 

i zitierten Aufsätze sind nach A^bschluß des Enzjklopädieartikels erschienen, 

Freiburg i. Br. ^_^^__ ^ Loewv. 



Zu I. D. 4^ 



ohlm 



n, Lebe] 



hernnga.-Mathem&tik. 



S. 853, Z. 6 V. u. „Die deutsc-henLebensversicherungsgesolJschaften legen 
ihrem normalen Todesfallgeschäft heutitutage die Tafeln der 17 E. G., die 
Tafeln M I der 23 D. G. oder andere hier nicht aufgeführte Tafeln zu Gnindr." 
Hierzu ist zn bemerken: Die im deutschen Reiche beim normalen TodosfallgeschSft 
verbreitetste Tafel ist die aus gemeinaaoien Beobachtungen an Männern und 
Frauen konstruierte Tafel M u. W I der 23 D. G. Sie wird von mehr 
ala 30 deutschen LebensversicherongsgeseUschaften benutzt. (Vgl. Jahrbuch 
f. d. Versicherongswesen im Peutschen Reiche. 1903. Herausgeg. von. 
Dr. C, Neumann. S. 540. Siehe auch A. Loewj, Versicherungsmat.be- 
matik. (1903). Sammlung Gßschen, S. 43.) 

Die Tafel 23 D. G. M I wird wohl von keiner deutsehen Lebensver- 
sich er ungsge Seilschaft verwandt. Die Tafel 17 E. G. besitzt heute fftr die 
deutschen Lebens Versicherungsgesellschaften bloQ eine untergeordnete Be- 
deutung: sie kommt zumeist nur noch hei Bestimmung der Prämienreserve 
für alten Versicher imgsb es tand in Frage. 

In Zusamraenhang mit der oben erwUhnten Stelle können, wie mir 
scheint, die Bemerkungen über normale Risiken (S. 864) und besonderB 
die Worte aui S. 868: „Jede bessere Sterbetafel trennt jetzt die Geschlechter | 
(so die 20 E. G. in H. M. u. H. F., die 23 D. G in M u. W, die Grund- 
zahlen der 4 F. G. in H u. F.)" vielleicht irreführen und zu glauben ver- 
anlassen, daß die Leben sversieherungsgesell Schäften zumeist Manner und 
IVauen nach getrennten Tafeln versichern. Über die in Deutschland, Eng- 
land und Frankreich übliche Pra-xis darf ich mir erlauben, der Kürze wegen 
auf 8. 44 u. 45 meiner schon zitierten kleinen Versieh erungsmathetnatik 
zu vorweisen. 

S. H80. Letzte Zeilen in Anm. 76): „Ganz sicher geht man, wenn man 
annimmt, daß die Todesfälle alle zu Anfang des Sterbejahres stattfinden und 
A durch A. ersetzt | fi-anzösischer Usus)." Hierzu ist zu bemerken; Es 
wa^ alter französischer Usus, die Formeln so zu berechnen, als wenn die 
versicherte Summe von selten das Versiehe ningsinstitutes schon bei Beginn 
des Versicherungsjabres, in welchem der Tod erfolgt, zu zahlen wBre. Dieser 
Gebrauch ist aber schon längere Zeit in Frankreich aufgegeben; man macht 
dort heute meistens die Annahme, daß der Auszahlungstermin durchschnitt- 
lich in die Mitte des Versicherungsjahres fHllt (Vgl. Bericht des eidge- 
nCsBisohen Versicherungsamtes über das Jahro 1893, S. 21). 

Freiburg i. Br. A. Loewy. 

Zu L F. E. Mehmke, Numerisches Rechnen. 

S. 993. Anm, 272). „Bis in die neueste Zeit ist der Irrtum verbreitet 

gewesen, die von J. Neperin seiner „Mirifici logarithmorum canonis descriptio" 

1614 veröffcntÜchten Logaritliinen seien natürliche, weshalb letztere vielfach 

Neperscbe Logarithmen genannt werden; jedoch bat G. Kewitsch [Zeit 
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sehr. maih. natnrw. ünterr. 27 (1896), p. 321, 557] nachgewiesen, daß 

Nepers Logarithmen der Basis - entsprechen, während die Basis e den 

^ten*^ (weil rot gedruckten) Zahlen in Joost Bürgis „arithm. u. geometr. 
Progress-TabxQen . . /' Prag 1620, zukommt.^ Zu der angegebenen Stelle in 
der Enzyklopädie ist folgender Passus in Lagranges Le^ons 4lementaires sur les 
math^matiques, wie ich glaube, nicht ohne Literesse: Conformement a cette 
id^, 81 Ton prend pour les deux premiers termes de la progression g^o- 
metrique les nombres tr^ peu differents 1 et 1,0000001 et pour ceux de la 
progression arithmetique et 0,0000001, et qu'on cherche successivement, 
par les r^gles connues, tous les termes suivants des deux progressions, on 
trouve que le nombre 2 est, a la huitieme decimale pres, le 6931472* de 
la progression geom^trique; de sorte que le logarithme de 2 est 0,6931472; 
le nombre 10 se trouve le 23025851® de la meme progression; par 
eons^quent le logarithme de 10 est 2,3025851, et ainsi des autres. Mais 
Neper, n'ajant pour objet que de determiner les logarithmes des nom- 
bres moindres que Tunite, pour Tusage de la Trigonometrie, ou les sinus 
et les Cosinus des angles sont exprimes en fractions du rajon, a considere 
la progression geom^trique d^croissante dont les deux premiers termes 
seraient 1 et 0,9999999 et il en a determine, par des calculs immenses, 
les termes suivants. Dans cette hjpothese, le logarithme que nous venons 
de trouver pour le nombre 2 devient celui du nombre ^ ou 0,5, et celui 
du nombre 10 se rapporte au nombre ^^ ou 0,1, ce qui est facile a 
concevoir par la nature des deux progressions (Oeuvres de Lagrange 7, 
195). Die von Lagrange im SchluBsatze gemachte Angabe läßt sich in die 
Formel kleiden: s « | 

log a — log-, 

wobei N die Basis der Neper sehen Logarithmen bedeutet. Hieraus folgt unmit- 
telbar A"« -. Lagrange wufite also auch, daß den Nep ersehen Logarithmen 

^ 1 

^Ht die Basis e, sondern - zugrunde liegt. In der Nep ersehen Tafel 

steht übrigens die Zahl 6931469, nicht 6931472. 

8. 1078. Bei der Berichtigung zu S. 984, Anm. 216 findet sich die SteUe: 
ttHiemach findet sich diese Regel im ersten Kapitel von Oughtred's Glavis 
"»»thematicae." 

Statt ersten ist zu lesen vierten. In meiner Note im Archiv der 
Äth. (3), 3, 8. 322 heißt es auch richtig im vierten Kapitel. In dem 
^'sten Korrekturabzug der Note, der Herrn Mehmke durch Vermittelung 
^ Redaktion des Archivs wohl nur zur Zeit vorlag, stand ersten statt vierten. 

Preiburg i. Br. A. Loewy. 

Kewitsch selbst erklärt [Zeitschr. f. math. u. naturw. ünterr. 27 
(1896), p. 577]: „Um so mehr halte ich es für meine Pflicht, auf eine 
^beit von Max Koppe aufinerksam zu machen [Osterprogr. 1893, Berlin 
Andreasrealgymn.], in der er zu demselben Ergebnis gelangt ist wie ich. 
Leider habe ich zu spftt, erst durch ihn selbst davon Kenntnis erhalten." 

Ball [A Short account of the history of mathematics. 1888, p. 175] 
sagt: „The logarithm of a quantitj n was what we should now express 
hy the formula lOMog (lOV«)." 
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Cajori [A history of raathematics. New York, 1811-1, p. 163]: Nap. 
logy = 10'log(lO'/j/): „It is evident from this formula tbat Napier's 
logarithiDs are not the same as tbe natural Jogarithms . . . The notion 
of a „base" in fact never euggest«d itself to bim. Tbe one demanded bj 
bis leasoDiog is tbe reciproc&l of tbat of tbe natural System; but such fe 
base would not reproductt accurately at] of Napier's Sgures, owiog td 
alight inaticuratües in the calculation of the tables," 

Paul Tannery [Bull, des sc. math. (2) 20, p. 82, 189G in der An- 
zeige der photo typischen Reproduktion von Nepers Mirifici logarithmonun 
caitonis deecriptio]: „Avant tout, Ü serait essentiel de faire disparajtre I«| 
malen CO ntreus usage d'employer te t«rme de logariÜime nSpSrien comme sj^ 
nonymc de logarithine naturel ou hypcrbolique . . , Soit a un sinusj 
/-(a) son logarithine naturel, N{a) le nombre de Napier (A = 10^, on ^ 
la relation N(n) = AL(Ä/a) , . ^ M. Siegmund Günther dc me paraK 
pas avoir tenu un corapte süffisant des articles de Biot dans le Journal 
des Savanis, mars, mai et juin 1835, articles dont le demier, en parti- 
cnller, est jusqu' a present l'etudc la plus approfondie qui ait ete faite de 
la ConstrucHo." 

Wir verweisen außerdem auf die JDarstellung in Klügel, Mathemati- 
sches Wörterbuch, dritter Teil, p. 533— 540, 1808; endlieh auf den Artikel 
von M. Koppe in den Sitzungsber. der Berliner Math. Ges. 3, p. 48 — Ö2, I !)04. 

Berlin. E, Lampe 



Zu I. ti. 1. Bachmann, Niedere Zablentheorie. 
S. 577, Die in Anm. 59 erwähnte „Identität von d'Anrifeuille": 

4<„ + ! ^ 1 _ (2*" + ' + 2- + ' + 1)(2»"*' - 2"^> + 1) 
ist eine einfache Folge des Satzes von Sophie Germain: ir* + 4 ist nicht 
prim, sondern x* + i ^ (x^ -i- 2x + 2)(x» -2x+ 2). 

Man braucht in diese IdentitBt nur x-^2'''*'^ einzusetzen ond dann dit_ 
Gleichung durch 2^ = 4 zu dividieren. Es ist also wohl iiberftäesiff, obig 
Identität noch mit einem besfmdtren Namen zu benennen. 

Potsdam, 10. Dezember 1904. Otto MEifiBMER. 



Zu I. u. C. 2. K. Tb. Vablen, Arithmetische Theorie der Forme«; 

Herr K. Th. Vahlen hat sub Nr. 2 (1. Bd., S. 601) die Präge i 
örtert, welcher Art und in wieweit man mit Hilfe der ganzzahligen positive 
Auflösungen 1 und (/') der Gleichungen: 

u) ^^^ = ±., 

worin If eine gegebene ganze positive Zahl ist, 
Auflösungen (, « der vier Gleichungen 



- = ± 1 , (' - Dm» = ± 1 



1) Der KÜrxe wegen schreibe ich T und Ü statt 7" und 



i ganzzahligen positiven 

I 

-■ und ü". f 
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fifiden kann. Die Beantwortung ist aber in sehr knapper Form gegeben; 
es sei deshalb, nicht gegen den Willen des Herrn Verfassers, eine spezieller 
eingehende Darstellung der Resultate gestattet. 

Bei der Auflösung der Gl. (l) darf und soll hier U immer als un- 
gerade vorausgesetzt werden. Für D sind aber die vier Fälle 

2) = 0, oder 1, oder 2, oder 3 (mod. 4) 

ZQ unterscheiden. In den letzten beiden ist die Auflösung der Gl. (1) (fElr 
ungerades ü) unmöglich, in den ersten beiden erhält man folgende Resultate: 

I. D = 1 (mod 4). 

A. T, U seien die kleinsten Auflösungen der Gl. 

(2) ^:^^^=-i. 

^ ^ » 3, 9, 15, 21 etc. setze man 

dftim ist ^ gerade, u^ ungerade, und 
Färt-1, 5, 7, 11, 13, 17 etc. setze man 

V 2 / ~" 2 ' 

dann sind tj^ und u^ ungerade und 

4 ^• 

^^•e, 12, 18, 24 etc. setze man 

^»M ist f, ungerade, u^ gerade und 

^ i= 2, 4, 8, 10, 14, 16 etc. setze man 

^■lui sind t'. und u^ ungerade und 

4 ^* 

B. T und U seien die kleinsten Auflösungen der Gl. 

(8) ?^^1^-1. 
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Für Ä; — 3, 6, 9, 12, 15, 18 etc. setze man 

(l±^)' _ ,. + ..V5, 

dann ist f ür Ä = 3, 9, 15, • • • tj^ gerade, Uj^ ungerade, für Ä = 6, 12, 18, • • • t^ 
ungerade, Uj^ gerade und immer 

Für Ä; =» 1, 2, 4, 5, 7, 8 etc. setze man 
dann sind tj^ und u'^ ungerade und 



tä^^J^^l 



n. 2> = (mod 4), D = 42>i. 

A. T, U seien die kleinsten Auflösungen der Gl. (2). Dann muß T 
gerade sein, T=» 2 2\, und es sind nur die beiden Möglichkeiten vorhanden: 
T^ gerade, D^ ungerade, oder T^ ungerade, D^ gerade. 

Für ein ungerades k setze man in beiden Fällen 

dann ist tj^ gerade, u^ ungerade und 

T 



t;«-2)u ;«_ ^ 



Für ein gerades k setze man 

Dann ergibt sich, wenn Tj gerade ist, t^ ungerade, u^ gerade; wenn T^ un- 
gerade ist, t^ ungerade, m^^ für A; => 2, 6, 10, • • • ungerade, fttr % => 4, 8, 12, - • ■ 
gerade; immer aber 

B. jT, U seien die kleinsten Auflösungen der 61. (3). Es bleibt alles 
wie unter A.^), nur daß für ungerades k die 61. 

gut. 

Königsberg, Oktober 1904. L. Saalschutz. 



1) Je nachdem T, gerade oder ungerade, ist tj^ durch 4 oder ntir durch S 
teilbar. — Ist T, ungeiade, so ist in A. .D^ ^ 2 (mod 4), in B. D^ durch 8 teilbar. 
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Znr Bildung der symmetrisclieii Funktionen. 

Von Louis Saalschutz in Königsberg i. Pr. 

Wir stellen uns die Aufgabe, eine symmetrische Funktion der 
a^b, c . , ,f die wir in üblicher Schreibweise als ^a^^ h^ . . , pr 
Li nach den Potenzen der Elementarfunktionen oder präziser 
der Funktionen: 

^— — ^a, -4, ="^a6, -4j==— ^a6c, A^=^ ^ahcdetQ., 

sa ordnen, so daß wir mit einer Potenz von A^ (wenn eine solche 

vorbanden ist) beginnen, dann die wachsenden Potenzen von Ä^y in 

deren Koef&zienten Ay^ vorkommt, folgen lassen, dann diejenigen von A^ 

mit A.^ und A^ in den Koeffizienten hinzufügen, und so fort. Die für 

die Auflösung ersonnene Methode läßt sich nicht immer glatt anwenden ; 

ist es aber der Fall, so besitzt dieselbe mancherlei Vorzüge, wie die 

ürinnerung an die bekannten Methoden zeigen wird. 

Die bisher angewandten Methoden sind im wesentlichen folgende: 
L NewUm-Waringsdtc Methode. Nach Darstellung der Potenz- 
■ommen der Wurzeln einer gegebenen Gleichung durch die Koeffizienten 
derselben {Newtons Formeln aus der Arithmetica universalis p. 192, 
aufgelöst Yon Wa/ring in den Meditat. algebraicae p. 225) kann jede 
ganae symmetrische Funktion der Wurzeln durch die Potenzsununeu 
und somit durch die Koeffizienten der Gleichung ausgedrückt werden 
(m. Send Algfebre sup^. t. I § 173). 

n. Waringsdie Methode (a. a. 0.). Ist F — ^a^'i'^^^».. ., so 
IvQdet man Af^~^Af*~^ Ag*'~P* . . ., führt die Multiplikationen aus, so 
deß eine Summe der Form ^a^^ l^c^ . . . + Ci ^'a'* 6««^«» . . . + etc. 
entsteht^ und zieht dieselbe von V ab, so daß wieder eine symmetrische 
Fnnktion übrig bleibt, und verfährt damit ähnlich (siehe Herrvt a. a. 0. 
§ 174). Die Zahlenkoeffizienten können aucli nach dem Vorschlag des 
Herrn Netto (Substitutionentheorie, 1882, § 10) durch Beispiele ge- 
Itanden werden. 

HL Die Methode von Caudiy ('s. Serret a. a. 0. § 177). In der- 
selben werden die Wurzeln der Gleichung nach und nach durch Divi- 
flionfin eliminierL 

Aw^Lt 4ot IbtbmMtUc und Phyiik. III. Reihe. IX. 8 



114 I.OU.« Saalschutz: 

IV. Cayleys und Brioschis Methoden mit Hilfe der partiellea 
DüFerentialgleichungen. Sie erfordern die Daratelluiig von V durch die 
Potenzsummea und die Auflösung gewisser Gleichungasysteme (siehe 
tau di Bruno, Einleitung in die Theorie der binären Formen, deutsch 
von Walter 1881 § 2).') 

Alle diese Methoden werdeu bei Funktionen höheren Gredes (oder 
Gewichtes), abgesehen von einzelneu besouderB für sie geeigneten Auf- 
gaben, rasch unbequem und in der Praxis fast undurchführbar und 
bieten bei auJe^cssivr Bereelinung d. h. so, daß zuerst )■, dann r-f- 1, 
dann r + 2 Elemente etf, als vorhanden angenommen werden, keine 
nennenswerte Erleichterung dar. Das wird bei unserer Methode, bei 
der das Resultat nach Potenzen des letzten Koeffizienten der Gleichung 
A^, bezw. A„_^i geordnet wird*), gerade erstrebt, und wir glaubeu 
als Vorteile derselben den bisherigeu gegenüber die folgenden ani^hreit 
zu dürfen. 

1. Zur Bestimmung der Koeffizienten der Potenzen Ton A^_^, be- 
dürfen wir nur der Koeffizienten der Potenzen von J^ mit Aiissditaß vonA'^. 

2. Die Berechuung eines Koeffizienten bedarf nicht der gesonderten 
Au&tellung seiner Bestandteile in litteraler Hinsicht (nach Warintf) 
und der dann folgenden Bestimmung ihrer ZahJenfaktoren durch kom- 
binatorische Betrachtungen oder durch Auflösung linearer Gleichungen, 
deren rechte (bekannte) Seite mit wachsendem n immer unbequemer 
zu bilden ist, sondern der Differentiation ganzer Funktionen. 

'd. Die Kechnung wird über ein gewisses n hinaus immer leichter 
und kürzer. 

4. Zur Vereinfachung derselben sind Formeln entwickelt, welche, 
wenn mehr als zwei Elemente in die symmetrische Funktion eingehen, 
bis zu Funktionen vom 23. Grade ausreichen. 

Immerhin bleibt die Ausführung bei höherem Grad der Funktion 
langwierig; dies hegt aber in der Natur des Problems, wie die lang 

1) In neaerer Zeit hat P. Gordan (Mathem. Adti. &S, 5Ülff.) eine Arbeit 
■llgemeiaeren theoretisch wertvollen luhaltes über die BfmiuetriBcheii Funktionen 
veröffentlicht, in welcher unter anderem gowiase dieser Funktionen, wie die Di»- 
kriminatUr einer algebraischen üleichiiug and die Kegultante zweier Gleichungen, 
linrch Potenzsiimmen oder damit eng zuBammenbängendc ajmmetrische Elementnr- 
Innktionen anagedrütkl werden. Dieie Abhandlung sowie die sehr intereu&nte 
Arbeit von K. Th. Vahlen (Acta Matbem. 23, Ol ff.) über Fundamental-Systeme 
filr i^rmmetrische Fanktionen stehen indegsen zum Inhalt gegenwärtigen Anfsatic« 
in keiner engeren Bezitbiiug. Daartclbe gilt Buch von anderen, e. B, der nmfang- 
reichen Arbeit von KoBtka im .Tuora. f. r. u. a. Math. 98, SS. 

9) Wie es bei der Berechnung der Diakriminant« nach Sfrret (■. a. ■, 0. 
g 30!) geschieht. 
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gestreckten Resultate zeigen , welche sich durch keine Methode ver- 
kürzen lassen. 

Der Stoff ist in folgender Art angeordnet worden: 1. Darstellung 

der Methode. 2. Allgemeine Formeln für P^^. 3. Die Differentiation 

» 

der P^. 4. Schrittweise Verminderung der Rechenoperationen. 6. Bei- 
spiele. 6. Ausgeschlossener Fall. 7. Beispiele dafür. 

1 . Darstellung der Methode. — Sei V die Bezeichnung für die sym- 
metrische Funktion ^gp» Ip* c^* . . . e^r—ifPr der vorhandenen r oder 
mehr Elemente a, 6, c etc., welche aus dem Gliede a^^h^^ • • • e^r—ifPr 
entsteht, wenn die nach abnelwnender Größe geordneten Exponenten 2\P% 
' ' ' Pr fest an ihrer Stelle belassen und für das System der Basen nach- 
einander alle Variationen ohne Wiederholungen rter Klasse der vor- 
handenen Elemente genommen werden, wobei jedoch die etwaigen 
gleichlautenden Glieder nur einmal zu schreiben sind. Ist n die An- 
zahl der Elemente (n ^ r), so schreiben wir spezieller: 

(1) V^ =^a''l 6ä . . . ßPr- 1 fPr . 

(n) 

Nehmen wir a, b, c, • • • als gleichartige Größen ersten Grades an, so ist 

F, vom Grade (oder Gewichte) ft + ft + hPr ^^^ läßt sich, wie 

bekannt, durch die positiv oder negativ genommenen symmetrischen 
Elementarfunktionen, d. h. durch: 

(2) Ol = —^«9 «2 = ^ötfc, a, = — ^ahCy ••-,««'=('" l)'*«^^ • • • i, 

(deren Index zugleich ihren Ghrad angibt) oder durch die Koeffizienten 
der Gleichung 

(3) 6"+ «16"''+«^""'+ • • • + ««- J + ««= 0, 

deren Wurzeln a, 6, c, - - -l sein sollen, ausdrücken. Sei dies nach 
^end welcher Methode ausgeführt, so ordnen wir F^, welches wir als 

rnnktion der cc^^ als F„ bezeichnen, nach Potenzen von a^ und stellen 
^8 die Aufgabe, die in gleicher Art gebildete Funktion: 

(n+1) 

^o z\x den obigen Größen a, b, > - l noch die eine t hinzukommt, und 
^^ diese n+ 1 Größen der Gleichung 

(5) a;«+i+ A^x''+ ^x^'-^-f • • • + A^x + ^„^1 = 

genügen, durch die Koeffizienten derselben und zwar nur mit Hilfe 
i^ Ausdrucks für V„ auszudrücken. 

8* 
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Die beiden Funktionen F^^j und F„ können wir in folgender Art 
miteinander in Zusammenhang setzen: 

(6) F,^, ^r„+ tfr^a"- ■ ■ ■ ef.-x + (p.-,^«f. . . . f f. + . . . 
-I- V^^a^' ■ ■ ■ efr; 

andererseits ordnen wir K^ + i nach Potenzen von A^^^, setzen also, 
indem wir die unbekannten, A^ bis A^ enthaltenden Koeffizienten 
mit P^ bezeichnen (k^^Ohiaq): 






(7) 

Hierin ist (/ die grüßte in dem Bruch 
Pi+Pt + -- ■ 



-Pr 



enthaltene ganze Zahl. 

,+i , + 1 .+1 
Diese Koeffizienten P^, Pi, •■ ■ P,, wollen wir nach der Mac Lan- 
rinschen Methode bestimmen, und nehmen z.u diesem Zweck v4,,>4j, --•^, 
als fest gegeben, A^^^ als veränderlich an; dann sind die Wurzebi der 
tileichung (5) von -4, + i abhängig, und diejenige Wurzel, welche gleich- 
zeitig mit ^„^1 verschwindet, bezeichnen wir als t, während die anderen 
in diesem Spezialfall die Wurzeln der Gleichung 
x'-V AfX"-* H h -^,. = 

sind. Hat nun Gleichung (it) dieselben Wurzeln wie Gleichung (5) mit 
AuflBchluti von t, so ändern sich auch die Koeffizienten dieser Gleichung 
«,, «,, ■ ■ ((, nicht, und zwar bestehen zwischen diesen lind den A^ die 
bekannten Beziehungen: 

(8) a, = ^, + A,_^t + ^i_,(» + ■ ■ ■ + A'*-' + /'. i' = '.». "! 

Denken wir nun in (ti) die symmetrischen Funktionen der Wnraeln 
von (3) als Funktionen ihrer Koefüzieuten ausgedrückt, schreiben also: 

(9) v.t,-f.+<''/',(«,--o+"'-'/;(«,-«j+-+"'/'-(". •".). , 

ao wird die Natnr der Funktionen f\, ^, ■ ■ ■ f, durch die Änderung ihrer J 
Argumente nicht berührt. 

Wir machen jetzt bezüglich der Exponenten p,, p», ■ ■■ Pr '''• 
beschränkende Voraussetzung, daß 




,=["^^+_+f']<p. 
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Nun setzen wir die rechten Seiten der Gleichungen (7) und (9) 
einander gleich und dann -4^^^ = 0, womit auch <«= wird, so folgt 

(11) "^«-(Öo- 

Jetzt differenzieren wir nach Ä^^^ und setzen dieses gleich 0, so folgt 






«4-1/0 
ebenso ist überhaupt: 



n+l / /l*ir \ 







Die Differentiationen werden in der Art ausgeführt, daß V^ sich in- 
folge der Gleichungen (8) als Funktion yon t darstellt, und t vermöge 
der Gleichung 

(13) <"+!+ A^t^+A^t-'^-h "' + AJ + Ä^^, - 

von -4,^1 abhangt Die weiteren Glieder der rechten Seite von (9) 
bleiben, weil selbst die höchste Anzahl q der Differentiationen 
wegen (10) kleiner als p^ und ^ == zu setzen ist, ohne Einfluß. 

Ehe wir die allgemeinen Formeln entwickeln, nehmen wir, um 
das Charakteristische der Methode klar zu legen, ein sehr einÜEiches 
Beispiel: 

Für n =- 2 ist 

F, =» — o^aj: 

rs) (2) 

Durch Differentiation von (8) nach t folgt: 

und durch Differentiation von (13) mit n ^2 nach .^3: 
Weiter ist 

^ = [|]-l,Pr = 2; 

also (10) erfüllt und somit nach (11) und (12): 

s 



dt . ^ /^ / <i«\ 1_ 
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Wir könnten hieraus in gleicher Art V^ und dann F5 bilden, welch' 
letzteres gleich dem allgemeinen V wäre, unterlassen es aber, weil sich 
später noch eine weitere Erleichterung der Rechnung ergeben wird.*) 
Anmerkung: Es ist weitaus am einfachsten und für unsere Methode 
charakteristisch; unter i die gleichzeitig mit A^^^ yerschwindende 
Wurzel zu verstehen, aber notwendig ist es nicht. Verstehen wir 
unter t eine beliebige Wurzel der Gleichung (13), so müssen wir, im 
obigen Beispiel, a' + 6^ und a* + 6* durch a^ und a^ ausdrücken, in 
den Differentialquotienten i (von Null yerschieden) belassen, und kämen 
dann schließlich, indem sich alles Überflüssige forthebt, zu demselben 
Resultat; allgemein ebenso, erforderlichen Falles mit Hilfe der Gleichung: 

r+^ + A^t'' + ^^"^ + '- + AJ^Q. 

ii + l n-f 1 / d^V \ 

2. Allgemeine Formeln für P^ — Um Pj^, das ist (siehe (12))/ «_ J 

^^^H -f 1' 
allgemein bilden zu können, bedürfen wir der höheren Differential- 
quotienten von V^ nach t, derjenigen von i nach -4„+i, und zwar 
beiderlei Ableitungen für t (und -4„^.i) gleich Null, und der bekannten 
sie verbindenden Formeln für die höheren Differentialquptienten. 

Was das erste betrifft, so ist der Voraussetzung nach F, auf 
die Form 

(14) K = Po+Pl^n+\PX + lP><+--- 

gebracht; die Differentialquotienten von V^ nach t setzen sich also aus 



n 



denen der P^ nach t und denen der Potenzen von «^ nach t zusammen. 
Die ersteren hängen von dem besonderen Problem ab, und wir kommen 
auf dieselben noch einmal zurück (s. 3«). Die letzteren lassen sich 
in folgender Art finden. Für die erste Potenz ergibt sich direkt durch 
Differentiation von (8) für < == 

Im!A^__^ för w </: 
k! „ m = k 

„ m > k 

und um die höheren Potenzen von a^ zu differenzieren, benutze man 
die Formel: 

(16) ^'('iü^-) « symb (U + V + W + " •)*; 

1) Siehe die Fußnote zu dem Beispiel V= 2J(abcy in 5« 
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worin die Potenzen durch die entsprechenden Differentialquotienten und 
insbesondere die 0^® Potenz durch die Funktion selbst zu ersetzen ist. 
Ordnet man dann noch die rechte Seite yon (16) nach Summen im 
Sinne derjenigen in den Gleichungen (1); (2)^ etc., setzt darin u, v, w, . , . 
einander gleich und etwa gleich y^ läßt die Summenzeichen fort und fügt 
statt deren die Permutationszahl der Exponenten als Faktor hinzu, 
so erhalt man den hten Differentialquotienten yon jf, wenn man die 
Anzahl der Funktionen u^ v, w, . , . gleich r macht. Z. B. ist 

(u + v + w + z + sy ==^{u^f/^ufi^^) + 3^M»t;M;V6'^ + ^^uvwsfi^ 

und demnach 

(17) ^'i; = 5y"y + 60y"yy + my'y'y'y*. 

In dieser Art erhält man mittels der Gleichungen (15) die auf S. 120 
folgenden Formeln (18). 

In diesen Gleichungen ist Ä^ durch 1 zu ersetzen, während ein A 
mit negatiyem Index yerschwindet. Mit Hilfe derselben (mit n statt Ti) 
können wir die Ableitungen yon V^ nach tj fär / = 0, nach Potenzen 
yon A^ ordnen, und wir bezeichnen nun die Koeffizienten derselben 
mit D^D^D^ . . ., E^Ey^E^ , , . etc., indem wir setzen: 

(^) = ^0 + E,An + E,A\ + E,A\ . . ., 



(19) 



(^) = Fo + F,An + F,A\ + F,Al + . . ., 







(-^) == Go + G,A, + G^A\ + G^Al + • . ., 







etc. 
Die Koeffizienten Dq, D^, Dg etc. setzen sich aus den Ableitungen 

n 

der P^ nach t (für ^ = 0) und den Größen A^ bis -4„_i zusammen; 
wir brauchen fOr die weitere Rechnung nur einen Teil derselben 
und werden die erforderlichen Werte nachher (in den Gleichungen (23)) 
angeben. 

Um nunmehr die Differentialquotienten yon t nach A^^^^ bilden 
zu können, brauchen wir bereits die Formeln für die höheren Differential- 
quotienten, deren fOnf erste wir hier folgen lassen. Wenn Y eine 



120 Louis Saalschutz: 

U^-^) = A f— *"! - 2A 



(^*). = 3^-1 AS ('!;?) = ^A-,Äl + 6Al.,A, 

(^i^*)." 24^,_,^J + 72^,_,^,_,^| + 24^J_.^„ 
(-d?)r 30^,_,^;. + 120^,_,^»_,^» + 60^J_,^J, 

&*).= ^8 A-i A + 48 A_,^*_i + 24^«_„ 

G?),= ''2A-.^I+ 144^,_,.1,_^ A+72^»_, A+72A_, A»_„ 

(''j;;*) = 96A_,^» + 2S8A,_,A,_,Al + 1UAI_,AI 
^^ ^°+28SA,_,Al_,A,+ 24Al_„ 

(^j;/) = l20A,_,At + 4S0 A,_,A,_,Al + 240^»_,^J 
V 120 A, _, AI _, AI + 120 At_,A„ 

CI?) = 360^1,_,^| + 720^,_,^,_,.4» + 720A_,A_,A 

(^I?) = -iSO^-s^J + \U.OA,_,A,_,A\ + 1440A_,A., A* 

Cd?)r «00^-'.^ + 2mA,_,A,_,A\ + 2400A_,A_,^» 
+ 2400A,,^J_,ilj + 120^»_i. 
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Funktion Yon t, t eine Funktion Yon v ist; so gelten die Glei- 
chungen 

dY ^dYdt^ 
dv ^ dt 3t7*' 

d^Y d*Y/dtW dYdU 



(20) 



I-.- 



l) + 



dv* dt* \dv/ ' dt dt7«' 
d^Y 

d*Y^d*Y/dtW r.d'Y/dt\*dH , d*Y 
dv* ~ dt 

dYdU 



dt'' \dv) + ^ dt' dvdv* "^ dt dt?«' 

* \dv) "^ ^ d<» Wt/ dv* "^ d<« r^UW "^ dvdv^f 



dt dv*^ 

d»y ^/1?\* I ^r.d*Y/dtYd*t p^d^Ylndt (dUy ^/dt\*dU\ 
dv*' ^ dt* \dvl + ^" d«* Wt?/ dv* "^ ^ c/i» rdt; \dv*) + "^Ut?/ d»»l 

"^ ^ dt* \^dv*dv* + ät7dt?*) "^ dt dv*' 
^ etc. etc. 

Setzen wir die linke Seite der Gleichung (5) gleich Yy x ^t und 
f? =» -4^^i, so erhalten wir: 

^^ = { (n + 1)<- + n Ji<-» + • • . + A,]^- + 1 = 0, 



also ftlr ^ => 

dt 



^(^r;) + ' - "■ 



Mittels dieser Gleichung und der vorher mitgeteilten (20) , deren linke 
Seite verschwindet, erhalten wir nun sukzessive die Werte: 

// dt \ ^__ 1 / d'e \ ^^1.^ 1 

d*t \ e^n-2 12^1-1 



(21) 



v^u). 



Ä* Ä* ' 

n n 



dH \ 2*^.-3 , 120^,_,^,_, 120^;_, 



/ JH \ '»^.-3 , 



^n K 



120^,_^ 780^,_,^,_j + 360^;_j 2520 J,_,^i_, 






^4" 
^n 



1680 ^J_j 



überhaupt 






^m — 2 



2m — 1^ 
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wo die Konstanten c^, Cj? • • • ^m-s ^^^ ^n-u ^n-tj • • •? -^«-m+i *^" 
hängen und insbesondere 

c^_, = - 2'"-^ .13 5.. .(2m - 3) 

ist. Setzt man nun in den Gleichungen (20) V^ statt Y und A^^^ 
statt V, so erkennt man als Form für irgend einen — etwa den Aten — 
Differentialquotienten von F, nach A^^^ die folgende: 



»•> '0 *^ '0 



worin die Eonstanten rf^, ^,, ... von -4^_i, A^^^ ^^' abhängen und 
sämtliche Exponenten Si, s^, . . . größer als X sind. Für die Differential- 
quotienten von F, nach t sind in (19) die Formen angegeben. Nun 

ist aber die linke Seite der Gleichung (22), das ist P;^ (siehe (12)), eine 

ganze Funktion aller Koeffizienten A^, A^, , , ,, A^'^ also müssen sich in 

(22) alle Glieder, welche eine negative Potenz von A^ als Faktor halben, 

gegenseitig zerstören, man hratuM also dieselben (außer ettva zur Kon- 

trolle) gar nicht zu berechnen. Daher genügt die Berechnung folgender 

Größen: 

D,D,D,D^D, . . ., 

E^E^E^E^ . . ., 

Cr^Gs ' ' 'J 
Äj . . ., 

etc. 
Nun folgt z. B. durch zweimalige Differentiation von (14) nach /: 



~dt 



also ist für ^ = 0: 

n 



"HM II 

* "" de« "^ V dt* ^^'^ ^ dt dt "^ ^1 dt*) 

am «■ 

(/£«P dV äfx* »• d*ct\\ 



m.- m.^ 1^ A)-^- + k-.tU-. + c^)^i 





n 



+M#)/-.^+(m^i 





n 



+ i{(P,)(6^»_i^ + 6A-«^S) + ...} + etc. 
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folglich erhält man: 



n n 



^0 = (-d?) + (2^-1 (-rfl) + 2^-,(Pi)o) + ^l-iiho'. 





n 



(23) 



In dieser Weise findet man folgende Formeln: 

A = (#) + ^.-Ä)o. ■ A = j (#) + ;-^.-.Ä)o, 



» n 



A = ^(^) + i^.-xA)«, A=s(^)+ä^.-xA)o, A = i^(^^); 



» n 



^« = i ©) + K-^ A)o + ^-' (^) j + ^^J-iÄ)«, 



n n 






II n 



". - 1 m^ (^-(''^ + -*- (^t+ i ^"-(s-).) 



n 



+ ^._.(^._,(P,)o + {^,_.(^^^') ), 



0^ 

n 



^^ = 2-4©) + i(^.-(A)o f ^.-.f^,^') + ;^.-.(S-)j. 



1 /d'P. 



\ dt* A' 



120 ,„. ,. 



n 



«^-Ä(i;;:a+(^.-(Ä)o+^.-,(^^)+^.-.(S^u;^.-/(^a)' 



"^* 120 \ dt* A' 










Soll nun z. B. P, = (;>-Ti — ) berechnet werden, so ist in der zweiten 

Gleichnng (20) F=F„ v = Ä^^^ zu setzen; dann wird nach (21) 
und (19): 
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P, = {Eo + E,An + E,Äl + E,Al +•••)• Ji 

- 2(i)o + D,Ä. + D,Äl + D^Al + • 0^ 

- (JE?, - 2^,_, D,) + (E, - 2An-iD^)Än + (£, - 2An-iD,)Al+ ■ ■ •, 
indem die gebrochene Funktion: 

welche, wie oben bemerkt, Terschwinden muß, fortgelassen wird. In 
gleicher Art erhält man die folgenden Formeln, denen wir noch die 
Gleichung (11) voranstellen: 

(11) ^ 'Po-(v,X; 

P, 2D,Ai-\ 

'a =^(- F, + 6^.-i^*+i + 6^._, A+1 - i2Al_,D,^,)Ai-\ 
'p!^2(G,-12A,_,F,^, - 2^A,_,E,^, - 24^_,A+, 

+ (120A,_,E,^, - mA,_,A,_,E,^, + 840^;_,^*+,) 

^ + 2520A_,^L,A+, - 16804l_,D,^J}^t-». 

I>ie hiermit in Bereitschaft gestalten Gleidiungssysteme (23) j (11) 

n 

und (24) sind, abgesehen von den Differentiationen der P^, die einzigen 
in praxi erforderlichen Formdn, um V^^^ aus V^ abzuleiten, 

Ist V eine binäre, temäre, überhaupt r-näre Funktion, so ist n 
mindestens bezw. 2, 3, r; also reichen die Formeln (24) aus, tcetin V 
von geringerer als der 6 (r + l)t€fi Dimension ist, Torausgesetzt, daS 
die D^, . . . i/]fc hinreichend weit (falls erforderlich *) weiter als in (23) 
angegeben) berechnet sind. 

1) Dies Erfordernis tritt nur ein, wenn r=2, und V die Ute Dimension 
überschreitet. 



(24) 
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3. Die DifferenticüHotien der Fj^ — Zur Ausführung der für die Be- 

nutzung der Gleichungen (23) nötigen Differentiationen der P^ nach t 

(wobei schließlich ^ » zu setzen ist) stehen zwei Wege oJSen: ent- 

fi 

weder man differenziert P^^ welches aus einer Summe von Produkten 
der Form cficflc^ . . . besteht^ mittels der gewöhnlichen Regeln für die 

Differentiation Yon Produkten (siehe Gleichung (16)) und benutzt dabei 
die Gleichungen (18), tvohei aber die (m + \)te Differentiation nicht aus der 
mten abzuleiten geht, sondern direkt ausgeführt werden muß; oder man 

entwickelt P^ mittels (8) nach Potenzen von t, wobei man aber nur 
bis zur Titten Potenz zu gehen braucht, wenn nicht mehr als m Differen- 
tiationen auszufahren sind. 

Wir ffigen ein (ziemlich kompliziertes) Beispiel hinzu, damit der 
Leser sich selbst ein Urteil bilden könne, welche Methode im g^ebenen 
Falle vorzuziehen ist. Es sollen die drei ersten Differentialquotienten 
von cc^d^al für t^O gebildet werden. 

Erste MeÜiode. Wenn die Akzente Differentiationen nach t bedeuten, 
so ist 

+ 3«K<(«I)' + »-,(<)") + 3«,((aJ)"(«l)' + W)'(«?)") 
•+6«;(«!)'(«!)', 

demgemäß für t = mit Benutzung der Gleichungen (18): 

=6ÄlAl+A,ÄlilSÄ,Al+36A,A,A^+GAl)+A,Al{l2A,A,+l2A,A,), 
+ SAli2Ai-SAlA, + A^{6A^Al+6AlA^) 

-i-SA\{2A,-2A^,A^+At(4A,A^+2Al,)+^A,((ßAtAl+6AlA^)-2A,A^ 
+ 3^*4,(4^^5 + 2^*)) + 6A, . SAIA, ■ 2A,A, 

and gehörig zusammengezogen: 

f*-^-) = 6 iQA,A,AlAl + 2A,A\A, + 1&A,A,A\A, + 9A^A\A,A\ 
+ ?iA\A\A\ + A^A\ + bA\A\ + 12^»^»^. + A\A\ + A\AX); 

in gleicher Art ist 

''^ vJ-- = <« + «.(«!)"«! + «»«K«!)" + 2«;(«3)'«f + 2«;«j(«D' 

+ 2a,(c^J'(«l)' 
und somit: 

(^M<iy ^2A^A\A\ + A,AH^QA,A\ + QA\A,) +A,A\(AA,A^+2AX) 
*+ 2^ . ^A\A^A\ + 2A^A\ ■ 2A^A^ + 2^ • ZA\A^ ■ 2A,A„ 



(^'M<Pi_2(Ä,AiÄl + liA,Ä,ÄlÄ> + 3A}A,Al-\-aAiA',A, + A,Jl} 



+ 2A,Ä\A,y, 



) _ A,AIÄI + aA^A^Al + 2A,AiÄi. 



^3A,Ail+(3A,Al + SAtA,)f 
l+-2A,ylJ+ (2A,Ai + Ai}f 



Zweite Methode. Es ist, immer bis 1^: 

oj -(/(, + j4,i + ^,<' + ^, «■ + ■■■)' - 
+ {3AjA\ + 6^,^,4, + A\)e + 

biermit: 

oJkJ -A\A\ + (3A,A\A\ + 2.4'/l.)l + (^A,A\Ai + iA\A,Al 

-\-»A,A'^A^+A^)l'+{3A^A\Al + 6A,A,A^A[ + A\A\-\-»A,A\A, 

+ ;>A,A\ + 12/l|ji;^s)(" + . . 

Multipliziert man diee noch mit u^, so ist der Koeflizient tou ^: 

&A^A^A\A\ + 9A,AXA^Al + A\Al + \6A,A,A\A^ + ö.-l«^; 

+ UA\A\A, + iA',A\Al + A,A\ + 2^4;^, + j;^; - C, 

Koeffizient von (' gleich 6A,A,A\A\ + 3ylä^,^ + »A^AW + J,^ 

+ 2^,/l!/l, + ^, ^i^J - C„ 

Koeffizient von ( gleich 3jl«^« J| + 2A^A\A^ + ^i^Ms = ^' 

also ist 



(^^1^"») = «'^^ r%^) = 2(^; 



- f., 



uud diese AnBdrUcke Btimmen mit des obigen Uberein. 

let nun V^, auf die Form (14) gebracht, zur Weiter ent Wickelung 
vorgelegt, so sind zuerst die Differentialquotienten: 

U),. *51; (V).. '5 2; (^.!)_,/,53elc 
ZU bereclinen, dann mittels (23) die Größen D^, E^, F^, . . . zn bilden, 

und schließlich sind mit Hilfe der Gleichungen (24) die geeachten i*^ zn- 
aainmenzusetzen. 
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4. Sduriätteise Vermimderumg der Betkemoperaikmen. — Mit wachaen- 
dem Index n wird die Dimension Yon A^ immer großer, ako der höchste 
Exponent Ton Ä^ bez. Ton Ä^^i, immer kleiner; demgemäß wird die 

Anzahl der Größen P^ und P^ immer geringer und daher die Rechnung 
Yon Schritt zu Schritt immer kürzer. Ist man hierbei zu einem n^v 
gelangt derart , daß die Dimension Ton A\ bereits größer ab die- 
jenige Yon V ist, so wird die weitere Rechnung sehr ein&ch. Dann 

m 

ist namüch P, bereits Null, also geht die erste (23) in 



und die erste (24) in 



über; dann ist also 



A = (/;■). 






»+i 



". - - m, 

— »-fi 

^^« + 1=»^.+ A^ + r <-^'-) 

Selbst wenn F, bis n = v einschließlich nach einer anderen 
Methode gefunden worden ist, kann man bequem die für ein beliebig 
großes n noch fehlend^i Glieder mittels der Gleichungen (25) berechnen. 

6. Beispiele, — Eine Klasse von symmetrischen Funktionen, auf die 
sich unsere Methode immer anwenden laßt^ ist: 

(26) »^»J'C«! «,.•.«,>•, 

worin r und p beliebige positive ganze Zahlen sind, denn die 
Bedingung (10), in welcher 

zu setzen ist, wird hier erfüllt^ weil für den Minimalwert r von n 

Pi+PtH \-Pr r 

^Tfi — -^ r-M^ < ^ 

ist. Dieser Klasse gehört das Beispiel 

(27) v^2{<'^<^f 

an, welches Yollstandig durchgefOhrt werden soll. 

In diesem und den folgenden Beispielen bedeuten A^y A^, ' - • ^ 
immer die Koeffizienten derjenigen Gleichung, für welche die symme- 
trische Funktion V=^V^ gebildet wird. Tritt nun noch ein Element 
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hinzu und soll für diese n + 1 Elemente dieselbe Funktion, also jetzt 

V^^i, ermittelt werden, so hat man, zum Zweck der Berechnung, a 

— . «+* — 

in F, statt A geschrieben zu denken. Da aber nun wieder Pq aus F, 

hervorgeht, wenn die a darin durch Ä ersetzt werden, so bleibt F^ 
formal unverändert^ und in diesem Sinne beginnen die Gleichungen in 
folgender Art: 



«+i 



F.+ 



Für unser Beispiel ist zuerst n «= 3 und 



(28) 

(29) 
also 



^5 = -A 



P = P = 



A = -P* = 0, 



A = - 120, 



folglich nach (23): 

F, = ^_,^_,P5 = - 120^1^, i^,=.i^,_,P,--30, 
2^5 =.0; G, = ^_,Pr. = 0, Gr, = H, = 0. 
Somit wird nach (24): 

/ 4 



(30) 



Pj ^4^1 — 5-^^L 



i*« =^(^* - 2^ A+i)^S-* - - 10^^, - 10^^, 



Pf^^O für A ^ 4 gemäß den Gleichungen (24), in Übereinstimmung 
damit, daß Ä\ von der 16ten, also von größerer Dimension als F ist 
Daher haben wir nach (7): 



(31) 



- 5(^ + ÄiA,)A,Ai + b(A,A, + A^)Al. 



i_— 1 •■'i. -• .-•! "^ 






* - 



L k 



oi* r = r. - :-: A 

\" . " --■»-». ..... « ^ 



,40. ■Pi = ä XXJ, - J:.l|-.i|.4, ^ .(* .*; :\ r «. ». 
I — SJ^Jj — J< . 

(41) ^^ r, = i;.i\.4,. 

(42) P, = 5 1 J»,4, - l> J,.4| - 1>.1*.4, t S .1, .1, '.'«1,1, M . ! . 

(43) »'lo -»"•*+ ^\ -V 

AtcUt dw lUtlwmatlk and PhTtilu UL Btib«. IX. k» 
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ri: 



hinzu und soll für diese . 
F,^i, ermittelt werden. 

in F. statt Ä geschri^ 

heryorgelit, wenn di« 
formal unverändert, v. 
folgender Art: 



[fi 



Für unser B*- 



(28) 

(29) 
also 



folglicli nacli 




A = 


1 


^ 


■=0, 


1 


E,' 


-0; 




Ft 


-A 





Fs-O; 
Somit w 



-^.-1, + J|-JJ, 



" ^ .-^ii; 



(SO) 




«.* 



. - -=.-i«-i-^8}> 

14 
: ^ * 1 ^14? 

.«^ :ann von F, nicht mehr. Hier laßt 
^i^v interessante Probe anstellen. Setzt 
•4iA « » 3 an bis n = 15 

. die Wurzeln der Gleichung: 



Einheit mit Ausschluß von rr== 1; 
Nachbar n -f 1 prim gegen 5 ist^ 
Wurzeln in anderer Reihenfolge^ 



4 

damii 



(31 



^ >>" <Mb() A. 1. 

* • 4 9, 14. Für w = 4 ist 



;^ fq«^ bNttmenden Wurzeln: 






.». 



(i = 1.2,8,4), 
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also ihre 5ten Potenzen viermal + 1, fünfmal — 1, folglich Wurzeln 
der Gleichung 

(I - 1/(1 + If = (S + l)(l»- 1)* = I» + I* - 41' - 41« + . • . = 0, 
daher^ wenn sie als 5i, fe? Ss etc. bezeichnet werden, 

(56) F.=^(a6c)»=^|,|,|, = 4. 

Ist endlich n = 14, so haben a^, b^, ... die Werte 

g = cos-g- ± ism-g-- (*=ii,s,..., 7) 

Bezeichnen wir nun die beiden komplexen Kubikwurzeln der Einheit 
mit a^ und a^, so sind die g die Wurzeln der Gleichung 

(|-«^)*(| -«,)«(! -iy = (l-ai)(| -«,){(! -«,)(|-«,)(|-i))* 
= (6*+ 1 + l)(g» - 1)*= 6"+ 6»+ 1"- 46" 0, 

also 

(57) n = ^(«2"=)^ = ^(Si^l.) = 4. 

Wird aber in den Ausdrücken für F, die Einheit an Stelle der A^^ -4,, 
• " A^ gesetzt, so entsteht die Summe der Koeffizienten. Dieselbe ist 
also gemäß den Gleichungen (54) bis (57): 

= 4 für n = 4 oder 9 oder 14, 

== — 1 für jedes andere n, 

daher ist die Summe der Koeffizienten in 

5 für w - 4, 9, 14 
- 5 für w = 5, 10, 15 
für jedes andere n. 

Mittels der Ausdrücke (30), (32), (34) etc. kann man sich von der 
Richtigkeit dieser Behauptungen leicht überzeugen. — Ähnliches gilt, 
wenn p in (26) gleich einer anderen Primzahl genommen wird, während 
für p als zusammengesetzte Zahl die Resultate sich komplizieren.^) 

1) Der Vollständigkeit wegen führen wir noch das sehr leichte Beispiel aus 1. 
V = £a^b* zu Ende. Es war gefunden 

also P| ==2Ä\-{- Ä^; demgemäß nach Gleichung (25) 

und daher 

r= -Ä^Al + (iAl + A^)A^ - 6 ^,^, + 6^. 
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Folgendes Beispiel soll nur begonnen werden: 



also ist: 






F, = (o + 6)(a6y, V,^-A,Al, 


daher: 






9 2 9 9 




P^ = P^ p,_0, P,--^. 



Unsere Formeln (23) reichen für den ersten Schritt nicht ans^ da sie 

nur bis P^ gehen und die Gleichungen (18) ebensowenig^ da sie nur 
bis al gehen; wir müssen also a^a] direkt differenzieren und zwar ein- 
bis fünfmal^ da Fj von der Form 

Q O O Q Jl • 

^5 = -Po + A-^ + T -^2-^8 + 6^ -^8-^3 + 94 "^4-^ + ilö ^6-^8 
S 

ist, wobei P5 konstant wird. 
Nun ist 

aJ=^ + 7^J^(^, + 0+21^^«(^i + 0*+35^i^(^?+3^fH3^i/*+-) 
+ 35^^(^J + 4^J^+...) + 21^f^(^J + ...) + etc. 

Dadurch findet man leicht 
und femer, da a^== Ai + t ist: 

(58) ! f^-l)^ . A, {^l + ,(f^l ; (il%r'\ - A (^). + ^oit 

Ordnen wir diese Ausdrücke nach Potenzen von A^ d. i. A^, so finden 
wir unmittelbar die Größen Z)i(A:^l), E^(k'^2), F^Qc ^ S) etc. 
gemäß der durch (21) angegebenen Bedeutung derselben, and zwar: 

£;, = E, = 0,J5?4 = 0, B5 42^, ii 28^1, £j- 

(59) j F,=0,F, 210^t, Fs 378^«, F, 42, F,- 

G^ 3360 ^»,©5 1512^1, G,-0, (?,- 

äj^ 2520, fl;-0, fl^- 
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können wir die Oleichongen (24) anwenden and erhalten 
.rten: 

-A,Al, ß,='(7A* + A,)Al, i^i iUA\ + 13A,)A,Al 

, = (7^} + 30^*^ + 6^1)^, iJ^, (9AI+19A,)A^, 

r ist nun n == 3 zu setzen^ und es wird: 

... 4 4 4 

^«+ 1 = ^4 =" ^8 + A -^4 + 2 -Pj-^l + 6^ -^«-^4 • 

tun muß nun folgende Differentiationen ausfahren: 

u *i S 

/dPt\ /d*Pt\ /d*Pt\ 

(-dth <* = '• *' '•*•"' (~ät^K '' =*•'•*•''' (-d-Ji '*=»•*•«' 

findet dann mittels (23) die neuen D^ bis D^, J5?, bis E^, F^ und F4, 
'vmhrend Dg, £"5, J^g und die anderen Größen verschwinden, und dann 
wieder mittels (24) folgende Werte: 

Pi = - (TAI - 6A^)Ä,A\ + (21 A\ + ^A\A^ - 5A\)AIA^ 
-0A\ + b2A\A^ + 2Ai)A^A\ + (46^J + 4^)^»; 
i»P, = - {1A\ - 2^J^, + \OA\)A^A^ + (29 ^J + 26^J^ + 6^1)^, 

Die folgenden Entwicklungen (f{ir n > 5 bis n »^ 15) sind genau 
nach der Art und Weise des vorigen Beispiels auszuführen, was hier 
jedoch unterbleiben soll. 

6. Ausgeschlossener Fall. — Fügt sich g, das ist die größte in 

Pi-rPi -f-'-rP r enthaltene ganze Zahl, nicht der Bedingung (10), 
ist also 

(61) (Z^Pr, 

80 sind die Darstellungen von F^^^ durch die Koeffizienten der 
Gleichung (5) auf Grund der Darstellung von F. durch die Koeffi- 
zienten der Gleichung (3) umsl&ndlicher, weil eine oder mehrere Hilfs- 
fonktionen, aber, wie wir sehen werden, meistens nur unvollständig^ zu 
entwickeln sind. Wir wollen diejenigen Fälle, in denen die Bedingung 
(10) gilt, als die fugsameny diejenigen, bei denen die Beziehung (61) 
an deren Stelle tritt, als die unfügsamen bezeichnen und uns zur Be- 
sprechung der letzteren wenden. 
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Wenn (61) besteht^ können mehrere der Zahlen p^^ Pr-if Pr-27 "' 
kleiner als oder gleich q sein; eine derselben greifen wir heraus und 
nennen sie q. Wir setzen nun die rechten Seiten der Gleichungen (7) 
und (9) einander gleich, wodurch wir erhalten: 

(62) Po + P,A^^, + \ P.AUi + '■■ + liP.^Ui 

Diese Gleichung differenzieren wir (^mal (is^g) nach Ä^^^ und setzen 
dann ^^^i und t gleich Null, so kommt: 

Das erste Glied auf der rechten Seite dieser Gleichung wird erhalten, 
wenn man die Größen Dj^, Ej^ etc. wie bisher aus den Gleichungen (23 ) 
berechnet und ihre Werte in die Gleichungen (24) einsetzt, nachdem 

auf deren linken Seiten Pj, P, etc. durch ( ^f^*^ ) , bezw.j ^^, " y etc. 

ersetzt worden sind. Die Glieder der Summe, für welche ft > <y ist, 
verschwinden, diejenigen, für welche 2\^^ ^^^y verschwinden nicht; 
eines der letzteren p^ sei q^ so daß 

(64) q^^^ 



ist, und der Koeffizient von t^ werde mit W^ bezeichnet. Dann ist 

der in (63) auftretende Differentialquotient von t^ W„ zu bestimmen. 

Derselbe ist nach bekannter Formel aus denen von t^ und von W^ zu- 
sammenzusetzen. Ist nim die Entwicklung: 

(65) W„^, = 4'+"4'^,+. + I'qUi^^ + gVÄ'^» +1 + • • • 

n + 1 ^ n+l 

bekannt, worin die Qf. eine den P^ in (7) entsprechende Bedeutung 
haben, so ist (s. (10) und (11)): 



— V '*+^ / d^W \ " + 1 

\ n + 1/0 



«4-1 / #W \ " + 1 
und daher 
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worin die Differentialquotienten von t^ in bekannter Art (vergl. (16) 
und nachfolgenden Text!) und mit Hilfe der Gleichung (21) zu bilden 
sind, z. B. 







\"-™» + l/0 ^ « + 1 ^0 \ n + 1/0 








(- 


.1)C 



und überhaupt 

Die Funktion W, deren Entwickelungskoeffizienten Qj^ mit diesen 
Differentialquotienten multipliziert sind, nennen wir Hilfsfunktion; sie 
braucht nicht YoUsiändig berechnet zu werden, einmal weil nicht alle 

Qj^ von ft = bis Je = q erforderlich sind, und zweitens, weil in den 

:—■ I Qj^, deren erster Faktor nach negativen Potenzen 

von Ä^y und deren zweiter Faktor nach positiven Potenzen von Ä^ 
fortschreitet, nur die ganze Funktion von Ä^ beibehalten werden darf, 

"- ) in der oben angegebenen Art dies 

auch geschehen ist. (Vergl. 2. hinter Gleichung (22)). Hierdurch 
wird die Rechnung oft wesentlich verkürzt, was durch die nachfolgenden 
Beispiele leichter als durch allgemeine Darlegungen veranschaulicht 
werden wird. Dabei kommt als günstiger Umstand hinzu, daß zur 

Berechnung von P^ nur die P^, für welche h'^ k, nötig sind, zur Be- 

rechnung von D^ (mit ausnahms weiser Benutzung dieser Bezeichnung) 

n 

nur Dj^j wo h^ k etc. 

Mit wachsendem n verkleinert sich q] es werden also immer weniger 
von den Exponenten p^, Pr-iy Pr-if ' ' ' kleiner als q sein und daher 
nach und nach immer weniger Glieder unter dem Summenzeichen in (63) 
zurückbleiben, bis die Summe ganz fortfällt; aucli die Hüfsfunktionen 
fi{cci ' ' ' a„) sind nur bis zu detnjenigen n, für tvetdies noch Pi^q ist, zu 
berechnen, Ist allerdings p^^ 1 , so bleibt dies Glied der Summe 
während der ganzen Rechnung bestehen, und ist die Hilfsfunktion W^ 
deren Faktor t ist, vollständig zu entwickeln. Doch soll eine auch in 
diesem Falle bei einem gewissen n beginnende Erleichterung der 
Rechnung, die durch Gleichungen analog den Gleichungen (25) in den 
fügsamen Fällen charakterisiert ist, nicht unerwähnt bleiben. Man ge- 
langt nämlich bei fortgesetzter Rechnung immer zu einem n (n « t/) 
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derart, daß der Grad (das Gewicht) von F„ kleiner als 2n, also kleiner 

r+l fH-» »-fS 

als das Gewicht von A^ ist. Dann haben nur noch P^, Pj, P^, etc. 
von Null verschiedene Werte; folglich ist die Gleichung (63) nur für 
<y = 1 anzuwenden und geht, da alle Glieder der Summe, für welche 
|)^ > 1 ist, verschwunden sind, in 

(69) '¥^=(Jl^)+(-^)w, 

über. Nun ist aber, gemäß oben angegebener Rechnungsart 






und nach (23), da P^^^ gleich Null: 



A=(^), A>x = 0; 



femer ist auch, da W von geringerem Gewicht als V ist, Q^ etc. schon 
verschwunden, also wird schließlich 

(70) "^;= -((^1)^+4). („^,). 

7« Beispiele, — Die folgenden Beispiele gehören den unfQgsamen 
Fällen an. Zugleich wird gezeigt, wie man sich in praxi die Tabellen 
von Meyer Hirsch und Faä di Brtino, welche alle symmetrischen Funk- 
tionen von der Form ^a^^h^c^ - - - bis zum Gewichte 10, bezw. 11 
einschließlich enthalten, nutzbar machen kann, wenn das Gewicht der 
vorgelegten Funktion größer als 11 ist. Wir bedienen uns dazu eines 
Kunstgriffs, der am bequemsten an den Beispielen selbst erläutert wird. 

Sei als Beispiel V =^a^¥c^d^ vorgelegt. Wir können V^ direkt 
durch die genannten Tabellen erhalten, wenn wir 

setzen, da die Summe eine symmetrische Funktion vom Gewicht 10 

ist. Wir können mittels der Tabellen aber auch V^ erhalten. Wir 
setzen nämlich 

(71) x^^^, o=^, 6-f^,..,e_^«); 

dann wird aus der Gleichung 

(72) :r* + A^ + A^a^ + A^x^ + A^x + A^^O 

1) Statt c^, ^, /, • • • sind bei Bruno die Bezeichnimgeo or^, o,, a,, • • • gebraachi 
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diese: 

(73) 1^ + a, I* + a,|» + a,!» + aj + o., = 0, 
wobei 

(74) «1 = ^4, o, = A^Ä^, er, = AlA^, a^ = ^IJ^i, a» =» ^J, a^^.-^g^ = 0. 
Wegen aßyda « — Og — — ^J ist: 

also — A\ Fj =^ßy^d*€^ oder in gebräuchlicher Schreibart 
(74) - AI V, =^a'^ßYS- 

Die rechts stehende Funktion ist vom 11. Grade, findet sich also bei 
Bruno und hat unter Fortlassung der in a^, a^, - • - a^^ multiplizierten 
Glieder den Wert: 

(76) ^cfß^Y^d a\a^a^a^ + 3aJaJ + 3af afaj + 2a\a^a^ + o^aja^ 

— SajOjaJ + 2a^a\ — ^a\a^a^ — Qa\a^ + la^a^a^a^ — 6a\a^ — 2a\a^a^ 

+ ISoja^ag — Oa^aJ — la\a^a^ + • • • 

Setzt man hierin für dj , • • • «5 ihre Werte aus (74) ein, so erhält man, 
nach beiderseitiger Forthebung des Faktors (— A^^ den Wert von V^\ 

(77) F,= F, + A^5 + iP,^|, 
wobei 

( V, = {A,A,A, - ZAt)A\ - (3^J - 4^,)^J; 
(78){P, 2^,^^J + 6^J+(8^f^-^,4|-7J,^)^, + 2^,JJ; 

i P, « - 2^J J, + 6^ - IS^^g + 9^^. 

Für die Werte n = 5 und 6 wird die Größe q in (10) beziehungsweise 
=- [y] imd [\*], d. i. beide male =» 2; somit ist die Bedingung (10) für 
diese Werte von n nicht erfüllt, und wir bedürfen einer Hilfsfunktion, 
von der wir jedoch so wenig wie möglich berechnen wollen. Sie ist: 

(79) Tr=^a»6*c« 

und 

femer, gemäß (63) mit r = 1 : 
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Für 6=1 verschwindet der zweite Summand auf der rechten Seite, 
für 6 = 2 ist nach (67) 

und daher, wenn wir 

W, = Qo +Q,A„ + 1 M +i Q,Al 
setzen, nach (66) und den Anweisungen der Nr. 6: 

Also ist nach (80) für n > 5: 



(82) ^'-{^) 







(84) 



Nun ist W vom Gewicht 12, also direkt nicht in den Tabellen ent- 
halten, aber für die Gleichung vierten Grades vermöge der Substitution 
x = AJl nach der vorhin entwickelten, durch die Gleichungen (71)flF. 
dargestellten Methode herstellbar, und zwar 

w^4 = 4 + 4^« + i 4^1 +i 4^:, 

4 = A,A^A\ - 3^J; 4 = - 3^1^!^, - A\A\ + 11 ^^J; 

lJ-4 = ^A\A^ - lOA.A^ - 4^; i 4 = 8. 

Von diesen Ausdrücken bedürfen wir zur weiteren Rechnung nur 
der beiden letzten, und es ist nach den Formeln (23) und (24) mit n»4: 

4 

(85) 4 = 2^J + 22 A,; 
und ebenso das neue E^: ^ 

(86) 4 - 24. 

(dV \ / d* K \ ^ 

T-i -— ) und (j-jr^) werden (siehe 6. _ ^ 

ebenfalls nach den Formeln (23) und (24) berechnet. So entstehen 
(§-^) = 5^, ^1^3 - {6 AI + 9 A,)Äl + (2SA,A, - 2A]A, - 4 JJ)^ _ 
- 20 AI + {10 A,A, + 2 AI + 9A,)A„ (^)- 2^ - 36. 
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Somit nach (81), (82), (83) und (85): 



(87) 



Pi = 5^1^!^, - {6A\ + 9A,)Al + (23A,A, - 2^J^ - 4Al)A^ 
- 20^« + (10^1^ + 2Ai + 9A,)A„ 

|P, - 12 A, - llAl; F. = n + P,^ + 1 P,Al 



und in gleicher Art mit Hilfe von (86) 



(88) 



P, = - 5^1^» + (4^;^ + 17^)^, - 2A,Al 

- (21 A,A^ - 8A,)A^ + (18 A\ - 4SA,)A^ + 22 A^A^; 

7 _ _ 7 7 

y Pj -= 7 ; . F^ = Fß + Pj -Ay + y P, Ay . 



Von hier an bleibt W^ unberücksichtigt, da Q^ für n > 7 verschwindet, 

n 

(ebenso auch P, für n > 8), und wir erhalten in gleicher Art, wie bei 
den fügsamen Fällen, folgende Resultate^): 

/ 8 



(89) 



P, = (11 A\ - 12 A,)A4 - (4A\ + nAiAt)A^ - dA 



+ (3^f + b6At)A^ - 15 A^A^ - 36^ ; 



9 



P, = (31^,^ - 18^»)^, + (26^« -27^,)^, - 4^A^A^ + 51A^^, 



10 

P^ = 18^* - MA\A, + 22 A^Ag - 4^« - 4^; 

Pj 38^» + 54AiA^ - 18^; P, = (\0A\ - 36^,; 

IS >« 

\Pi 84yli; P, = 84. 

Und V, d. h. F, für beliebiges n, erhält den Wert 

(90) V = r, + Pj^ + p,^, + . . . + P,A,,.') 



9 

1) Von Pj an treten bei der Berechnung die Urleichungen (26) in Kraft. 

2) Ursprünglich hatte ich die Absicht, noch andere instruktive Beispiele und 

i^9x^{ahcYd^ ^{abcY{def^ J^a^h*c^d*e hier folgen zu lassen, doch verbietet 

mir die Rücksicht auf den schon sehr in Anspruch genommenen Raum des Archivs 
die Ausführung derselben. Nur sei noch die Mitteilung des Resultats für 

gestattet. 

P, - (~ Ä, Ä,A, + 3 ADA, + (3^1 - 4^)^1, 
Up, = 3^,^J-4^M,-6^,A, iP. = 6. 
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Zum Schluß losen wir^ des Vergleichs wegen^ zwei bereits von 
Serret^) behandelte Aufgaben. 

1) r=2(^i^i'"%y 

und 

2) V=^^(a^ai • • • %y%^i%+9 • • '%+r 

Ad 1) Für « = ft ist 
Dann ist 






während Al + ^ von höherem Grade als V ist, also nicht mehr vor- 
kommt. Nunmehr ist nach (12), (21) und (18) 



*.'-(*).■ UU-^^'-« 



Pj = (3^, A^ — 9^)^5 — (4^, ^J + 6^f ^ — 20 J, A^)A^ — 4^^ AI 
+ (31J, ^ - 4^5 - 24^,) A ; 

tVP. = 6^;-24^,^. 

7 

Pj « (8^f 4- ISui,) JJ — 7^1 ^5^ + (lö^Jui, — 8^5 — 66 Jj 4,)^ + 48^1 
+ (16^ A^ - 12 J} - 16 J,)J, + (26 JIJ + 12A^)A^; 

UP, = -81^. 

n = ^7 + ^,A; 

8 

Pj = 12^, u4J — (21^; J, + 28 J[J)ui, + 29^, AI + (48 J, ui, — 8^4» — 82^3)^4 

— (28^; — 82^)^ — 244 A^ + 24^,. 

P, = (— 26^; + 28^)i4i + (28 ^f + 9A^ A^)A^ + 9-4« — (19ul{ + 104 ui,)^^ 

+ 68.4,^ + 86^; 
10 

P, = — 72^1 AI + 42^;^, — 100^;^ + 186^1 A^ + 104 ui,^, — 140^,; 

11 

P, = — 60^* + 152^;^ — 62 J, 4| - 28 ^J + 8^^; 

18 IS 

P, =126^1 — 240 ^,^ + 72^; P, = — 198^} + 204^; 

14 15 

Pi—2764; P, — — 860; 

F - F, + P,^ + P,^,o + • • • + P,^«5. 
1) Algebra fup^r. I § 176. 
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and Yon nun an lassen sich die Gleichungen (25) anwenden, welche 
uns geben: 

und 

(91) r^ AI - 2A^^,Ä^^i + 2Ä^^2Ä^^2 - 2^^_s^/-+» ± • • • 

bis die BeihC; bevor der erste Faktor des Produktes A^_j^A^^j^ einen 
negativen Index erhält und deshalb verschwindet, abbricht. 

Ad 2). Die vorgelegte Funktion gehört zu den ,,unfügsamen 
Fallen'', wir bedürfen also bei der Lösung einer Hilfsfunktion. Femer 
ist n mindestens gleich ii + Vy der Grad von F ist 2ft + i/, also kleiner 
als 2n, daher tritt von vornherein die Gleichung (70) in Kraft. 

Sei zuerst v »=» 1, F^^^ =^(^i • • • öt^)*^;«+i; <^^ ist für n = ft+ 1: 

(92) F;»!f X = (- ly^^.C- ly + '^.+i = - A,A, + „ 
also 

n 

P, = — A^j 
und die Hilfsfunktion ist hier 

(93) W« = TF^+i-=^(aia,...^)', 

(/u + l) 

also 

(94) W^ + x = ^J - 2^^_i J^ + i, 
demgemäß nach (70) 









also, unter ForÜassung von ^ 



^/u + l 



P, = + 3^^.,. 
Für n = ft + 2 folgt ebenso 

(/u + 2) 

TF;,+2 == -AJ — 2Af,-iAf,^i + 2A^-iA^^i, 
und dann 

Ai + S 

P, = -6^^_,; 

in gleicher Art erhalten wir allgemein 

/Qc\ ^/'+i4-^ ~ AfiAft^i + 3 -A^_ 1-4^4.2 — 5-A^_2-4^-f 3 ± 
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Nunmehr ist 1/ = 2 za nehmen; dabei wird die eben in \ß5) entwickelte 
Funktion zur Hilfsfunktion W, und es kommt; nachdem zuerst n^ii + 2, 

F^ = + -4.^ -4^ ^. , entwickelt worden, in gleicher Art ohne jede 
Schwierigkeit: 

(96) F;*V2+e = Ä^Ä^^i - 4^^_,^^+5 ± • • •. 

Aus den Gleichungen (95) und (96) schließen wir per analogiam auf 
die allgemeine Form: 

+ (-l)^^p^^-^^^+p+J- 

Darin sind die p unbekannte Konstanten^ von denen wir nur wissen, daß 

(98) ;, = 1, j5, = 2(» + l 
ist. Die Hilfsfunktion ist 

(w) 

worin: 

(99) n = /i + 1/ + p. 

Um W^ aus (97) zu erhalten, haben wir 1/ — 1 statt v zu setzen, aber 
da n denselben Wert behalten muß, Q + 1 statt (>; also wird: 






(100) 

Aus (97) entnehmen wir 



(101) P, = (-i)'n;^,j,_^, 

daher wird nach (70) 



»+1 



f r — 1 



(102) ^. = (-i)'-^^+'A.-,.-.Ov + p,+,); 

setzen wir aber in (101) Q + 1 statt (>, um n in n + 1 übergehen zu 
lassen, so folgt ein Ausdruck derselben Form, wodurch die Richtigkeit 
der Annahme (97) erwiesen ist, und gleichzeitig durch Vergleich mit 
(102) die Gleichung 

oder 
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aus welcher wir mit Hilfe der Gleichung (98) die Eonstante p be- 
stimmen können. Setzen wir in (103) q ^1, 2, . . ., q und addieren^ 
so folgt 

V V— 1 r— l * — 1 

also ist nach (98): 
und daher 

schreiben wir dafQr: 

^Q 1-2.8 "^ 12 ' 

SO können wir leicht weiter summieren und erhalten: 

^? 1.2...V "^ i-2...(v--l) 

oder 

^p = 2(() + i;-l), + (() + i/-l),_r 

Mittels dieses Ausdrucks, worin (> = 1, 2, . . ., (> zu setzen ist, gibt die 
Gleichung (97) die Lösung der Aufgabe. 

JuU 1901. 



Metrische Eigenscliaften reziproker Bündel. 

Von Marcel Grossmann in Frauenfeld (Schweiz). 

Die fokalen Eigenschaften reziproker (korrelativer) Figuren unter- 
scheiden sich von denen kollinearer Figuren wesentlich dadurch, daß 
bei reziproken Figuren sich ElementargebUde entsprechen können, die 
mit ungleichartigen Maßbestimmungen ausgerüstet sind. In zwei rezi- 
proken Bäumen entspricht jedem Punkt des einen eine Ebene des 
andern. Die Frage nach denjenigen Ebenen des Punktes, welche gleiche 
Strahlbüschel tragen wie die entsprechenden Punkte in der entsprechen- 
den Ebene, ist leicht zu beantworten. H. J. St. Smith hat in einer 
kurzen Note*): „On the FoccU Properties of CorrelcUive Figuresf^ einige 
Andeutungen über seine Resultate gegeben. Weil ein Strahl des 
Bündels elliptische Maßbestimmung aufweist, sein entsprechender Strahl 
in der Ebene aber parabolische, so ist die Frage nach den „gleichen'^ 

1) Proceedings of the London Math. Society. ?ol. in (1869). 
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Mabcel GaoaaiUKH: 



Kbenenb tisch ein und Pimktreiheti nicht so okne weitere Festsetzungea 
zu beantworten. Ahnlich liegen die Verhältuieee bei zwei reziproken. 
Ebeoen; andere dagegen bei zwei reziproken Bündeln, denn hier bat 
man nur Elemente mit elliptischer Maßbestimmung. £b aind alao 
gleiche Bilschel in doppeltem Sinne in beiden Bündeln zu erwarten. 
Dieser F»ll scheint noch nicht bebandelt worden zu sein. 

Es sollen non im folgenden die metriBchen Eigenschaften rezi- 
proker Bündel dargelegt werden; insbesondere wird gezeigt werden, daß 
sich auch auf reziproke BUndel der Begriff der „Cbarukteristik" der 
ebenen zentrischen Kollineation ausdehnen lasse, wie ich ea in meiner 
Dissertation') für beliebige koüineare Gebilde zweiter Stufe durch* 
geführt habe. 

1. Kanonische Darstellung des anatytischen Zusammenhanges rezi- 
jtroler Bündel. — Es ist bekannt, daß es in zwei reziproken Bündeln 
stets drei Strahlen a, , a„ a^, welche aufeinander rechtwinklig steh^ 
80 gibt, daß ihre entsprechenden Ebenen A[, A^ und .4, auch aufein- 
ander senkrecht stehen. Diese Tripel wÜble man zu Fundamental- , 
eiementen der Haßbestimmuiig. Wählt man noch einen Strahl e und 
eine Ebene E als Einheitselemente, so hat eine Ebene P die Koor- 
diaatpen 



6 = j|"(ffli«»e«P.). 



(a^a^c^p,). 



Dabei bedeutet p^ die Schnittlinie der Ebene P mit A^. 

hat die Bündelkoordinaten 



Ein Strahl]) 



P, ist die Verbindungsebene von p mit a^. 

Legt man diese Kuordioatensysteme zagrunde, so gehen die all- 
gemeinen linearen Substitutionaformeln 



= «.■ 4-'',.^ + »» y 



V = 



"»+." 



*+^iy 



welche den Strahl {x, y) mit der entsprechenden Ebene (f, i/^ ver- 
binden, über in 

oder 

(1) r 



n -- 



1) „über die metriBcbeo GigeDBchafteu bollinearer Qebilde." Diu. ZOiidi, 
ISO! = BeÜBge EVim Proifraiiui) der TburgauiBchen KautonsBchule för das Schnk 
jabr lVQl/02. 
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Bändel. 


Der Ebene 
entspricht dann der Strahl 




so daß 




5:;«'+v:i'>'+i-o. 




(2) 
ist 




-■-^. ,-M 
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2. Die metrischen Hauptdemente reziproker Bündel, — Ein Ebenen- 
büschel des Originalbündels wird dem ihm entsprechenden Strahlbüschel 
des andern Bündels insbesondere gleidi sein, wenn sich die absoluten 
Elemente beider entsprechen. Man muß also diejenigen Strahlen des 
Originalbündels bestimmen, deren Tangentialebenen an den absoluten 
Kegel entsprechend sind den Schnittlinien der entsprechenden Ebenen 
mit dem absoluten Kegel des andern Bündels. Ist K der absolute 
Kegel des einen Bündels, K*' der des andern, so hat man daher die 
zwei reellen Schnittlinien der 4 gemeinsamen Tangentialebenen der 
Kegel K und K* zu bestimmen, um die Fokalsirahlen zu finden, und 
man hat die zwei reellen Yerbindungsebenen der 4 gemeinsamen Kanten 
dieser Kegel zu suchen, um die gyMiscJien Ebenen zu erhalten. 

Dazu braucht man die Gleichung des absoluten Kegels in Bündel- 
koordinaten. 

Man sieht leicht ein, daß der absolute Kegel in Strahlenkoordinaten 
die Gleichung 

hat, während seine Gleichung in Ebenenkoordinaten 

5« + 1?» + 1 = 

ist 

Gelten für die zwei reziproken Bündel die kanonischen Formeln (1) 
und (2), so hat man, da o, und o, gleichberechtigt sind, man also 
tti > o, postulieren kann, die folgenden Fälle zu unterscheiden: 

I. a, > «1 > «3, II. a, > «5 > «1, III. «1 > a, > a,. 

Diese drei möglichen Fälle unterscheiden sich nur bezüglich der 
Rolle, welche die Tripelkanten a^, o, und o, bei der Realitätsfrage 
spielen. Es sei daher festgesetzt, daß im folgenden die Ungleichungen (I) 
stattfinden sollen. 

Der absolute Kegel des Originalbündels hat die Gleichung 

a:* + y* + 1 - 0. 

ArebiT dtr Matb«iiiatik und Phyiik. III Reib«. IX 10 
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Der Kegel II. Ordnung, welcher dem absoluten Kegel zweiter Klasse 
des andern Systems entspricht, hat die Gleichung 

alx' + aly^ + «J = 0. 

Die 4 gemeinsamen Strahlen dieser Kegel haben daher die Koor- 
dinaten 

(3) a;» = -4---^|, y» = -4^l^|. 

"^ ^ «} — aj ' ^ «l — cel 



Aus der Ungleichung (I) folgt dann, daß rr^ < 0, y* < ist. Das 
Paar reeller Verbindungsebenen der 4 Strahlen (3) geht also durch die 
Tripelkante a^ und hat die Koordinaten 



(4) i^zpl/.?!-.^!. 

ij r «1 — «8 

Die zyklischen Ebenen C^, C, des Originalbündels gehen also durch 
aj und sind symmetrisch zu den Tripelebenen A^ und Ay 

In Ebenenko(^rdinaten haben die zwei Kegel die Gleichungen 

|> + 12« + 1 = 0, ajajl» + alaW + ^W, - 0. 

Für die gemeinsamen Tangentialebenen dieser Kegel findet man 
somit 

Es ist nach (I) 5* < 0, r^* < 0. Das reelle Paar der Schnittlinien 
der 4 Ebenen (5) liegt also in der Tripelebene Ä^ und ist gegeben durch 



(6) ^^^-JL'l/z^E^. 

Die FokalstrMen f^, f^ des Originalbündels gehen abo symmetrisch 
zu a^ und a, in der Ebene A^. 

8, Definition und Berechnung der Charakteristik reziproker Büfidd, — 
Setzt man zur Abkürzung 

so ergeben sich also für die Fokalstrahlen fi^f^ bezw. c[yC^ der beiden 
Bündel die Koordinatenverhältnisse 

(8) y.±?..i und?C=.q:^.-!- 

Für die zyklischen Ebenen Cj, C, bezw. F'^^F'^ finiet man 

(9) ^ =- T a und ^ « ± «. 

12 ^ 
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Man denke sich nun die beiden reziproken Bündel so zusammen- 
gelegt, daß ihre Scheitel zusammenüedlen und daß die Tripelkante 64 
auf ihrer entsprechenden Ebene Ä[ senkrecht steht. Der Fokalstrahl 
f^ liegt in Ä^^ seine entsprechende zyklische Ebene F[ geht durch a[y 
welch letzterer Strahl mit a^ zusammenfallt. Nun drehe man das eine 
Bündel so lange, bis f^ und F[ auf einander senkrecht stehen. Dann 
steht (wie aus den Eoordinatenwerten (8) und (9) folgt), auch die 
zyklische Ebene C^ auf ihrem Fokalstrahl c[ senkrecht. Figur 1 stellt 







Fig. 1. 

diese Lagenyerhaltnisse in der Ebene A^^ A[ dar. Legt man durch 
den Fokalstrahl fy^ eine beliebige Ebene P, welche mit der Tripelebene 
A^ den Winkel 9 bilden möge, so entspricht ihr in der auf f^ senk- 
rechten zyklischen Ebene F[ ein Strahl p'j der mit a[ den gleichen 
Winkel 9 bildet, wie P mit Ä^, Denn die Büschel um /i und in F[ 
sind ja gleich. Daher steht der Strahl p' auf seiner entsprechenden 
Ebene senkrecht. 

Jeder Ebene P durch den FokalstraJü f^ entspricht daher ein zu 
ihr senkrechter StrcM p' in der zyUischen Ebene F[. 

10* 



Diese Zusaramenleguiig der beiden reziproken Bündel ist offenbar 
ganz analog der Vereinigung kollinearer Bündel zur peraiiektivisch- 
inzidenten Liige, bei der daa Zu Bammenf allen zweier FukalBtraUen und 
zweier zyklischen Ebenen zur Folge hat, daß alle entsprechenden 
Ebenenpaare durch den gerne inBamen Fokalstrahl zusammenfallen, und 
das nämliche für alle entsprechenden Strahlenpaare in den zusammen- 
fallenden zyklischen Ebenen gilt. 

Dem Strahlbüschel in der Ebene P entspricht der projektiviachfl 
Ebenenbüschel um den Strahl ;/. Also hat man die Döppelverhältnis- 
gleichheit 

(f„ KF], I, y) - (F[, ic-Jix; ri. 

[(■_', P] ist die Schnittlinie der Ebenen C, und P, x und y sind 
zwei beliebige Strahlen in P. Ausgeführt lautet diese Gleichang . 
am/>_ »m/jy _ BJu F.'X" sin F;_r'_ 

Bin [C, PJx = »in [C, i-ly «n Kp'] X' = mo Ky-J V ' 
oder 

nFiX- . rin/;^ _ rinFjr . .inf,y , 




Kp'J 



Eh hat also das Verhältnia 

Hin"[7;p-j x"^ = S^tcfpjx 

für alle Strahlen j- der Ebene P 
denselben Wert, er werde mit ^{P) 
bezeichnet. Es ist also 

FIX' jf^ äaf,ir 



ni)-. 



i[.lp-]X- 



= ^{P)-, 



^\(\P]X- 



Es steht nun zn erwarten, daB 
J (P) sieh als absolut invariant 
erweist gegenüber Drehungen der 
Ebene P um den Fokalatrahl /i- 
Um dies zu beweisen, verstehe 
man unter x die Schnittlinie der 
Ebene P mit der Tripelebene AJ. 
Setzt man (vgl. Fig. 1) 



BO ersieht man aus den Formeln (8) und (9), daS 



tg « = + -'■ - und tg 
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ist. Der Winkel der Ebene P mit A^ sei wieder mit q> bezeichnet; 
dann bildet auch jr)' mit a[ den Winkel g>. Dem rechtwinkligen Drei- 
kant fi,x,a^ (vgl. Fig. 2) 
entspricht das rechtseitige 
Dreikant F[, X', Ä'^ (vgl. 
Fig. 3). Daher ist 



tgA^ = .^ 



cos 9^ 



tg-FiX'» 



COS 9 



also 



(14) 



j. ia tt 

sm/ia: = — --: '^r.-- -, 

ycos'g? + tg'tt 
y cos' qp 4" ctg* t? 




Femer ist 



Fig. 3. 



(15) 



I^K/JX' 



[c[p']F[ + f;x'. 



Das Dreiflach A^, C^y P ist rechtwinklig, es enthält den Winkel g> 
und die Seite i; — w. Darum wird 



(16) 



tg[QP]/; = 



tg {v — u) 
cos (p 



Das entsprechende Dreikant a'i, c[, p' ist das Polardreikant zu 
jenem. Der Winkel [c'ip'liF^ kommt im Nebendreikaut vor, also ist 



(17) 



tg[c'y]F;^ 



tg(i?j7u) 
cosqp 



Nach (15) berechnet sich somit 

cos qp (tg (t? — U) + tg li) 



sin[CiP> 



sin [c[p'] X' = 
Daher ist nach (11) 



^(cos' (p + tg* (ü — u)) (cos* (p + tg* u) 
cos qp (tg (r — u) + ctg t?) 



^(cos' fp -\- tg* (t? — M)) (cos* 9? + ctg* v) 



ctg t? tg (t? — u) + tg u 



tg tt tg (ü — tt) + ctg V 



Aus dieser Formel ersieht man bereits, daß ^{P) von y un- 
abhängig ist, d. h. daß allen durch f^ gehenden Ebenen P derselbe 
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charakteristische Wert J znkommt. Entwickelt man tg (t; — m), so 

reduziert sich dieser Wert auf 

. ctgt? l + tg*u 

yw '^— -. ■ — ■ • ■- - ■ — ■! ■■■■■ • 

\%u 1 + ctg" V 
Setzt man endlich für tg u und ctg v die Werte 

ein, so bleibt 

(18) J . 



«i«» 



Sind zwei reziproke Bündel durch die kanonischen Formeln 



«1 ' «1 



gegeben und ist x ein beliebiger StraM des einen Bündels, P seine Ver- 
bindungsebene mit dem FokaistraM f^, so bildet der entsprechende Strahl p' 
in der zyklischen Ebene F^ mit der Tripdkante a[ den nämlichen Winkd, 
den P mit der Tripd^ene A^ bildet. Die Lage der Ebene X\ wdche 
dem Strahl x entspricht j ist gegeben durch die Gleichung 

%mF[X' . sin/'jX 

8iii[Ci'p']X' ^ ^ ' irnlC^Pjx' 

Daher kann man den Wert J «= — ^— als die „CharäkteristH^ der 
reziproken Bündel bezeichnen, 

Frauenfeld, den 17. Febr. 1903. 



über elektrische Wellen. 

Von E. Gehrcke in Berlin. 
(Antrittsvorlesung, gehalten am 23. Juli 1904 in der Universitftt Berlin.) 

M. H.! Ein Vortrag über elektrische Wellen pflegt gewohnlich 
der Hauptsache nach in Experimenten zu bestehen; in der Tat gibt es 
kaum ein besseres Mittel, die Aufmerksamkeit der Zuhörer sn fesseln, 
als durch die Vorführung lebendiger, durch sich selbst wirkender Natur- 
erscheinungen. Oder aber es tritt die theoretisch-mathematische Behand- 
lung der Phänomene an die Stelle der Experimente. Der konsequente 
Aufbau der Theorie, die folgerichtige Ableitung der Einzeltatsachen 
aus den Max well sehen Gleichungen ist allerdings ein Yollweriiger Er- 
satz fQr Demonstrationen. Nun, m. H., Experimente kann ich Ihnen 



liier nicht vorführen, eine mathematische Theorie aher mochte ich 
nicht geben. Ich will auch nicht auf die tei-hniBche Bedeutung der 
elektrischen Wellen eingehen, vielmehr mein Thema von einer andern 
Seite her zu behandeln versuchen. Ich bitte Sie, mir bei einigen Be- 
trachtungen mehr pnii/.ipieller Natur zu folgen. Ohne auf spezielle 
Erscheinungen und Entwicklungen näher einzugehen, möchte ich mich 
darauf beschränken, in großen Zügen und im Umriß diejenigen Tat- 
sachen und theoretischen Auffassungen zu besprechen, welche für die 
allgL-meineu Grundlagen imil die prinzipiellen Vorstellungen, die wir 
über die elektrischen Wellen besitzen, maßgebend sind. Ich hoffe, 
Ihnen am Schluß meines Vortrags eine Antwort auf die Frage gegeben 
zn haben: Was hat man sich nach dem heutigen Stande des Wissens 
unter elektrischen Wellen zu denken, was ist die Natur der elektrischen 
WeUenV 

Man kann heute oft die Meinung äußern hören, die Maxwell- 
»che Theorie der Elektrizität habe geleistet, was sie leisten konnte, und 
die theoretische Elektrizitätslehre greife heutzutage wieder auf die 
Grundlagen alter, vordem herrechender Theorien zurück, die man be- 
reits definitiv überwunden glaubte. Insbesondere werden hier die Unter- 
suchungen Wilhelm Webers zitiert, Weber hat bekanntlich die 
Elektrodynamik auf ein Fernwirkungsgesetz zu begründen versucht, 
indem er annahm, die Elektrizität sei ein atomistisch konstituierter 
Stoff, welcher nach außen hin ponderomotorische Kräfte auszuQben 
vermag. Diese ponderomotoriachen Kräfte befolgen ein sehr kompli- 
ziertes Gesetz, insofern die zwischen zwei Elektrizitätaatomen statt- 
findende Wirkung nicht nur von ihrer Ladung und gegenseitigen 
Entfernung, sondern auch noch von der Geschwind igkeits- und Be- 
üchleunigungäkomponente in der Richtung ihrer Verbindungslinie ab- 
hängt. — Die moderne Elektroneutheorie, sagt man nun, sei nichts 
anderes, als eine Ver^uickung Maxwell&cher Theorie mit Weber- 
ichen Vorstellungen, das Elektron sei nur ein anderer Name für das 
Webersche Elektrizitätsatom , und so sei klar, daß wir uns heute 
wieder von Mai well -Hertz rückwärts bewegen, und daß die Web er sehe 
Elektrizitntstheorio iu den Elektronen ihre Auferstehung feiere. 

Man kann diese Meinung, so scheint mir, kaum besser auf ihre 
Richtigkeit prüfen, als indem man auf- die elektrischen Wellen zurück- 
geht. Gerade die Entdeckung der elektrischen Wellen durch Heinrich 
Hertz hat ja seinerzeit der Maxwellschen Theorie zum völligen Siege 
rerholfen und bewirkt, daß die alten Eloktrizitätstheorien der Vergessen- 
heit anheimfielen oder doch stark in den Hintergnind gedrängt wurden. 
Angesichts dieser historischen Tnisacbe kann man die Frage aufwerfen, 
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ob die Vorstellungen, welche Hertz mit seinen Wellöii verband, heute 
noch dieselben geblieben sind, wo wir eine Elektronentheorie besitzen. 
Wenn auch alle Elektronen und wiederereteb enden Weberschen Elek- 
trizitätsatome die an Hand der Maxwellechen Theorie entdeckten Er- 
scheinungen nicht wieder röckgfingig machen können, so ist doch die 
Vermutung nicht ohne weiteres abzuweisen, daß unsere beutigen theo- 
retischen Anschauungen dieser Erscheinungen sieb durch die Elektronen- 
theorie modifiziert haben. Wir wollen also jetzt des näheren unter- 
suchen, ob eine solche Modifikation der Vorstellungen eingetreten ist, 
und wenn dies der Fall, worin sie besteht. 

Wie in der Akustik die Schallwellen, so kann man auch die elek- 
trischen Wellen in zwei große Gruppen einteilen: die erste Gruppe um- 
faßt die freien elektromagnetischen Wellen, wie sie in der Luft und 
im leeren Raum auftreten küimen, die zweite Grappe enthält die er- 
zwungenen elektromagnetischen Schwingungen; ihr wichtigster Ke- 
präsentant sind die elektrischen Wellen in Drähten. 

Betrachten wir zumlchst die erste Gruppe, also den Fall elektro- 
m^netiacher Wellen in der Luft oder im freien Äther, wie sie z B 
von einem Hertzschen Oszillator ausgesandt werden. Was für ein 
Vorgang ist es, der von dem Oszillator ausgeht, und wie haben wir 
uns das Wesen der sich hier abspielenden Vorgänge zu denken? 

Ein Hertzscher Oszillator besteht aus zwei einander gegenüber 
gestellten Leitern, die zu hohen Potentialen aufgeladen sind und plötz- 
lich entladen werden. Man wußte auch ohne Maxwellsche Theorie 
schon, daß unter geeigneten Bedingungen, wemi nämlich 
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(wo w den elektrischen Widerstand, S die Selbstinduktion, C die Kapa- 
zität des Leiters bedeuten) die Entladung des Leiters oszillierend 
erfolgt. Aber erst die Maxwellsche Theorie macht außer den Strömungs- 
und Fotentialverhältnissen in dem Leiter auch Angaben über die Zustande 
des ihn umgebenden Raumes oder Dielektrikums. Wir wollen zur 
Vereinfachung unserer Betrachtungen annehmen, die Oszillationen seien 
sehr wenig oder gar nicht gedämpft und bestehen in einer einfachen 
(sinusartigen) Schwingtmg einer einzigen Periode. Welches ist dann 
der Zustand des Raumes, der den Oszillator umgibt, zu irgend einer 
Zeit (? 

Der Raum um den Oszillator ist nichts anderes als ein elektro- 
magnetisches Feld, und zwar ein solches mit periodisch wechselnden 
Eigenschaften. Betrachten wir die Zustände dieses Feldes in der Ebene, 



über BlektriBche WeUen, lfi3 

die senkrecht zur Strömungs rieh tun g im OsziUator steht und diesen 
aymmetrisch teilt. Die elektrische Kmft ist überall senkrecht zu unserer 
Ebene gerichtet; ihre Intensität ist auf einem Kreise um den Oszillator 
als Mittelpunkt von gleicher Größe. Ähnlich verhält sich die iiiagne- 
tiBche Kraft, nur liegt ihre Richtung überall in der betrachteten Ebene 
und senkrocht zur Richtung des OszillatofB. Die Stärke der Kraft 
wechselt periodisch vom Oszillator nach außen hin; wenn wir uns auf 
pinem Radinsvektor bewegen, schreiten wir in periodischer Folge durch 
Werte der Kraft, die von Null bis zu einem Maxiraum wachsen, dann 
kommt wieder Null, dann wieder ein Maximum usf. Diese Verteilung 
findet in gleicher Weise für die elektrische wie für die magnetische 
Kraft statt. — In Ebenen parallel zu den betrachteten liegen die Ver- 
hältnisse ganz ähnlich, nur bilden dann die Richtungen der elektrischen 
Kräfte schiefe Winkel mit der Ebene; allgemein gilt, daß die Kräfte 
senkrecht stehen zu jedem Radiusvektor, den man vom Oszillator aus 
ziehen kann. 

Damit haben wir in großen Umrissen den Aufbau unseres elektro- 
magnetischen Feldes beschrieben, so wie man sich dieses nach den 
Anschauungen der Max well-Hertzschen Theorie zu denken hat. Zu 
irgend einer andern Zeit t' würde ein älinüeher, gegen'den obigen ver- 
schobener Zustand gelten; wir haben uns vorzustellen, daß mit der 
Zeit da« Feld sieh derart ändert, als ob eine Bewegung desselben vom 
Oszillator nach außen stattfände, und zwar eine Dewcgimg, liie mit sehr 
großer Geschwindigkeit vor sich geht, eben der Ausbreitungagescli windig- 
keit der Hertzschen Wellen und des Lichts (3fK)000 km in d, Sek.J. 

Zusammenfassend können wir demnach sagen: die elektrischen 
Wellen bestehen in einem veränderlichen elektromagnetischen Kräfte 
fejd. Worin diese Kräfte bestehen, ob in elastischen Kräften, wie man 
nach der alten Elastizitätstheorie des Lichts annahm, oder in „di- 
elektrischen Polarisationen" nach den Anschauungen Faradajs uud 
Maxwells, können wir dahin gestellt sein lassen. Wir bedürfen auch 
nicht der grobsinnlichen mechanischen Analogien und Kombinationen 
von Zahnradgetrieben, die die Schüler Maswells, z. B. Lodge, er- 
sonnen haben. Derartige Hypothesen sind unnötig, denn ihre Priimiseen 
lassen sieh weder durch irgendwelche Tatsachen begründen, noch auch 
kann man aus ihnen Folgerungen ziehen, an denen ihre Richtigkeit 
geprüft werden könnte. Wir begnügen uns damit, den Vorgang der 
elektromagnetischen Wellen so zu beschreiben, wie ich dies angedeutet 
habe. Damit erreichen wir, daß wir uns vou wiUkörlichen Zutaten 
frei halten and die Natur allein mit solchen Eigenschaften ausstatten, 
die sie uns zwingt ihr beizulegen. 
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Solche elektrischen Wellen, wie sie zueret Hertz experimentell 
dargestellt hat, Bind nach Maxwell auch die Schwingungen des Lichts, 
der strahlenden Wärme und der ultravioletten Strahlen. Derartige, 
den wellenartigen Zustünden ähnliche, variable elektromagnetische Felder 
sind vermutlich auch die Rontgenstrahleti. Die Unterschiede zwisch^ 
den verschiedensten elektromagnefciBchen Wellenziiständen sind rein 
qnantitative und betreffen nur die Anordnung des Feldes, die Periode 
der Schwingungen u. dergl. 

Diese ZuBamnienfaseung der verschiedensten Strahl enarten onter 
einheitlichem Gesichtspunkt ist bis heute so unerschöttert geblieben 
und erscheint in ihrer Richtigkeit so sicher, wie die Vorstellungen 
und Prämissen, auf denen die Maxwellsche Theorie steht, ungeiindcrt 
geblieben sind. Wir können behaupten, daß unsere heutigen An- 
schauungen über die Natur der elektrischen Wellen im freien, durch 
keine wägbare Materie erfüllten Äther -noch genau dieselben sind, wie 
zu Zeiten von Maxwell und Hertz; hier hat die Elektronentheorie 
nichts geändert. 

Wir wollen jetzt dazu fibergehen, die oben genannte zweite Gruppe 
der elektrom Emetischen Wellen zu behandeln, und wieder an Hand 
eines bestimmten Beispiels unsere Folgerungen ziehen. Dazu ver- 
gegenwärtigen wir uns die Hertzschen DrahtweUen, etwa in der TOtt 
Leeher gegebenen Anordnung. 

Die Schwingungen eines primären Oszillators werden hier (durch 
elektrische „Influenz" resp. durch dynamische „Induktion") auf einen 
sekundären Oszillator übertnvgen, von dem aus 2 parallele Drähte 
fortgeführt sind. Dann entstehen unter geeigneten Bedingungen, auf 
die wir hier nicht nötig haben näher einzugehen, in den Dr&litea 
stehende, elektrische Wellen, die man durch Abtasten mittels eines 
Resonators oder Indikators längs der Drähte nachweisen kann. Es 
«eigt sich, daß das Potential au gewissen Punkten der Drähte, den 
Schwingungsbüuchen, ein Maximum hat, an andern Stellen, den Schwin- 
gungsknoteu, ist es gleich Null. Der Abstand zweier solcher Maxima 
oder zweier Minima des Potentials ist die halbe Wellenlänge der elek- 
trischen Draht wellen. 

Es fragt sich für uns wieder: Wie haben wir uns die hier statt- 
findenden Vorgänge zu denkeu? Die Mastvellsche Theorie läßt auch 
hier vollstiiudig das in dem Haume um die Drähte eraeugte elektro- 
magnetische Feld berechnen and gibt seine Verteilung zu irgend einer 
Zeit i au (allerdings sind die mathematischen Schwierigkeiten hier 
größer als in dem obigen Fall eines einzelnen Hertzschen Oszillators). 
Auch hier liaben wir periodisch wiederkehrende wellenartige Zustände 



der elektrischen und magnetiselien Kraft, nur die Bpezielle Konfiguration 
des Feldes i§t hier eine andere als dort. Aber außerdem haben wir 
jetzt noch im Räume zwei leitende Körper, eben die beiden Dräbte, 
(leren Anwesenheit wir nicht ignorieren können, und wir fragen nun: 
Welche Verenge spielen sich in den Drähten ab? 

Die strenge Maxwellache Theorie sagt: In den Drähten spielen 
sich gar keine Vorgänge ab. Die Drähte bilden lediglich eine Be- 
grenzong des umgebenden, nichtleitenden Dielektrikums, in welchem 
allein die Wellen, d. h. der periodisch wechselnde elektromagnetische 
Zustand verläuft. 

Und doch sind die Drähte keineswegs ganz tot, sondern durch ele 
wird ein Phänomen herbeigeführt, das im Falle der freien elektro- 
magnetischen Schwingungen, wo (abgesehen vom Oszillator aelbst) keine 
leitenden Körper zugegen sind, fehlt: es fließt ein Strom durch die Ober- 
fläche der Drähte. Dieser Strom wird auch von der Max well sehen Theorie 
berücksichtigt, und seine Wirkungen, wie z. B. die durch Erzeugung 
Joulescher Wärme hervorgebrachte Dämpfung, werden in Rechnung 
gebracht. Die Maxwellsche Theorie ist also auch hier vollkommen 
richtig. Aber wir fassen den Vorgang der elektrischen Drahtwellen 
trotzdem heute noch etwas anders auf, als Bertz und seine Vor^nger 
dies taten. Das Resultat der Rechnung und die Grundlagen der Theorie 
Weihen unangetastet, nur führen wir noch eine etwas speziellere Vor- 
Btellung zu dem bisher Genannten hinzu. Diese speziellere Vorstellung 
betriflt den Vorgang der elektrischen Strömung. Die Maxwellsche 
Theorie, wenigstens in der von Hertz gegebenen klassischen Form, 
macht keinerlei Annohmen darüber, worin die elektrische Strömung be- 
steht und wie man sie sich zu denken hat. Die strengen Anhänger 
Maxwells sind vielfach soweit gegangen, im elektrischen Strom lediglich 
einen Vorgang in dem den Leiter umgebenden Dielektrikum zu sehen; 
sie laufen überhaupt andere als im Dielektrikum vor sich gehende 
elektrische Vorgänge. Die alten Theorien nehmen im Gegenteil an, 
daß das eigentUche Wesen des Stromes im Fließen eines Fluidums, der 
Elektrizität, besteht, und daß das Dielektrikum nur eine sekimdäre Rolle 
spielt. Nach Weber z. B. besteht ein elektrischer Strom in einem 
Fließen von Elektrizitätsatomen in dem Leiter. Eine solche Vorstellung 
wollen auch wir zugrunde legen. Wir wollen annehmen, daß sich in 
jedem Leiter elementare Ladungen oder Elektronen befinden, welche 
sich frei im Leiter bewegen, aber unter gewöhnlichen Umständen') 
Dicht heraus können, und daß die Bewegung solcher Elektronen in 

ErBcheinungen der Radioaktivität. 
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sagen, daB den im freien Ätlier vor sich gehenden elektrischen Wellen 
heute noch genau dieselben Vorstellungen zugrunde gelegt werden, 
welche ihr Entdecker Hertz benutzte; die sogenannten erzwungenen 
Scbwingongeu in Leitern werden aber heute etwas weniger allgemein 
gedacht, nnd man verbindet mit ihnen bestimmtere Vorstellungen, indem 
man sieh die elektrische Strümung als in einer Bewegung von Elektronen 
bestehend denkt. Die Grundlagen unserer Auffassung sind jedoch auch 
hier unverändert diejenigen der Maxwell-Hertaachen Theorie. 

Es ist klar, daß durch die Kolle^ welche die Elektrouen bei den 
erzwungenen elektrischen Schwingungen spielen, der Forschung heute 
neue Perspektiven eröffnet sind. Das Verhalten der elektrischen 
Schwingungen in Gasen verdient vielleicht besondere Beachtung. Der 
interessanten Erscheinungen auf diesem Ciebiete sind gar viele, durch- 
gearbeitet ist nur Weniges. Die esperimentellf Erforschung der elek- 
trischen Wellen erscheint, von dieser Seite her betrachtet, in einem 
ganz andern Lichte als in dem alltäglichen der drahtlosen Telegraphie 
und Telephonie; ich möchte die Vermutung aussprechen, daß die Wissen- 
schaft gerade aus dem bisher weniger gepflegten Studium der elektrischen 
Oszillationen in Gasen noch manche Bereicherung erfahren dürfte. 

BerUn, Juli 1904. 

Beitrag zur Untersuchung des erkenntnistlieoretischeE 

Wertes der verschiedenen analytisch möglichen 

Raumformen. 

Von P. MiLAU in Kreuznach. 

1. Die logisch mögliehen Raumformen. — Die Lehre Kants') über 
Raum und Zeit, der beide als „reine Formen aller sinnlichen An- 
schauung" ansieht, welche „dadurch synäieiisclie Urteile a jynori möglich" 
machen, setzt voraus, daß die Tatsachen, welche die Geometrie lehrt, 
strenge AUgemeiiiheit nnd innere Notwendigkeit aufweisen und von 
der Erfahrung gänzlich unabhängig, durch sich selbst klar und gewiß 
sind. So lange nun die euklidische Raumfonn unumstrittene Allein- 
herrschaft besaß, fand auch Kants Theorie kaum Widerspruch. Anders 
wnrde es, als die Mathematik die Lehre von den verschiedenen möglichen 
Raumfonnen ausbildete. Da schien es so, als ob nunmehr den geo- 
metrischen Sätzen die strenge Allgemeinheit und innere Notwendigkeit 
abgesprochen werden nnd die Geometrie zn den empirisehen Wissen- 

ik d. r. V." verlegt von Hartknoch 1871, S. Si. 
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Schäften gezählt werden müßte. Iiu folgenden boH nun geprüft werden, 
inwieweit hierzu ein Recht vorliegt, und zu diesem Zweck soUea die 
verschiedenen Raumformen auf ihren erkenntnis theoretischen Wert 
hin untersucht werden. Ich hoffe, daß es mir gelingt nachzuweisen, 
daß der apriorische Charakter des Raumes und seiner Qualitäten 
durch die Theorie der verschiedenen Raumformen keine Einbuße er- 
litten hat. 

Zunächst unterliegt es meines Erachtens keinem Zweifel, dsB der 
mathematische Nachweis erbracht ist, daß sich neben der enklidischeu 
Raumform auch andere Raumformen konsequent durchführen lassen, die 
ebenfalls nie zu einem inneren Widerspruch führen, ja nicht einmal zu 
einem aolchen führen können. Bekanntlich wurde der erste Anstoß 
zur Ausbildung von Raumformen, die von der euklidischen abweichen, 
durch die langjährigen vergeblichen Versuche gegeben, das sogenannte 
XI. Axiom Euklids, das Parallelenasiom, zu beweisen.') Die weitere 
Entwiekelung des vorliegenden mathematischen Problems läßt sieb in 
4 Perioden einteilen.^) Die erste derselben umfaßt dann die Versuche 
derjenigen, welche sich von dem Parallele naiiom zu emanzipieren 
streben, ohne daß sie indessen die rifbtigen Konsequenzen ziehen und 
sich zu den neuen itaumformen durchringen. Hierher geboren Saccheri 
und Lambert.") — Zu der zweiten Periode gehören diejenigen Forscher, 
welche den selbständigen Wert der nichteuklidi sehen Raumformen 
voll erfaßt haben. Die Methode, die sie anwenden, ist die rein geo- 
metrische bezw. trigonometrische. Es gehören hierzu Lobatschefskij, 
Bolyai und Beltrami. Lobatschefskij') und Bolyai') haben fast 
gleichzeitig und auf verschiedenen Wegen in bewußter Weise eine 
Geometrie ausgebildet, die von dem Paratlelenaxiom Enklids volUtooimeii 

l) Hau vergl. Sctiotteo „Inhalt und Methode des pUnimetr. Untemebto". 
Bd. n. Leipzig 1S93. 

S) Man vergl. llr das folgende dee Verf. FrogTammaLhandlung: „Ans dem 
Gieaigebiet zw. Math. u. PhiloBopUie", Kiel, 1901, aus der einige Stellen fiber- 
nommea sind. 

5) Stäckel: „Die Theorie der PsiallelliDieD von Eaklid bis auf QanB", 
Irfiipxig, 1896. 

4} Geometrinchc Unterauchungen zur Theorie der Parallellinien in „CoUeotion 
compl^te des oeuvrea g^omütriquea de N. 3. l.obatxcbeltskj" Tome 2. 1886. — 
„O^om^trie imagtuaire" ebendaselbat und in CrelIeK Joama! XTH, iSül , S. 39ri 
bis 320. Friedr. Engel; „NikolaJ Iwanowitach Lobatschefskij, S geometnscbe 
Abhandlungen", Leipüig 18Q8 u. 18U9. 

6) Joh. Doljai: „Appendix, Bcientiam spatti absolute veram eshibeni etc." 
(als Anhang m dem „Teiitamen etc." Beines Vaters W. Boljai; Maroi T&a&r- 
helyini 1833.) Man vgl. hiorru: Frischauf; „ALaolute tioouietrio nach J. Boljai 
bearbeitet", i>eipzig 1872. 
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abstrahiert Sie sind zu der Erkenntnis gelangt, daß die gefundene 
^^chteuklidiscW (Gauß)^) oder ^^aginäre^ (Lobatschefskij) oder 
^bsolute^ (Bolyai) Geometrie die allgemeinere ist, die auch die 
^^euklidische^ Geometrie als besondem Fall umfaßt. Die Theorie des 
Parallelwinkels (Lobatschefskij), der Grenzlinien und Gh-enzflächen, 
sowie die Entwickelung des trigonometrischen Formelsystems ist von 
beiden Forschem vollkommen durchgefährt. Beltrami^) knüpft an 
die Ganfische Theorie der gekrümmten Flachen an und weist nach, 
daß die Sätze der nichteuklidischen (hyperbolischen) Geometrie für 
Flachen Ton konstantem negativem Erümmungsmaß gelten; es gelingt 
ihm so, den Sätzen der nichteuklidischen Geometrie eine gewisse kon- 
krete Interpretation zu geben. 

Die dritte Periode umfaßt die am meisten in diesem Gebiete ge- 
nannten Namen Riemann und Helmholtz. Riemann^) hat die 
analytische Methode eingeführt, faßt den Raum als Größe auf, sub- 
sumiert ihn unter den weiteren Begriff einer Mannigfaltigkeit und ge- 
langt zu den 3 bekannten Raumformen durch die Einführung des 
Begriffs des Erümmungsmaßes einer Mannigfaltigkeit, v. Helmholtz^) 
gelingt es, die Voraussetzungen über den Raum genauer zu präzisieren 
ond zu reduzieren. Mit Hilfe seiner Voraussetzungen weist er die 
Annahme Riemanns nach, daß die Größe des Linearelements gleich 
der Quadratwurzel aus einer immer positiven, ganzen, homogenen 
Funktion zweiten Grades der Koordinaten-Differentiale ist. 

Eine von der früheren abweichende Behandlung fand das Problem 



1) Gaufl selbst nimmt eine exzeptionelle Stellung ein. Er wurde nur deshalb 
^ben nicht erwähnt, weil er keine zusammenhängende Theorie der ,,nichteuklidischen" 
Oeometrie hinterlassen hat. Daß er indessen dieselbe nicht nur fQr sich yoll- 
^rtändig ausgebildet hat, sondern auch über ihre philosophischen Konsequenzen 
^pründlich nachgedacht hat, die ihn zu einer Ablehnung der Lehre Kants führten, 
^eht deutlich hervor aus den ebenfalls von Stäckel herausgegebenen nach- 
^lassenen Aufzeichnungen „Grundlagen der Geometrie^^ im YDl. Bd. der ge- 
«Ammelten Werke von C. F. Gauß. GOttingen 1900. 

* 2) Beltrami: „Sagg^o di interpretazione della Geomeiria non - euclidea" 
^iomale di Matematiche 1868. (Französ. in: „Annales scientifiques de l'Ecole 
^Normale Sup^rieure'', Tome 6, 1869.) 

8) Biemann: „Über die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde 
liegen.^ Habilit. Vorles. 1854; veröffentlicht in den GOttinger Abhandlungen 
1867. 

4) y. Helmholtz: „Über die Tatsachen, die der Geometrie zu Grunde liegen*'. 
Göttinger Nachrichten 1868. — „Über die tatsächlichen Grundlagen der Geometrie'*. 
Heidelberger Jahrbücher 1868, Nr. 46 u. 47. — „Über den Ursprung und die 
Bedeutung der geometrischen Axiome**. Popul. Vertilge, Heft lY. Braun- 
•chweig 1876. 
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in der vierten Periode durch i'elix Klein.') Nach dem Vorgang von 
C'ayley') werden projektive und metrische Beziehungen streng ge- 
schieden, und es wird gefunden, daß die erateren allen „ebenen" Ramn- 
formen gemeinschaftlich, die letzteren aber je nach der für die llaum- 
form geltenden MaßbeBtimmung verschieden seien. Alle Maßbeatimmungeu 
werden dabei auf zwei fundamentale Aufgaben zurückgeführt: 1. Be- 
stimmung der Entfernung zweier Punkte und 2. Bestimmung der 
Neigung zweier sich schneidender Geraden. Beide Bestimmungen haben 
das gemeinsame Merkmal, daß sich die Maß unterschiede addieren, und 
daß dieselben durch eine Bewegung im Räume nicht geändert werden. 
Da nun aber sowohl Verschiebung einer Punktreihe, als auch Drehung 
eines Strahlenbilscliela in sich unter den Begriff einer linearen Trana- 
formatkm fällt, welche das betreffende Gebilde in sich überführt, so 
wird es soviel von einander verschiedene Maßbe Stimmungen auf den 
GiTiudgebilden erster Stufe geben, als es Arten von LineartransfurmationeB 
für diese Gebilde gibt. „Nun gibt es aber solcher Transformat ionan 
nur Kweierlei Arten: 1. solche, bei denen 3 (reelle oder imaginäre) 
Elemente des Gmndgebildes festbleiben (allgemeiner Fall) und 2. aolch^ 
bei denen nur ein (doppelt zählendes) Element des Gmudgebildes un-, 
geändert bleibt (spezieller Fall)" (Klein, a. a. 0. p, 582). Die ge- 
wühnliche Maßbestimmung des euklidischen Raumes ist von der 
zweiten Art (doppelt zählendes Element der unendÜch ferne Punkt). Di« 
Maßbestimmung der hyperbolischen Rauniform entspricht dem ersten 
(allgemeinem) Fall mit 2 reellen Elementen (2 unendlich ferne Punkte), 
diejenige der elliptischen Hauniform demselben Fall mit 2 imaginären 
Elementen (kein unendlich femer Punkt) des Grundgebildes. — Außer 
den genannten Forschem kommen für diese Periode hauptsächlich 
noch in Betracht: Lindemann^), Killing'), Lie^), der die Theori« 

1) Pelii Klein; „Über die sogenannte nichteuklidische Geometrie", Math- 
Anna!. TV u. VI. — „Zur nichtenklidiBchen Geometrie". Math. Annalen, Bd. 37. 
Vgl. auch Ton demselben Vetfasser: „Vergleichende Betrachtungen über neueM 
geometrische Forschungen." 

8) Cftyley; „Siith Memoir upon (inantics", Philos, TransactiooB t, l-IB, 
1869. 

3) Lindemann; „Vorieeongen über Geotyetrie unter besonderer lienutaung 
der Vortrage von Alfred Clebach". U. Bd., \. Teil, Leipiig iSiU. 

i) Ei Hing: „Die nichteoklidischon Haumformen in analytischer Bebau dl ting". 
Leipzig ISä5. — „Einführung in die Grundlagen der Geometrie", l. Bd. Pader- 
born 18B8, II. Bd. Paderborn l«8a. 

5) SophuH Lie: „Theorie der Tran a forma tionagnippen". Bd. 111, Abteilung V. 
Leipzig 1893. Man vgl. hierzu auch: F. Klein: „Gutachten anlUBlich der enten^^ 
Vei-teilung dea Lobutsch e waky -Preis es" , Mftth, Ann, ia98. 
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der Transformationsgruppen auf das von Riemann und Helmholtz 
gestellte Problem anwendet^ und Hubert.^) 

Aus den aufgezählten Bearbeitungen ergibt sich^ daß eine Anzahl 
von Raumformen gleiche mathematische Berechtigung hat wie der 
bekannte euklidische (parabolische) Ilaum^ dessen • charakteristische 
Merkmale^ Bestimmbarkeit der Geraden durch 2 Punkte, Kongruenz, 
Dreidimensionalität; Endlichkeit und Unabhängigkeit des Parallel winkeis 
vom Abstand sind. Durch Abstraktion eines oder mehrerer der ge- 
nannten Merkmale ergeben sich nämlich: 1. Solche Haumformen, bei 
denen gerade Linien (kürzeste Linien) Kaum einschließen können. Hierzu 
gehört die sphärische oder Riemann sehe Raumform, bei der jedem 
Punkt ein Qegenpunkt zukommt. 2. Solche Raumformen^ bei denen 
der Raum in sich selbst nicht mehr bewegt werden kann, wo vielmehr 
die Kongruenz des Raumes auf einen gewissen endlichen Bereich um 
jeden Punkt beschränkt bleibt. (Clifford-Kleinsche Raumformen in 
der Bezeichnung von Killing, deren Gesamtheit sich je nach ihrem 
Krümmungsmaß in elliptische, parabolische und hyperbolische einteilen 
läßt.) 3. Die Ranmformen von mehr als 3 Dimensionen. 4. Die 
endlicJien Ranmformen (hierzu gehören die elliptischen Raumfonnen 
nach Klein, oder Raumformen mit positiv konstantem Krümmungs- 
maß). 5. Solche Ranmformen, in denen der Parallelwinkel eine Funktion 
des Abstands ist (hierzu gehören die hyperbolischen Raumformen nach 
Klein oder Raumformen mit negativ konstantem Krümmungsmaß, bei 
denen der geraden Linie 2 unendlich ferne Punkte zukommen). 

2. Logisch mögliclie Bwimfarnien sind nicht ohne weiteres auch 
erkenntnistheoretisch möglich, — Es wird nun vor allem die Frage zu 
beantworten sein, ob logisch mcigliche Raumformen auch ohne weiteres 
erkenntnistheoretisch als möglich anzusehen sind. Wenn nämlich in 
der Tat das Denken allein ein Kriterium für die Möglichkeit einer 
Haumform ^be, dann bliebe allerdings kein anderes Hilfsmittel als 
die Erfahrung, um herauszufinden, welcher der möglichen Raumformen 
unser reeller Raum entspricht, und die Lehre Kants über den Raum 
wäre von Grund aus umgestoßen und als falsch erkannt. Sind aber 
logisch mögliche Raumformen nicht ohne weiteres erkeniitnistheoretisch 
möglich, dann wären die Bedingungen aufzustellen, die der Raum zu 
erfüllen hat, um nicht nur logische, sondern auch erkenntnistheoretische 
Berechtigung zu gewinnen, und es wäre zu untersuchen, ob die einzelnen 
logisch möglichen Raumformen sich mit den neuen Forderungen ver- 



1) David Hilbert: „Grundlagen der Geometrie" in d. Festschrift znr Feier 
der EnthüUung des Gauß- Weber-Denkmals. Leipzig 1899. 
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einbaren lassen, die mau nunmelir an den Raum zu eteiien hat. — 
Nun ergibt eich die logische Möglichkeit der verBchiedenen Raiini- 
fonneii aus analytischen Betrachtungen, d. li, aus der Äiiweudung der 
Zahl auf das Glebiet des Räumlichen. Da das Räumliche an sich aber 
nichts Diskretes euthiUt, vielmehr durchaus in sich homogen ist, so 
kann den Zahlenoperationen, so nützlich und unentbehrlich sie auch 
für die Mathematik sind, doch nicht die Fähigkeit zugesprochen werde«, 
ein erkenntniatheoretisch richtiges Urteil über das eigentliche Wesen 
des Raumes absugeben/) 

Das wird auch für die elementare analytische Geometrie meistem 
anerkannt. So sagt z. B. Lindemaun^) gelegentlich der Besprechnnui 
der unendlich fernen Geraden: „Es soll dadurch jedoch nur diese ana-; 
lytische Tatsache, aber keinerlei metaphysische Auffassuug a usgedrllckt" 
werden. Die Einführung dieser Bezeichnung erlaubt uns dann, manche i 
Sätze einfacher zu beweisen und au s/,usp rechen , indem wir mit der 
unendlich fernen Geraden wie mit einer wirklich vorhandeucn operieren." 
— Die Analjsis allein kann uns also zu keiner richtigen ErkenntnUi 
räumlicher Eigenschaften verhelfen. Sie ist immer nur als Mittel an-j 
zusehen, geometrische Tatsachen einfach darzustellen, gewissermaße»' 
als eine Abbildung des räumlich Realen durch das Zahlengebiet. Nicht 
die Algebra entscheidet daher auch über die Möglichkeit dieser oder, 
jener Kaumform, sundem nur die Betrachtung des Raumes selbst.*^ 
Wir bleiben also in Übereinstimmung mit Kant*) und nennen 
dasjenige möglich, „was mit den formalen Bedingungen der Erfahrung 
(der Anschauung und den Begriffen nach) übereinkommt". Haben wir 
nun eine Wissenschaft vor uns, die nur auf Begriffen aufgebaut is^ 
so wird auch die logische Folgerichtigkeit allein das Kriterium für di« 
Richtigkeit der aus ihr entspringenden Erkenntnis sein. Eine solche 
Wissenschaft ist aber nur die Transzendentalphilosophie selbst.'') Beii 
ihr wird die Erkenntnis nur durch logische Bearbeitung der Begrifl» 
gewonnen, ist also eine diskursive. Bei allen andern WisaeuscliafteiL 
aber müssen auch intuitive Urteile gelten.^) Nun ist aber die Geometrlei 

1) Vgl. Wandt: „LoK'k, eine Untersuchuug der friiizipicu der Krkenntnia 
tmd <ier MelboJen wissenschaftlicher Fornchung". 1, Bd. „Erkenntni «lehre". Stutt- 
gart lasü, S. 44Uff. S. auch LotKe: „Metaph^aik" S. 34<if. 

2) Liudemann: „VorlcBungea über Geometrie". I. Bd. Leipiig 1876. S. 07i 
B) Vgl. RuBBell: „Kssai eur \m Fondements de la Gfom^tiie (io« Fraiis, 

abemetzt von Cadenat) Paris 1901. S. 69. i) Kant: „Kr. d. r. V," S. 801.' 

5| Vgl, J. C. Becker: „Abhondtuitgen aus dem Greuzgebiet der Halhematik 

a. Pbilosophie" S. Ifl— 20. 

6) Vgl. H. WeiRsenborii: „Über die ueiteren A-nsicbten vom Itaum t 

den ({ecimetr. .\iiomou". Vierte IJali rech rill f, wiäseuxch. Pbilüs. II, S. 454ff. 
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sicher eine Wissenschaft, die die Anschauung nicht entbehren kann. 
Sie ist keine Wissenschaft aus Begriffen^ sondern sie hat die Begriffe 
im Raum zu konstruieren. Es genügt demnach für die Geometrie nicht, 
dafi die Entwickelung ihrer Begriffe logisch folgerichtig vor sich geht, 
sondern sie hat bei jedem entwickelten Begriff mittels der formalen 
Anschauung zu untersuchen, ob der dem Begriff entsprechende Gegen- 
stand auch möglich sei. Vom menschlichen Standpunkt natürlich er- 
scheint ja das Streben, alle Erkenntnis auf eine einzige Quelle zurück- 
führen zu wollen; nichts desto weniger kommen wir aber nicht über 
die nun einmal feststehende Tatsache hinweg, daß hier ein Dualismus 
herrscht, daß wir hinsichtlich unserer psychischen Tätigkeit einem 
doppelten Zwang unterworfen sind, dem Denkzwang und dem Anschauungs- 
zwatig.^) Daher mußten auch alle Versuche fehlschlagen, die darauf 
hinausgingen, die Geometrie rein logisch frei von jeder Anschauung 
zu begründen*) oder überhaupt räumliche Anschauung durch begriffliche 
Verbindungen zu ersetzen.') Hiemach unterliegt es also keinem Zweifel, 
daß ein Anschauungszwang, d. h. ein Zwang, Mannigfaltiges überhaupt 
raumlich aufzufassen, oder Empfindungen nach außen zu projizieren, 
ebenso gut vorhanden ist, wie derjenige, Begriffe logisch zu bilden 
und zu verknüpfen. Wenn aber anerkannt werden muß, daß im Ge- 
biete des Räumlichen das logische Denken allein nicht ausreicht, so sind 
auch die logisch möglichen Raumformen nicht ohne weiteres erkenntnis- 
theoretisch möglich, sondern es muß geprüft werden, ob sie auch den 
Bedingungen des Anschauungszwanges genügen. 

3. Baumformen, die deti Axiomen der projektiven Geometrie wider- 
sprechen^ sind erkenntnisth^eoretisdi nicht möglich, — Wir wollen nun 
diese Prüfung in der Weise vornehmen, daß wir zunächst die reale 
Möglichkeit solcher Raumformen untersuchen, die den Bedingungen der 
projektiven Geometrie widersprechen. Wir sahen im vorigen, daß die 
Fähigkeit, Mannigfaltiges räumlich aufzufassen, a priori vorhanden ist 
Die räumliche Auffassung des Mannigfaltigen besteht nun im wesent- 
lichen in einem qualitativen und in einem quantitativen Vergleichen 
von Raumgebilden, d. h. im Unterscheiden verschiedener Lagen- und 

1) Vgl. Schotten: „Die Grenze zw. Philosophie u. Mathem/' Unterrichte- 
blatter für Mathem. u. Naturw. II, 4, S. 49. 

2) Vgl. Bolzano: „Wissenschaftslehre" 1837. 

3) Man vgl. z. B.: Schmitz-Dumont: ,,Zeit und Raum in ihren deuknot- 
wendigen Bestimmungen, abgeleitet aus dem Satze des Widerspruchä*\ Leipzig 
1876. — Thiele: „Grundriß der Logik u. Metaphysik*'. Halle 1878. — Eine 
nähere Begründung der obigen Behauptung findet sich in des Verfassers Programm- 
arheit: „Aus dem Grenzgebiet zwischen Mathematik u. Philosophie*^ Kiel, 1901. 
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(jrößeiiTerhältuisse. üie Fähigkeit, Raumgebilde qualitativ und quan- 
titativ zu vergleichen, miisseii wir also als eine a. priori gegebene aa- 
sehea. Die projektive Geometrie behjmdelt nun die erst« Art det 
Vergleichen 9, zimäcbst ohne Rücksicht auf metrische Beziehungen unter 
alleiniger Vorauasetzung, daß durch 2 Punkte eine Gerade vollkommen 
bestimmt wird. Um dann nhrhnupt räumliche Maßbestimmungen und 
metrische Beziehungen auf projektive Betrachtungen aufzubauen, muß 
noch vorausgesetzt werden, daß die Maßbestimmungen durch eina 
Bewegung im Kaum nicht geändert werden. Das qualitative Vergleichen 
von Raumgebilden hat also zur Voniusset/.ung die Bestimmbarkeit der 
Geraden durch 2 Punkte, das quantitative außerdem noch die Kon- 
gruenz des Raumes. Da aber beide Arten des Vergleichens a priori 
gefordert werden, so sind jene beiden Sätze von der Bestimmbarkeit der 
Geraden durch 2 Punkte imd von der Kongruenz des Raumes ebenfalla 
A priori. Die Erkenntnis aber, daß die räumliche Auffassung des 
Mannigfaltigen gezwungenermaßen im Unterscheiden verschiedener 
Lagen- und Größen Verhältnisse besteht, ist wiederum ein Zwang, der! 
unabhängig vom Denken uns auferlegt wird, ein Anschauungszwanf;. 
Nun könnte der Einwand gemacht werden, daß sowohl das qualitativ« 
wie das quantitative Vergleichen sich durch Erfahrung ergeben hat 
Das ist indessen nicht richtig. Die Erfahrung geht natürlich auch 
hier wie stets der Erkenntnis zeitlich voraus. Ohne vorangegangene 
Erfahrung ist die Aufstellung der Gesetze der räumlichen AnschauQog 
ebenso wenig möglich, wie die der Denkgesetze. Wenn wir aber 
behaupten, daß die Axiome der projektiven Geometrie a priori richtig 
sind, so soll damit gesagt sein, daß ohne sie eine Erfahrung, hier als9' 
räumliche Erfahrung, unmöglich wird. Wenn aber die Fähigkeit, ver- 
schiedene Punkte räumlich zu unterscheiden und in Beziehung x.u 
bringen, geleugnet wird, so ist allerdings jeder Erfahrbarkeit der Boden 
entzogen.') Setzen wir aber die genannte Fähigkeit voraus, so ergeben' 
sieh jene Axiome durch einfaches Projizieren der Kategorien Qualität 
und Quantität auf räumliche Verhältnisse: Ein Punkt unterscheidet sich 
von einem andern zunächst weder qualitativ noch quantitativ. Nach 
dem vorigen sind wir aber veranlaßt, eine qualitative und eine quantitative 
Beziehung zwischen 2 Punkten anzunehmen. Verglichen können solche 
Beziehungen also erst werden, wenn wir mehr als 2 Punkte ins Aage 
fassen. Je 2 Punkte können mit je 2 andern gleiche oder verschiedene 
qualitative Beziehung haben. Indem wir diesen Gedanken in Hanm- 
anschauung umsetzen, werden wir zu dem Axiom gedrängt, daß durch 



l) Vgl, hier 



lell a. a. 0., S. &9ff. 
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2 Punkte eine Uichtuug (gerade Linie) rollkommen bestimmt ist. 

Analog steht ea mit der quantitativen Beziehung: Die Beziehungen, die 

zwischen einem Punktepaar und einem andern heiTBchen, können 

quantitativ gleich oder verschieden sein. So gelangt man durch Über- 

tragtiDg in räumliche Verhältnisse zum Begriff Abstand. — Nun ist 

aber noch ein Einwand zu entkräften, i^mlich der, daß die Vergleiobung 

verschiedener Raumgebilde hinsichtticb ihrer Größe nur möglich ist 

unter der Anaahme ihrer freien Br.icqilicMeit und Ffstigki'lt, daß aber 

die genannten Eigenschaften sich nnr durch Erfahrung ergeben können, 

imd daß also bieraus die empirische Herkunft des Asiomes von der 

Kongnienz des Raumes folgt. Daß der Begriff der Bewegung etwas 

Eiiipiriaches voraussetKe, gibt allerdings auch Kant zu, wenn er sagt: 

.,1m Kaum an sich selbst betrachtet ist nichts Bewegliches; daher das 

Bewegliche etwas sein muß, was im Räume nur durch Erfahrung 

gefunden wird, mitbin ein empirisches Datum."') Doch die Worte 

Kants gehen auch gleichzeitig die Lösung dieser Schwierigkeit. Den 

ßaningehilden kommt oben die Bewegbarkeit nicht als Eigenschaft zu. 

Die Bewegung ist ebenso künstlich in den Raum durch uns biueiu- 

gein^en wie die Zahl. Die Raumgebilde als solche sind unbeweglich, 

und der Bewegungsproz^ß in der Geometrie beruht darauf, daß wir die 

psychische Fähigkeit besitzen, ein Bild') des betreffenden geometrischen 

•Gebildes in uns aufzunebmen, dasselbe festzuhalten und an eine andere 

stelle des Raumes zu projizieren.') — Gleiche Gebilde sind gleich, 

"Och ohne daß ich Superposition anwende. Diese ist nur für mich 

'"ö ]^ittel, mich von der Gleichheit oder Verschiedenheit der beiden 

('«bilde zu überzeugen. — Da nun die Bewegharkeit dem räumlichen 

"^bilde selbst nicht zukommt, so kann dasselbe sich auch nicht durch 

oewegung, als durch einen von uns hineingetragenen psychischen Akt, 

^^ränijem. Ebenso wie die Beweglichkeit ist also auch die Festigkeit 

^^'■oicht als äußere Eigenschaft der geometrischen Gebilde anzusehen, 

^Oöclfjrii beide Eigenschaften sind durchaus subjektiv zu nehmen, und 

aahet ist auch das Axiom von der Kongruenz des Raumes sicher nicht 

'*'^h Erfahrung gewonnen, sondern es ist eine Forderung, die wir 

■i) Kant „Kr. A. r. V. S. 65 u. 06, 

'i) Man vgl. J. C. Becker: „Alihaiidlungen ans dem Grenxgeb, et«," S. SStT. 

3,1 Kant netmt diescB Vermögen, einen Gegenstand auch ohne dessen Gegcn- 

**'t in der Andcbauung vorEustellen, „die Einbildungskraft". (Kr, d. r. V. S, 672). 

•^ Unterscheidet die Bewegung eines Objcktea im Räume, die nnr durch Erfahntog 

'''^Uiit werden kann, und die Bewegung als Beschreibnng eines Raumes, welche 

** einen „reinen Actus der öucoeasiTeu Syntbesis des Mannigfaltigen in der 

""»«Mn Anschauung überhaupt durt-h produktive Einbildungskraft" nennt (a, a. 0. 

*" *''t, Anm,), und welche er als zur Tranflzondentalpbiloaojihic gehOrig ansieht. 



iL priori stellen. EbeuBogut könnte als Erfahrungssatz der Satz, gflteu, 
daß RautDgebilde sich mit der Zeit nicht verändern. — Hierdurch 
erledigt sich nun auch die Frage, ob der Ruum nicht eine den Cüfford- 
Kleinscheii Ranniformen — in der Bezeichniingsweise von Killing^ 
entsprechende fieataltung haben könne. Seine Gleichförmigkeit bliebe 
dann noch bestehen, „solange mnn nur einen gewissen endlichen Bereich 
um jeden einzelnen Punkt betrachtet".') Nur als Ganzes betrachtet 
wäre der Raum ungleichförmig. Es muß liier betont werden, daß das 
Unendliche überhaupt nichts objektiv Existierendes ist, daß icir viii- 
iiii'hr Sflbst litis i/fls Unmdtiche lofistruipren, als Negation des Aufhoreiii 
einer Erscheinungsreihe, Die für den endlichen Bereich gefundene 
Gleichförmigkeit des Raumes kann also garnicht im Unendlichen ver- 
schwinden. Charakteristisch für den Gedankengang der Empiristen 
ist der Einwand, den Killing selbst gegen seine Clifford-Klein- 
echeu Raumformen macht, nfkinlich daß die Gesetze der Mechanik sieb 
ändern müßten, insofern als die Einwirkung zweier Massenpunkte auf- 
einander nicht nur von deren Entfernung, sondern auch von der Rich- 
tung ihrer Verbindungs geraden abhinge. Killing nimmt also hier an, 
daß etwaige Beobachtungen, die mau in dem angeführten Sinne in der 
Mechanik machen würde, zu einem Schluß auf die Inkongruenz des 
Raumes in der einen oder andern Cüfford-Kleiuschen Form führen 
müßten. Uns dagegen acheint es, daß das Wesen des Raumes von- 
jeglichen Beobachtungen der Mechanik unabhängig sein müsse. — Ans 
dem vorigen ist auch ersichtlich, wie die Frage, ob die geometrischen 
Körper auch Uttdurnhdringlkhheit aufweisen, je nach der verschiedeneft 
Auffassung vom Wesen des Kaumea verschieden beantwortet werdeA 
muß. Die Empiristen bedürfen der Undurchdringlichkeit der geo- 
metrischen Körper geradeso wie der freien Beweglichkeit und der 
Festigkeit, als einer empirisch gefundenen Eigenschaft. Wenn man in 
ihrem Sinne') einen Körper A mit einem ihm kongruenten Körper S 
zur Deckung bringen will, so kann das nur so aufgefaßt werden, Aa& 
der Körper B fortbewegt wicd, und A an die Stelle gebracht wird, 
die B vorher inne hatte. Nach unserer Meinung dagegen kommen 
dem geometrischen Körper überhaupt keine mechanischen Eigenschaften 
zu. Die Eigenschaft der Undurchdringlichkeit können wir vollenda 
ganz entbehren. Unsere Seele hat eben das Vermögen, das Bild det 
betrefi'endeu Raumgebildes -4 überall hin zu transportieren, also anchj 
nach dem Ort, den ein anderes ihm kongruentes Raumgebüde B geradar 
einnimmt. Die geometrischen Körper zeigen also gewissermaßen geradä 

1) Killing: „EitifflhruDg in die Grundlagen etc." I. 8.3*6. 

2) Killing a. a. 0. U. S. 320- 
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Durchdringlichkeit Jene von den Empiristen vollzogene Übertragung 
mechanischer Eigenschaften fester Körper auf die Geometrie müssen 
wir aber als eine unberechtigte Vermengung geometrischer und physi- 
kalischer Vorstellungen zurückweisen, auch dem Raum, als einer bloßen 
Form, jegliche Tätigkeit und Kraft absprechen^ vielmehr ein vollkommen 
passives Verhalten des Raumes postulieren. *) Hiernach sehen wir uns 
also genötigt, sowohl allen Raumformen, bei denen zwei gerade Linien 
ein FlächenstQck einschließen können — insbesondere auch der Rie- 
mannschen Raumform in der Killingschen Bezeichnung — als auch 
den Raumformen mit nicht konstantem Krümmungsmaß — insbesondere 
den Clifford-Klein sehen Raumformen — jede reale Existenz ab- 
zusprechen. 

4. Baumformen von mehr als 3 Dimensionen sind erkenntnis- 
theoretisch nicht möglich, — Wie sehr sich die begriflFliche Möglichkeit 
einer Raumform von der durch reine Anschauung bedingten unter- 
scheidet, tritt besonders bei dem Axiom von den Dimensionen des 
Raumes hervor. Es unterliegt gar keinem Zweifel, daß sich auf ana- 
lytischem Wege Raumformen behandeln lassen mit beliebiger, konstanter 
Anzahl (n) von Dimensionen, und doch werden wir sehen, daß unser 
Raum nicht einer Form entsprechen kann, bei der n > 3 ist. — Ge- 
wöhnlich schreibt man einem Raumgebilde dann n Dimensionen zu, 
wenn das Einzelne in demselben, der Punkt, durch n voneinander un- 
abhängige Variable bestimmt wird. Nach Erdmann^) besteht nun das 
Charakteristische des Raumes und der räumlichen Gebilde (der n-fach 
ausgedehnten Mannigfaltigkeiten) darin, daß bei denselben die Dimen- 
sionen gleichartig sind und sich vertauschen lassen. Bei andern 
Mannigfaltigkeiten dagegen, z. B. bei dem System der Farben- oder 
Tonempfindungen, die Erdmann für dem Räume koordinierte Größen- 
begriffe hält, seien die Abhängigkeitsverhältnisse (Farbenton, Sättigungs- 
grad, Lichtstärke bezw. Höhe, Intensität, Klangfarbe) nicht vertauschbar. 
Die Tatsache ist richtig, daher ist aber der Raum jenen „Größen- 
begriffen" eben nicht koordiniert, imd daher ist es auch unerlaubt, zur 
Veransehaulichung des vierdimensionalen Raumes eine mit den andern 
Veränderlichen nicht vertauschbare Variable, etwa die Dichtigkeit oder 
Temperatur, hinzu zu nehmen. Gegen die angeführte Definition der 
Dimensionen ist übrigens einzuwenden, daß sie rein analytischer Natur 
ist und das eigentliche Wesen des Raumes nicht genügend erfaßt. 
Jedenfalls kann aber aus der analytischen Möglichkeit, für die Anzahl 

1) Benno Erdmann: ,,Die Axiome der Geometrie, eine philosophische 
Untersuchung der Ri e m an n-Helmholtz sehen Raumtheorie/^ Leipzig 1877. 
Kap. II. 



der unaliliängigen Veränderlichen eine Zahl zu wählen, die großer als 3 
ist, nicht auf die reale Möglichkeit einer solchen Haumforrn geschlossm 
werden. — Ebensowenig hefriedigt die bekannte Definition, die Too 
dem Punkt ausgeht und ihn sich fortbewegen läßt. Diese Erklärnng 
hat das Mißliche, daß sie die Bewegung benutzt, die erst durt^b einen 
psychologischen Akt in das Räumliche hineingetragen ist; auch läßt 
dieselbe nicht recht erkennen, daß das Axiom von den 3 Dimensionen 
des Raumes garnicht als ein einfaches anzusehen ist, sondeni daß 
ihm eine Reihe von Axiomen enthalten ist. — Mehr dem Wesen des 
Kaunies entsprechend und mit der obigen Forderung vereinbar scheint 
diejenige Definition zu sein, die von dem Körper ausgeht und Be- 
grenzung und Teilung benutzt, Sie lautet'): Teilt man einen Körper 
(endl. Ranmteil), so ist das die Grenze der beiden Teile bildende Ge- 
bilde (Grenzgebilde erster Ordnung) wieder teilbar uud so fort. Endlich 
gelangt man zu einem unteilbaren Grenzgebilde, Unter der Anzahl 
der Dimensionen eines Kaumgebildos wird also die Anzahl der mög- 
lichen Teilungen verbunden mit Grenz nbergÜn gen verstanden, die man 
bei dem Gebilde ausführen muß, um zu dem unteilbaren Gebilde (Punkt) 
zu gelangen. Hieraus ist sofort ersichtlich, daß das Axiom, welches 
l'ür den Raum 3 Dimensionen fordert, aus Terschiedenen Annahniea 
zitBammengesetzt ist, nämlich: 

1. Es läßt sich aus dem Raum ein allseitig begrenzter Teil aus- 
scheiden. (Existenz von Körpern wird gefordert.) 

2. Bei dem vorher angegebenen Teilungs- und Abgrenziings verfahren 
gelangt man schließlich zum unteilbaren Raumgebilde (Punkt) (Anzahl' 
der Dimensionen ist endlich). 

3. Man gelangt zu dem unteilbaren Raumgebilde (Punkt) stets 
durch die gleiche Anzahl von Teilungen mit Grenziiborgiingen, von 
welchem Raumteil (Körper) man auch ausgehen mwg. (Anzahl der 
der Dimensionen ist konstant.) 

4. Uiese Anzahl ist für den Raum 3. 

Es ist nun zu untersuchen, ob die reine Anschauung die Richtig- 
keit dieser 4 Sätze fordert. Die 3 ersten Forderungen sind dem Raum 
mit der Zeit gemein. Daß sie auf Änschauungszwang beruhen, geht 
aus dem bereits früher erörterten Umstand hervcir, daß uns a priori 
die Fähigkeit zukommt, räumliche bezw. zeitliche Gebilde quantitutir 
zn vergleichen. Unmittelbar folgt daraus der erste der angeführten 
Sätze; denn wenn der Raum so beschaifen ist, daß wir in ihm Gebild 
quantitativ vei^leichen können, so muß der Raum selbst uns als ei: 



1. 



I) Vgl. Killing a, a. 0. I. S. nj 
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Quantum erscheinen^ also teilbar sein. Man muß also einen Raumteil 
so absondern können, daß Punkte dieses Teiles nur ihm, nicht auch 
dem übriggebliebenen Teil des Raumes zugehören, d. h. es existieren 
Körper. — Die Anzahl der Dimensionen kann femer nicht unendlich 
sein, da man sonst niemals zum unteilbareu Raumgebilde käme. Die 
Existenz eines solchen haben wir aber bereits durch die Forderung 
vorausgesetzt, eine Empfindung raumlich zu projizieren. — Wenn femer 
die Anzahl der Dimensionen nicht konstant wäre, so würde darunter 
die Homogenität des Raumes leiden, die wir unbedingt zu fordern 
haben. — Die 4. Annahme, daß die Anzahl der möglichen Teilungen 
mit Gb'enzübergängen 3 ist, gilt nur noch für den Raum. An ihre 
Stelle tritt für die Zeit die Annahme, daß diese Anzahl 1 ist. Beide 
Annahmen sind zunächst tatsächliche Wahrheiten, wenigstens ist es 
mir unverständlich geblieben, wie die Behauptung, daß die Anzahl der 
Dimensionen des Raumes w > 3 sein iönne, daß er uns nur 3-dimen- 
sional erschehie, ernstlich verteidigt werden kann. Sie scheint viel- 
mehr nur auf einem falschen Analogieschluß*) zu beruhen. Für die 
Zeit ist meines Wissens nichts Analoges behauptet worden, v. Helm- 
holtz glaubte bekanntlich durch die Supposition von „verstandbegabten 
Wesen von nur 2 Dimensionen, die an der Oberfläche irgend eines 
unserer festen Körper leben und sich bewegen"^), die Möglichkeit einer 
vierten Dimension wahrscheinlicher machen zu können. Gerade so, wie 
sich jene „Flächen wesen" irren, könnten wir uns auch irren, und es könnte 
also doch eine vierte Dimension existieren. Doch, sofern ich v. Helm- 
holtz recht verstehe, soll ja den „Flächen wesen" jede Mi'xjlichhcit der 
Erfahrung der dritten Dimension abgesprochen werden. Sie irren sich 
also gar nicht, sondern für sie hat der Raum a priori 2 Dimensionen. 
Außerdem begegnet die Annahme von „Flächenwesen" an sich schon 
bedeutenden Schwierigkeiten, da es unklar bleibt, wie man sich diese 
keinen Raum einnehmenden Wesen vorstellen soU.^) — Wenn also die 
Tatsache nicht erschüttert werden kann, daß die Anzahl der Dimen- 
sionen des Raumes 3 ist, so muß doch eingeräumt werden, daß ein 
mehrdimensionaler Raum begrifiFlich möglich ist, imd es bleibt daher 
zu untersuchen, ob wir zur Kenntnis jener Tatsache nur durch Er- 



1) Man vgl. Wundt: „Logik" I. S. 440 ff. 

2) V. Helmholtz: „Über den Ursprung und die Bedeutung der geometr. 
Axiome" S. 27. 

3) Man vgl. hierzu: Lotze: „Metaphysik" S. 254if. — Wundt: „Logik" I 
Kap. 3. — Weißenborn: „Über die neueren Ansichten vom Räume und von den 
geometr. Axiomen." — Schotten: „Inhalt und Methode des plan. Unten. I 
8. 262, Fußnote. 
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fahning gelangt siud, «der ob die reine Anschauung überhaupt &tt 
uDsem Raum die Annahme einer größeren Anzahl von DirueDBtonen 
verbietet. Die Unterscheidung dieser beiden Fälle wird leider nicht 
immer genügend beuchtet, und gar zu oft die Meinung geäußert, da& 
man die Überzeugung der llealitUt von begrifflich Möglichem nur durc| 
Erfahrung gewinnen könne. Daß aher die unmittelbare reim- Aitsc/iai 
itng selbst uns zu einem Urteil a priori drängen kann, haben wir bereif 
auseinandergesetzt. Wie steht es damit nun in unserra Falle? Grilndfl 
wir die Überzeugung von der Richtigkeit der Tatsache der Draj 
dimensioDalität auf Erfahrung, und pind wir vielleicht nur deshalb 4 
lest Ton dieser Hichtigkeit überzeugt, weil wir es hier mit einer ..am 
tirihnislosm Etfahntr^' zu tun haben? Das ist leicht zu entscheidei 
Bei Urteilen, die durch unsnubmslose Erfahrung gefunden sind, löfl 
sich ihr Gegenteil noch immer sowohl denken, als auch vorstella| 
Das Gegenteil bleibt noch immer den formalen Bedingungen der Bi 
fahrung der Anschauung und den Begriffen nach konform. Man denh 
z. B. an das durch auanahraslose Erfahnmg gefundene Urteil: „AB 
Menschen müssen sterben." An dessen Richtigkeit zweifelt sichj 
auch niemand, und doch ist ein Urteil, das diesem widerspricht, etw^ 
„Ein Mensch A lebt ewig", zwar falsch, aber immer noch den /brmall 
Bedingungen der Erfahrung konform. Anders steht es nnn aber nü 
dem Urteil: „Es gibt kein Raumgehilde von mehr als 3 Dimensiooeill 
oder: „Es gibt kein Zeitgebilde von mehr als 1 Dimension." Gega 
Urteile, die diesem widersprechen, ist zwar auch nichts begrifflich eil 
zuwenden, aber ein Raumgehilde von mehr als ^ Dimensionen, hast 
ein Zeitgebilde von mehr als 1 Dimension, widerstreitet den formalflj 
Bedingungen der Erfahrung der Anschauung nach geradeso, wie dii 
Annahme, außer der Möglichkeit eines Ä und eines Nicht-^ gäbe « 
noch eine dritte, <lic den formalen Bedingungen der Erfahrung den Bli 
griffen nach entgegen wäre. — Wetm wir uns also sehr wohl EigeQ 
Schäften von Dingen anschaulich vorstellen können, die unserq 
ausnahmslosen Erfalirung widersprechen, und doch durchaus nii 
Eigenschaften eines vierdimensionalen Raumes, so kann der Säte rai 
der Dreidimensionalität des Raumes nicht dnrch ausnahmslose Erfahrui 
erworben sein, sondern ist a priori durch reine Anschauung gegeben. - 

Zur Verteidigung der Möglichkeit von 4 Dimensionen ist 
Zollner') das eigentümliche, aber weit verbreitete Argument angefübi 
worden, daß symmetrische Körper im ü-dimensionalen Räume nidi 
zur Deckung gebracht werden könnten. Ebenso wie der Beweis 

H Zöllner: Übw die Natur der Eomelcn". Leipzig 1873. 
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Kongruenz symmetrisch gelegener ebener Figuren nur dadurch zu er- 
bringen ist, daß mau dieselben aus der Ebene herausbewegt, also die 
dritte Dimension benutzt, ebenso würde die Kongruenz symmetrischer 
Körper sich durch die vierte Dimension erweisen lassen. Zimächst ist 
mit Killing*) hiergegen einzuwenden, daß damit „nichts Wesentliches 
gewonnen^' wäre, da nunmehr vierdimensionalc Gebilde in ihrer Gestalt 
und Größe übereinstimmen könnten, ohne kongruent zu sein. „Wie 
groß man auch die Zahl der Dimensionen annehmen mag, niemals 
wird der BegriflF der Kongruenz identisch sein mit dem BegrifiF der 
Übereinstimmung in allen Größenbeziehungen." Wenn nun aber 
symmetrische Körper, obwohl sie doch „in allen zur Größe und Qualität 
gehörigen Bestimmungen völlig einerlei sind^^ (Kant), einander doch 
nicht ranmlich ersetzen, so folgt hieraus mit Notwendigkeit^ daß das 
„Einerleisein", das durch begriffliches Definieren bestimmt wird, und 
das „räumliche Ersetzenlassen", das nur durch Anschauung gefunden 
werden kann, nicht ein und dasselbe ist, und daß das Denken, das nur 
mit Begriffen arbeitet, auf Abwege geraten kann, wenn es seinen rein 
logischen Deduktionen eine räumliche Interpretation geben will. Der 
ebenbesprochene Einwand bietet uns also gerade ein neues — wie mir 
scheint, nicht unerhebliches — Beweismoment für die von uns ver- 
tretene Ansicht, daß auf unsere Erkenntnis nicht nur durch das Denken, 
sondern auch durch die reine Anschauung ein Zwang ausgeübt wird. 

1) Killing: ,,Kinfuhning in die Grundlagen etc." I S. 268 f. — Vgl. auch: 

Lotze: „Metaphysik" S. 250. 

(Fortsetzung folgt.) 



F. Schilling, Über die Nomographie von H. d'Ooagne. Eine Ein- 
führung in dieses Ciebiet. Mit 28 Abbüiiungen. 8". 47 S. Leipuig 1900, 
B. G, Teubner. 
Besteht zwischen einer Auzahl Veränderlicher eine gesetzmäßige Be- 
niehung, so kann man eine der Verätiderliclien als abhilngige, die ührigeii 
als unabhängige Veränderliche betrachten und für alle möglichen Werte- 
verbindungen der letzteren die zugehörigen Werte der ersteren ermitteln. 
Handelt es sieh darum, die Werte der abhängigen Veränderlichen zu finden, 
so hat man hüuGg die Wahl, hierzu entweder den Weg der Rechnung oder 
der Konstruktion auf Grund der die gesetzmäßige Beziehung darstellenden 
Gleichung ein zuschlagen. In letzterer Beziehung sind vornehmlich die 
graptiisüben Methoden, welche j. B. in der graphischen Statik in hohem UaBe 
ausgebildet sind, bekannt. In jedem einzelnen Falle muß aber die Rechnung 
oder die geometrische Konstruktion von neuem durchgeführt werden, um 
den zugehörigen Wert der gesuchten Veränderlichen zu erhalten. Dies wird 
aber sehr lästig, sobald die Aufgabe in sehr vielen Füllen zn lösen ist 
Handelt es sich um eine Beziehung zwischen nur zwei Veränderlichen, so 
wird man sich Zahlentafeln herstellen, aus denen man für jeden Wert der 
unabhängigen Veränderlichen den der abhüngigon direkt oder durch Inter- 
polation entnehmen kann. Solche Tafeln lassen sich auch noch für Gleichungen 
mit drei und mehr Veränderliehen herstellen, werden aber dann sehr un- 

Hier greift nun die Nomographie ein, indem sie für die Zahlentafeln 
Ersatz zu schaffen sucht. Zu diesem Zwecke gibt sie Methoden an, um für 
gesetzmäßige Beziehungen zwischen mehi'eren Veränderlichen graphische 
Tafeln (aba(iue3} herzustellen und hierdurch rechtfertigt sich ihr Name 
(KOfios = Gesetz). Ist filr ein bestimmtes Gesetz die entsprechende Tafel 
einmal konstruiert, so kann man für jede beliebige W'erte Verbindung der 
unabhängigen VerUnderlichen den zugehörigen Wert der abhängigen Ver- 
änderlichen unmittelbar aus der Tafel ablesen, und hierin liegt eben der 
Unt«rschied gegen die gewöhnlichen graphischen Metlioden. 

Die Ausbildung der nomographischeu Methoden ist vornehmlich das 
Verdienst des französischen Forschers Maurice d'Ooagne, welcher seine 
Resultate außer in kleineren Abbandlungen in den beiden größeren Ver- 
öflfentlichungen; Lvs calculs usucls cffcciuds au moym ilvs abaqucs (Paris lf«9l) 
und Trade de nomoffraphie (Paris 1899) bekannt gegeben hat. Auf dieses 
letztgenannte Werk will die vorliegende kleine Schrift des Herrn Schilling 
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die Aufmerksamkeit der deutschen Mathematiker lenken und zum Studium 
dieses Werkes anregen. Zu diesem Zwecke werden die Methoden der 
Nomographie an verschiedenen Beispielen, welche durch die aus dem franzö- 
sischen Originale herübergenommenen Figuren illustriert sind, für Gleichungen 
von 2, 3, 4 und mehr Veränderlichen auseinandergesetzt. Besondere Berück- 
sichtigung haben bei den Gleichungen mit 3 und mehr Veränderlichen die 
abaqucs ä aiignemcnt oder, wie Herr Schilling vorschlägt, kolHnearen 
Bechentafeln gefunden, denn in ihnen liegt der Schwerpunkt der Nomographie. 
Der Hinweis auf verschiedene theoretische Fragen, zu denen die Nomographie 
anregt, bildet den Schluß der Schrift, welche aus einem vom Verf in der 
Göttinger Mathematischen Gesellschaft gehaltenen Vortrage entstanden ist. 
(Auch in dem Artikel über numeriscJies ttedinen von B. Mehmke in Bd. I, 2 
der Enzyklopädie der math. Wiss., S. 1024 — 1052 findet man die nonio- 
graphischen Methoden besprochen.) 

In Deutschland scheinen dem Bef. die nomographischen Methoden nicht 
ganz den verdienten Anklang gefunden zu haben. Vielleicht liegt die Schuld 
mit daran, daß in dem Werke von 1899 Herr d'Ocagne — im Gegen- 
satz zu seinem ersten Werke — nicht innerhalb der Grenzen geblieben ist, 
in welchen seine Methoden wirklich für die Praxis brauchbar sind und mit 
Vorteil angewendet werden. 

Karlsruhe i. B., März 1904. Robert Haussner. 



J. Lflroth, Vorlesungen über niuneriseheB Rechnen. Mit 14 Figuren 
im Text. 8®. VI und 194 S. Leipzig 1900, B. G. Teubner. 

Das vorliegende Werk darf zu den erfreulichsten Erscheinungen auf 
dem Gebiete der mathematischen Literatur in den letzten Jahren gezählt 
werden, und der Referent bedauert nur, daß verschiedene widrige Umstände 
ihn erst so spät zu der Besprechung desselben kommen lassen. Es kann 
das Buch als ein Zeichen der teilweisen Umkehr angesehen werden, welche 
in der jüngsten Vergangenheit auf dem mathematischen Forsch ungs- und Inter- 
essengebiete in Deutschland einzutreten begonnen hat, und welche neben 
den rein abstrakten Forschungen auch den anwendungsfähigen und direkt 
nützlichen wieder zu ihrem Rechte verhilft. Welcher Mathematiker hätte 
noch vor einem Jahrzehnt oder wenig mehr Fragen des numerischen Rechnens 
Beachtung geschenkt! Nicht ganz mit Unrecht herrschte sogar die Ansicht, 
daß Mathematiker im allgemeinen schlechte Rechner seien. 

Wenn sich jetzt Mathematiker wieder auch konkreteren Untersuchungen 
zuzuwenden beginnen, so ist in erster Linie die sehr geringe Liebe, welche 
seitens der Techniker der Mathematik so häufig entgegengebracht wird, 
Schuld daran. Nicht ohne Berechtigung werfen sie jetzt der Mathematik 
vor, daß sie ihnen keine Antwort auf die ihr von der Technik gestellten 
Probleme zu geben vermag; in der Tat, praktischer Anwendung sind die 
meisten der großen und schönen mathematischen Disziplinen, welche vor- 
nehmlich in der zweiten Hälfte des vorigen Jahrhunderts entstanden sind, 
nur schwer fähig. Die Antworten, welche die Technik von der Mathematik 
zu erhalten wünscht, sind nicht von der Präzisions-, sondern von der 
Approximationsmathematik zu erwarten, zumal dieselben nicht nur in knapper 
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unJ b<!quemer Form, soudum auch mit geringem ZeitaufwaaJe urlia.lUdif 
werden soUeu. Um dies '/.a leisten, m\xÜ aber die Approiimatiansmatbemati] 
in ganz anderem Matle nouh als bisher bearbeitet und ausgebaut werdenjJ 
jetzt liegen nur kleine AnfSnge erst vor. 

Zu den Untersuchungen, welche für die Praxis von hervorragend« 
Bedeutung sind, gehüren alle über Fragen des numerischen Itechnens, welche« 
sowohl der Präzisions- als der Approximation 3 mathcmatik zugehiJrt. 
entereo allerdings nur soweit, als bei dem Rechnen nur ganze Zahlen oder ' 
endliche Dezimalbrücb« in Betracht kommen. Sobald aber unendliche 
Dezimalbrüche auitreten, sei es als gegebene Elemente, sei es als reühnerische 
I!ilfsmitt«l (Irrationalzahlen, Logarithmen, trigonometrische Funkliouen u. dgl.), 
so befindet man sich schon im Gebiete der ApproiimationRiuathematik. Deno^J 
da man beim Rechnen unendliche Dezimalbrüche nicht verwenden k&nn, soM 
muS man sie durch endliche ersetzen und führt danti die ganze Rechnunga 
tatsächlich nur mit Nilberuiigs werten. Hierdurch entstehen aber sofort filr 
jede Rechnung und tilr jedes benutzte Hilfsmittel eine Reihe der wichtigsten 
Fragen ' Wie groQ ist die mit den gegebenen Hil&mitteln und in kürzester 
Zeit überhaupt erreichbare Genauigkeit? Welches sind in gegebenem Falle 
die zulässigen Fehlergrenzen'!' Ai)f welche Art gestaltet sich die Rechnung 
am übersichtlichsten und ermöglicht bequeme Kontrollen? Und andere solcher 
Fragen mehi". Nur hei Berücksichtigung aller derartigen Gesichtspunkte 
ist ein rationelles numerisches Reebnen möglich. j 

Die gekennzeichneten Fragen, wie alle Fragen d<-r Approximation»^ 
matheniatik, erheischen ihre Beantwortung von der reinen abstrakten Theorin 
und sind daher geeignet, auf diese fordernd und anregend zurückzuwirksn. 
Die Schwierigkeiten, welche akh dabei bindernd in den Weg stellen, sind 
häufig weit größer als die bei rein abstrakten Untersuchungen auftretenden. 
Und deshalb ist es nicht überraschend, unter den Math emati kern, welche ^ 
sich mit Fi-agen des numerischen Rechnens beschäftigt haben, die 
deutendsten — es sei nur au Gauss und Fourier erinnert — zu find» 

Die vorhandenen Untersuchungen sind aber in den verschiedensten Zei 
und gelehrten Seh ritten weit verstreut und bei dem geringen Interes 
welches bisher die meisten Mathematiker ihnen entgegenbrachten, : 
bekannt. Au einer zusammenfassenden Darstellung der wichtigsten Metbodesfl 
und Hilfsmittel für das numerische Rechnen fehlte es. Diese Lücke ffillt 
das vorliegende Werk in vorzüglicher Weise aus. Der HeiT Verfasser 
beschrfinkt sich in demselben auf die Betrachtung der Mittel zur Erzielung 
groller Genauigkeit und hat deshalb die mechanischen Vorrichtungen und _ 
geometrischen Verfahren zur Erleichterung der Rechnung nicht berücksichtigt 
da sie nur eine Genauigkeit von wenigen Zitfem zu gewähren imstande sind 

Allgemeine Bemerkungen über das numerische Rechnen leiten i 
ersten Kapitel das Werk ein. Es wird zunächst unterschieden «* 
dem Zahlenrechnen als Kirnst und als Wissenschaft. Von der Kuaat li 
Zahlenrechnens, welche sich nur zum Teil erlernen l&Ut und wesentlich i 
dem angebomen Talente, lange Zahlenreihen m belialten, abbBngig ist, I 
natürlich in dem Buche nicht die Hede sein. Diese Kunst reicht : 
auch nicht bin, um die sichere und rationelle Ausführung einer Rechnui 
zu garantieren; es muß vielmehr die Wissenschalt des Zahle urechnens hin 
zukommen. Diese hat zu lehren, wie eine Rechnung mit mOglichst gerinol 
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Arbeit durchgeführt werden kann, und wie die Versuche, welche bei den 
meisten indirekten Operationen (Wurzelausziehen, Auflösen von Glei- 
chungen, usw.) nötig fallen, zweckmäßig einzurichten oder durch systematische 
Verfahren zu ersetzen sind. Für die Durchführung größerer Rechnungen ist 
sogar dia Beachtung von Äußerlichkeiten nicht unwesentlich; deshalb finden 
sich am Ende des ersten Kapitels Ratschläge über das zu verwendende 
Papier, über die Anstellung von Kontrollen, über die Zeit, während welcher 
man eine Rechnung ruhen lassen soll, ehe man sie von neuem zur Kontrolle 
durchrechnet , u. dgl. Es darf vielleicht an dieser Stelle daran erinnert 
werden, daß kein Geringerer als Gauß auf die Beobachtung solcher Äußer- 
lichkeiten das größte Gewicht gelegt hat und z. B. beim Rechnen die 
Benutzung des Bleistiftes durchaus verwarf, nur die der Tinte gestattete. 

Die folgenden drei Kapitel sind den vier elementaren Operationen der 
Arithmetik gewidmet. Bei der Addition, Subtraktion und Multiplikation 
finden sich die einfachsten Rechenproben angegeben und im Anschlüsse an 
die letztere die wichtigsten Produkt- und Quadrattafeln, ihre Einrichtungen 
und Benutzung besprochen. Der weiten Verbreitung, welche in der Neu- 
zeit Rechenmaschinen gefunden haben und welche immer größer werden 
wird, ist durch Vorführung von drei wichtigen Tjrpen Rechnung getragen. 
Die beiden ersteren, die Leibniz-Thomassche und die ältere Sellingsche 
sind sog. Additionsmaschinen, während die Steiger- E gl ische, die sich unter 
der sonderbaren Bezeichnung „Millionär^^ im Handel befindet, eine sog. Multi- 
plikationsmaschine ist. Bei der Division findet man außer der gewöhnlichen 
Methode die geistreiche Fouri ersehe Methode der geordneten Division ein- 
gehend besprochen und die Ausführung von Divisionen mit der Rechen- 
maschine gezeigt. 

Die Division führt zuerst zu unendlichen Dezimalbrüchen und leitet 
so zu dem Rechnen mit approximativen Werten über, welchem die übrigen 
Kapitel gewidmet sind. Das fünfte Kapitel gibt zunächst die Regeln für 
das Rechnen mit solchen ungenauen Werten und die dadurch bedingten 
Fehler (Berechnung von e; abgekürzte Multiplikation imd Division.) 

Die Hauptfehlerquelle bei einer Rechnung aber ist in der Benutzung der 
Tafeln mathematischer Größen, ohne welche eine größere Rechnung fast nicht 
durchführbar ist, zu suchen. Von solchen Tafeln kommen in erster Linien 
die der Logarithmen und trigonometrischen Funktionen, welche mit 4 bis 
7 Stellen überall verbreitet sind, in Betracht; in zweiter Linie die Gauß scheu 
Additions- und Subtraktionslogarithmen. Vornehmlich sind hier die Fehler 
untersucht, welche aus der linearen Interpolation entspringen, und ihre Ein- 
flüsse auf logaritl) mische Rechnungen festgestellt. Die lineare Interpolation 
ist bei Tafeln mit mehr als 7 Stellen oft nicht mehr statthaft, und man 
muß dann auf die höheren Differenzen Rücksicht nehmen (quadratische 
Interpolation). Besondere Beachtung findet hierbei Vegas Thesaurus Joya- 
fühmorum campletus, welcher durch den Florenzer Neudruck von 1897 wieder 
leicht zugänglich geworden ist. Im letzten der drei den Logarithmen 
gevridmeten Kapitel werden die Hilfsmittel zur Berechnung der Logarith- 
men der Zahlen auf 9, 15, 24 und mehr Stellen und der Logarithmen der 
trigonometrischen Fimktionen auf 15 Stellen erörtert. 

Für die Berechnimg von Quadratwurzeln findet man im vorletzten Kapitel 
das gewöhnliche, das Darbouxsche und das (auf seiner oben genannten 



M etil Olle der geordneten Division lierulieiide) f ouriorsche Verfabreu a 
an letzteres schließt sich das Verfahren desselben Forschers für die Auf- 
lösung quadratischer Gleichangen. Die Berechnung der Kubikwurzel leit^. 
hinüber/uder Anwendung von LogarltbmcD und Reihen, bez. ilemNewtonschei 
NUherungs verfahren, /.u welchem man bei höhere n Wurzelexponenten unbedingt 
seine Zuflucht nuhinen muß. Vielleicht finden bei einer Neuauflage <' 
Baches auch die Verfahren zur Berechnung der Quadrat- und Kubibwurid 
mit Hilfe der ßechenniaschine an dieser Stelle Erwähnung. 

Das letzte Kapitel enthält die Berechnung der Wuineln der kubischei 
und allgemeinen trinomischeu Gleichungen nach der Gaußschcn und anderen. 
Näkeruugsmethoden (Regula falsi, Substitutionsmethode, Benutzung vott 
logarithmiscben Differenzen), nach denen auch die konipleien Wuraeln ver* 
hilltnismKßig leicht vermittelt werden können. 

Dieser kui7;e überblick wird den reichen Tulialt des Buches, 
Wert durch zahlreiche Literaturnachweise noch erhöht wird, genügend W' 
kennen lassen. Das Buch, dessi^n Lektüre nur die Kenntnis der Element« 
der Aualfsis und Algebra voraussetzt, wird nicht nur allen Berufsrectinent' 
ausgezeichnete Dienste leisten, sondern kann auf das wnrmste auch allea 
Mathematiklehrern an hitheren Lehranstalten empfohlen werden; es wirji 
ihnen vielseitige Anregungen bieten, um sich und ihren Schülern den aritlt^ 
Hietiscben Unterricht in den höheren Klassen schmackhafter zu geatalbea 
und ihn zu vertiefen. 

Karlsruhe i. B., MSrz 1904. Kouert Haussneh. 




Nclieiik, JuiiuK, £i. ^itg., FeBtigkeitsbereolmang größerer Drelk* 
strommasoMiien. Mit -15 Figuren im Teit und einer Dopjieltafel, 
Leipzig 1903, Verlag von B. G. Teubner- 
Die Schrift ist ein Reche nbeispiel für die Anwendung der Castigliano- 
schen Sätze vom Minimum der Fonnßndemngsarbeit. Herr Schenk scheini 
die Kritik nicht /.u kennen, die Herr Weingarten in seiner Besprechung 
der Föpp Ischen Vorlesungen über technische Mechanik an diesen Sütxen 
geübt hat. In der von Castigliano gegebenen und von Herrn Schenk 
wiederholten Fassung ist ihre Aussage unbestimmt und kann zu Wider- ^ 
Sprüchen und Irrtümern Veranlassung geben. Herr Schenk formuliert C 
SKtze so (S. 1): „Die Form änd er ungs arbeit, welche bei Beansprucbui 
eines KUrpers geleistet wird, teilweise difierenzüert nach einer dieser Krüft^^ 
gibt die Verschiebung des Angriffspunktes dieser Kraft nach ihrer Richtung; 
bei Momenten tritt anstelle der Verschiebung die Drehung des Querschmtta. 
Ist nun die Verschiebung bekannt (bei den Anwendungen ist dieselbe ge- 
wöhnlich Null), so hat man eine lineare Gleichung, aus der die Kraft, falls 'j 
dieselbe unbekannt ist, berechnet werden kann." 

Nehmen wir nun den einfachen Fall eines an zwei Punkten gestütxt« 
Stabes, der in der Mitte die Last P tragt. E, 6 und / seien GlastizitS 
modul, Trägheitsmoment und LUnge des Stabes; dann beträgt die Fon 
änderungsarbeit F ^^ y „ - , und die Durchsenkung der Lost P i 

■ Schreibt mau aber die Formänderuni 



«der- 
rt di* J 



man richtig mit fp ■■ 
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ftrbeit als Funktion der Auflagenlrücke Ä=^ B — ^- in den Stützpunkten A, B, 

so wird die Förmfindisniugsarbeit F = yä~9l ^^^ '^^'^ Differential quotient 3-; 

gibt nicht, wie es sein müßte, Mr die Stützpunkte die Eiusenkung null, 
. . .41' PI' 

Der Fall, filr den diese Verschiebung f^ gilt, untstebt aus dem vorigen, 
wenn Ängriäs- und Stützpunkte mit einander vertaasclit werden; der Stab 
wird dann in der Mitte gehalten, und an den Enden b&ngt je eine Last V. 
Die Widersprüche verschwinden, wenn die Krßtt«, nach denen die Foi-m- 
Sadermigsarbeit differeiiziiert wird, staliseh unhrslimmt sind und eine Vtr- 
sdiiebung gli-iiih rttdl haben, und das sind eben die Fülle, in denen Herr 
Schenk den Säte anwendet. Er gibt dem Satz aber eine viel allgemeinere 
Fassung, als er für seine Rechnungen braucht, und in dieser erweiterten 
Fassung ist der Satz falsch. 

Die Kräfte, die in elektrischen Maschinen auftreten, sind zum Teil 
Ton der Formänderung unabhängig, wie z. B. das Eigengewicht, zum Teil 
sind es sglche, die nur dann eine Biegung bewirken, wenn eine Form- 
änderung schon vorhanden ist. Die magnetischen Züge rufen keine Durch- 
biegang hervor, solange das Gehäuse genau kreisförmig und konzentrisch 
nun Magnetrad ist, eine Abweichung hievon verstärken die magnetischen 
Zugkräfte und wachsen selbst damit, da der Luitraum kleiner wird. Herr 
Schenk behandelt nur die erste Gruppe von Kräften, und die zweite 
ebenso wie die erste, nämlich als unabhängig von der Deformation. Von 
einer „Festigkeitsberechniing größerer Drehstrommaschineu" muS gefordert 
werden, dafi sie, wie jede wissenschaftliche Arbeit, sich Rechenschaft gibt 
über die begangenen Vernachlässigungen. Der Konstrukteur wird in dem 
Buche nicht einmal über die eigentümliche Wirkungsweise dieser Kräfte 
unterrichtet und lernt nur einen Teil der wirklichen Aufgabe kennen. 
Sekundäre EinflüBe dagegen, wie Formänderungen durch Normal Spannungen, 
werden in einer Ausführlichkeit behandelt, die offenbar die unbestrittene 
praktische Vielseitigkeit der Castiglianoschen Sätze unter den erwähnten 
Einschränkungen beweisen soll. Für Ki-äfl«, die von der Deformation selbst 
abhSngig sind, gelten diese Sätze freilich nicht mehr, 

Es wäre für Herrn Schenk sicher eine lohnende Aufgabe gewesen, 
die Vorarbeiten nach der dynamischen Seite des Problems bin auszubauen, 
wofür eben nnr die Gmndgleichungen ohne LGsung aufgestellt sind. Eine 
solche Arbeit wäre das Gegenstück zu den zahlreichen Untersuchungen über 
die Schwingungen eines Trägers mit bewegter Last im Brückenbau. Läuft 
das Magnetrad exzentrisch oder schwingt es, so gerät auch das Gehäuse in 
Schwingungen, und die maguetisoltea Züge verstärken jede Deformation, 
bt die Tourenzahl der Maschine teilbar durch ihre elastische Eigen- 
schwingungszabl , so werden die dynamischen Beanspruchungen und Defor- 
mationen sehr groü. Für eine solche Auffassung des Problems ist kein 
^ngeneig gegeben. 

Was an der Arbeit des Studiums wert ist, sind interessante Einzel- 
beiten; die Untersachungeu über das Magnetrad sind hinreichend vollständig 
znaammen gestellt; die Ermittlung der statisch unbestimmten Einspannungs- 
momente, Schubkräfte und Züge in den Spaimstangen nach ein und der- 
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selben all gerne inen Heclien Vorschrift ist elegant dui'chgefiilirt , und dit Bo- 
merknngen über den EinItuQ verNcliiedfner Äuflagerbedingiingen für das 
GehHufle treffen xm. Aber als eine „Festigkeitsberechnung größerer Dreh- 
Btrommaschinen" mit der VollstlLadigkeit, die das Problem verlangt, können 
wir die Schrift nicht bezeichnen. 

Berlin. H. Linsenmann. 

Kleiber, J., Lehrbuch der Physik für humaniBtiaohe Qynuiasien, 

2. Auflage, 319 S. Mit 392 Figuren und zahlreichen Musterbeispielen 
und Übungsaulgaben. München u. Berlin 1903, lt. Oldenbourg. M 

Die K leibe rschen LelirbGcher haben mit Recht gruBe Anerkennang 
gefunden , was daraus hervorgeht . daß auch das vorliegende Buch sürhon 
nach 2 Jahren einer Neuauflage bedurfte. Es sind besonders ^wei Umst&nde, 
welche diese Anerkennung veranlaßt haben: erstens die knappe und ineisteni 
klare Darstellung und Ausdrucks weise neben der durch die Art des Dmckei 
hervorgebrachten Übersichtlichkeil; zweitens die Klarheit der l^Hguren , 
denen das Wesentliche in meistens recht guter Form hervorgehoben 
Bei der voraussichtlich auch ferneren weiten Verbreitung der Lehrbuch ef 
erscheint es aber um so mehr geboten, auch auf einige Fehler und 
Schwachen hinzuweisen, die bei einer weitereu Auflage vermiwien odar- 
doch gemildert werden können. 

S. 1 : „Die Menge des Stoffes" nennt man „Masse" ist eine Definition, 
bei der der Schüler sich nichts denken kann, ä. 2: Die EinfQlinuig dei 
Äthers ist an dieser Stelle mindestens llberflQssig. §§ 2 u. 3 könnten obnt 
Schaden für das Buch völlig fehlen. Die hier gebotene ^ilolekulartheoria, 
in welche einige chemische Formeln lose eingeflochten sind, entbehrt der 
sonst dem Buche eigentümlichen Klarheit. Der „Unterschied k wische 
Chemie und Physik" ist eins von den Kapiteln, das sich seit Generationen 
durch fast alle Physikbücher hin durchschleppt zum Verdroß des unter- 
richtenden Lehrers, des unterrichteten Schülers und — vielleicht auch l 
Verlassers. Gedient ist niemandem damit. Wenn S. 12 spezifisches Gewicht- 
als das „Gewicht der Volume neinbeit" definiert ist, so ist es falsch, i 
S. 13 zu sagen: „das spezifische Gewicht Ist eine urthmannte Zahl". S. l5i 
In Aufg. 6 ist der aus dem eingedampften Meerwasser erzeugte Salerückstani 
aus dem auf der vorhergehenden Seite angegebenen spezifischen Gewicli 
des Meerwassers berechnet; das ist falsch. Wenn 8. 34 definiert ist: „dn 
Schwerpunkt ist jener Punkt, in dem man sich das Gewicht eines KCrpeH 
vereinigt denken kann", so denkt sich der Schüler günstigsten Falles t ' 
dabei. Wenn aber S. 25 „der Schwerpunkt sozusagen der allein schwel* 
Punkt des Körpers ist", so wird gewiß jeder Schüler eine falsche Voi^ 
Stellung vom Schwerpunkte bekommen. S. 44, Fig. 64 ist die schmflckendc 
Kulisse von Bnum und Wolken bei der schiefen Ebene völlig unmotiviert} 

90, wie S. 6G, Fig. 93 Baum und Haus besser fehlen sollt«ii, dena 

richtiges Bild der G rolle nverhültnisse wird hierdurch nicht «rrtüdlt.' 
S. 83, l;'ig. 119 n. 121 veri^hrt den Schüler, abgesehen von den 
unnatürlichen GröBenverh&ltnisHeti zu der falschen Vorstellung einer bcstinunt 
abgegrenzten AtmosphUre. Wenn alier S, 84 bei der ßallotschen Wini- 
regel gesagt wird, daß heim Maximum ein „nach außen drängender, i 
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die Wolken zei-teilender Luftstrom" und beim Minimum ein „nach innen 
drängender, also die Wolken verdichtender Luftstrom" herrscht, so muß ein 
Meteorologe hierbei mit Recht bedenklich den Kopf ob unserer Schulphjsik 
schütteln. S. 129: Die in Fig. 159 abgebildete Dampfiu aschine läuft 
überhaupt nicht, denn der Exzenter muß gegen die Kurbel der Pleuelstange 
um annähernd 90^ verdreht sein, wenn die Maschine in Gang kommen soll. 
Hier beträgt aber der Winkel 180®. Bei der abgebildeten Maschine bleibt 
der Kolben unfehlbar in der Mitte des Zylinders stehen. S. 130: Bei der 
Lokomotive tritt nicht nur das „mächtige Räderpaar", sondern die ganze 
Masse des Eisenbahnzuges an die Stelle des Schwungrades. S. 132: In 
dem Beispiele findet sich ein sinnentstellender Druckfehler, denn die aus- 
gerechnete Maschine arbeitet nicht mit 16, sondern mit 6 Atmosphären 
Dampfdruck. S. 153, Fig. 188 gibt durch die unnatürlichen Größenverhältnisse 
der zu sehr schematisierten Figur ein ganz falsches Bild vom Bau des 
Ohres. S. 155, § 69: Das „Wesen des Lichts" gehört nicht an den An- 
fang der Optik, auch nicht bei einem systematischen Buche. S. 165, 
Fig. 204, Text: Bei paralleler Lage der beiden Spiegel T und 8 eines 
Spiegelsextanten sieht man das Gestirn nicht „doppelt", vielmehr benutzt 
man das einfache Bild des Gestirns zum Justieren der beiden Spiegel in 
die parallele Lage. S. 176, Fig. 225: Die landschaftliche Ausgestaltung 
des Bildes hat den Verfasser zu ganz unnatürlichen Größenverhältnissen 
verleitet. S. 178, Fig. 226: Die Linse L ist überflüssig und dem Texte 
entsprechend falsch, da Sonnenlicht verwandt werden soll. S. 192, Fig. 244: 
Die Beleuchtungslinse im Projektionsapparat macht die Strahlen nicht 
parattd (wie auch fUlschlich im Text angegeben), sondern sie sammelt die 
Lichtstrahlen nach der Mitte des Projektionskopfes hin. S 195 — 198: 
Bei einem Femrohr treten die Lichtstrahlen aus dem Okular nicht divergent, 
sondern parallel aus, es entsteht also gar kein virtuelles Bild. (NB. dieser 
Fehler findet sich bei der größten Zahl der gebräuchlichen Schulbücher fdr 
Physik). S. 206: Die elektrische Ladungseinheit wird mit Hilfe der Kraft 
eines Dyn erklärt; leider ist dieser Kraftbegriff aber früher noch ganucht 
eingeführt. Die S. 209 angegebene Erklärung des Begriffes „Volt" ist wohl 
kaum ausreichend, besonders nicht, um hieraus noch andere Begriffe, wie 
Kapazität herzuleiten. Das Wort „Coulomb Kapazität" ist ungebräuchlich 
und auch nicht ohne weiteres verständlich. S. 213: Die am Schlüsse der 
Seite angegebene Formel für die Dielektrizitätskonstante ist durch mehrere 
Druckfehler entstellt. Es muß heißen x = (l/((l — d). Auch der Eigenname 
im Text und in der Figur des Buches ist durch einen Druckfehler entstellt. 
S. 218: Die noch völlig unerklärte Wimshurstmaschine gehört weder in 
ein Sehulbuch, noch in ein Schulkabinet; auch die im vorliegenden Buche 
gegebene schematische Erklärung löst die Rätsel der Maschine nicht. 
8. 223, Fig. 289: ^gesehen von den völlig unnatürlichen Größen- 
verhältnissen ist die Darstellung des Blitzes durch eine Zickzacklinie, sowie 
die Bezeichnung der Blitzbahn als Zickzack im Texte eines Physikbuches 
auf das schärfste zu verurteilen. Es ist schon schlimm genug, daß auf 
einem modernen künstlerischen Wandbilde fQr Schulen der Zickzackblitz 
noch immer gezeichnet wird. S. 240 wird die chemische Wirkung des 
elektrischen Stromes richtig angegeben. Trotzdem wird leider auf S. 241 
wieder die Zerlegimg des Wassers in einem langen Kapitel behandelt. 

12* 
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Warum nicht konsequent riuhtigV S. 265, i'ig. 350: Die schon bei andereo 
Figuren gerügten unnutUrlicheD Größe nverbSltnisge haben hier zu der 
Zeichnung einer Induktionsspule von 150 cm Länge geführt, wenn maji 
den Maßstab des beige zeichneten Knaben anlegt War der Juuge nGtig? 
Auch S. 27-1, Fig. 363 Keiehnet sieb durch Vernachlässigung jeglicher 
richtigen Größenbeziehung zwiscben Dampfmasehiue , Dynamomaschine und 
Landschaft aus. Dieselbe Bemerkung gilt für Fig. 371, S. 281; depo wenn 
sich die Figur auf den daneben stehenden Text bezieht-, mUQt« das übrigens 
völlig ttberttüssige Haus bei einer Geschwindigkeit der Kanonenkugel von 
nur 400 m mindestens 300 m hoch sein. S, 281 findet sich bei dem Bei- 
spiel über den Eisenbahnzug ein sinnentstellender Druckfehler; es kommt 
der Zug nach 10 Minut«a {nicht Sekunden) zur Ruhe, wenn der Best des 
Beispieles stimmen soll. 8. 285, Aufg. 9 ist die Angabe der Fallhöhe 
äberflüssig. 8. 287: Bei der Fallmaschine darf man das Trägheitsmoment 
der Holle nicht mit StUlschweigen übergelin, wenn man seine Versuche den 
Schülern gegenüber nicht falschen wiU. S. 295, Fig. 383: Hei der durch 
die Figur dargestellten Neigung des Pferdes müßte dasselbe eine Geschwindig- 
keit von ca. 15 m/sek haben, 'während es dem Texte nach nur 6 m/sek 
Geschwindigkeit haben soll. Auch hier wilre ein Festhalten der richtigen 
Größen Verhältnisse wünschenswert gewesen. 

Wenn trotz der in den vorliegenden Zeilen gerügten Mängel und 
Fehler das Kleibersche Buch angelegentlichst empfohlen werden kann, so 
möge das ein Zeichen dafür sein, daß die schon im Eingange hervorgehobenen 
Vorzüge des Baches dasselbe vor vielen anderen Schulbüchern der Physik 
sehr wesentlich auszeichnen. 

Hamburg. E. Okimsi^hl. 



ABtronomiaoheT Kalender für 1904, herausgegeben v. d. k. k. Sternwarte. 
Wien, Karl Gerolds Sohn. 141 8. u, 12 Blatter für Notizen. Fr. 2,40 M. 

Das Büchlein ist für den Laien bestimmt. Es enthält nach einer 
ausführlichen Genealogie einige gesetzliche Bestimmungen und Tarife für 
den Verkehr und eine Anleitung zum Gebrauch des Buches. Als bezeichnend 
lür die große Mannigfaltigkeit der religiösen Bekenntnisse in Österreich folgt 
ein Kalendarium für Katholiken, Protestanten, Griechen, Juden und Türken. 
Zu jedem Tage sind noch Itektaszension und Deklination der Sonne auf- 
geführt. Dann kommt eine Angabe der Himmelseracheinnngen im laufenden 
Jahr und ein Veraeiclmia der Sterne bis zur vierten Größe und ihrer Stand- 
orte. Ein Anhang bespricht verUnderliebe Sterne, Nebelflecken, Kometen usw. 
Zwei popul3j% Abhandlungen über die Helligkeiten von Nebelßecken und 
über neue Planeten und Kometen schließen den Kalender. Jemand, der sich 
für Hiramelskunde interessiert und vielleicht ein kleines Femrohr besitzt, 
wird in dem Kalender Anregung zu Beobachtungen finden, 

Dortmund. H. Ki 
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Vermischte Mitteilungen. 



1. Aufgaben und Lehrsätze. Lösungen. 

A. Aufgaben und LehrsStze. 

128. Man dreht die Kurve, deren Gleichung oi? — ax^ + (^V^ — ist, 
lim die o^-Achse des rechtwinkligen Koordinatensystems, so daß ihre Schleife 
einen Drehungskörper erzeugt. Es ist nachzuweisen, daß der größte in diesen 

Körper gestellte gerade Zylinder die Höhe {aY^iyi — l) hat. 

Breslau. 0. Gutsche. 
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129. Die allgemeine Parabel y = /^ (^k^^ ist in dem Falle « = 2 ein 

^^^ß'^lschnitt, mithin das Erzeugnis projektiver Strahlenbüschel. Wie folgen 
^® beiden Träger dieser Büschel und die erforderlichen drei Paare ent- 
sprechender Strahlen aus den gegebenen drei Punkten 

x = 0, S^ = a* 

^*i<i den beiden absoluten Punkten 

^^^h lineare Konstruktion? 

Üolzminden. G. Kober. 



B. Lösungen. 

Zu 101 (Bd. VII, 262) (L. Saalschütz). — Außer in Wertheims 

rf^hlenlehre** S. 348 (nicht 350, wie in Bd. VIII, 331 irrtümlich steht) 

-p dei« Satz, um den es sich handelt, auch in Webers und Wellsteins 

^^ylclopädie der Elementarmathematik Bd. I, S. 235—236, bewiesen. Zur Zeit 

^ Abfassung der Lösung war mir diese Literatur noch nicht bekannt; 

^^•"rifalls hätte ich darauf hingewiesen. 

t^otsdam, 6. Mftrz 1905. Otto Meissner. 

^ Zu 102 (Bd. VII, 314) (Paul Stäckel). Gegeben ein Rechteck tmd 

j.^^^-^uwW auf seinem Umfange. Man ziehe von dem Punkte aus eine he- 

^^^9e Gerade, errichte auf ihr da, wo sie den Umfang des Rechtecks zum 

^^^^nmale trifft, die Senkrechte, verfahre mit dieser ebenso u. s. f Wie muß 



VcnuUchtt: MitteiluDgen. 

tnan den I'wtihi und die Girtide wählen, um ruidt einir mdlii-lun Äniiild r-on 
Kaitfilralelionen wieder tum Äitsffafgsjmnklc eurärkiukommi'n? 

1. Die längere Seite des Eechtecks beiäe », die kürzere b. Der Fall 
des Quadrates, a =^ h, wird besonders bebandclt werden. Unbeschadet der 
Allgemeinheit kann der Ausgangspunkt Ä auf der längeren Seite des bei- 
stehend gezeichneten Rechtecks A^AJA^A^, der Punkt B, in dem die C!&- 
(■ade den Dmlang des Bechte^^ks uum /.weiteniuale trifft, auf der benach- 
barten kiir/«ren Seit« angenommen wei-den. 

Nun kann leicht gezeigt werden, daH die Folge der Geraden AB, 
BC, . . . jede der kür/.eren Seiten nur cmmal treffen kann, falls, wie in der 
Aufgabe verlangt, der Punkt Ä nach einer endlichen An/.ahl von Kon- 
struktionen wieder erreicht werden soll. Angenommen nämlich, die Polga 
der Geraden treffe z. B. die Seit« A^A^ noch ein zweit«snial, in Q, so mufi 
die Gerade I'Q, welche die Seiten A^Ä^ und A^A^ trifft, entweder inticp- 
halb des Dreiecks ABA^ liegen oder außerhalb; sie liege, wie in der FigUTj 
innerhalb von ABA^. Dann fUlH auch die nächste Gerade TU, die Ä^A^ 
und A^A^ verbindet, in das Dreieck KLA^■, mit L oder K kann weder T 
noch U zusammenfallen, da ja ST + UV + HK -^ LM. Wegen deS: 
Parallelismus entsprechender Geraden kann nun anch die nächste Gerade 
die wieder A^A^ und A^A^ trifft, weder mit PQ noch mit AB zusammen 
fallen [das letztere ergibt sich aus den obigen Überlegungen, wenn mai^ 
sich die Folge der Geraden . . , BC, AB über A hinaus fortgesetzt denkt") — 
Versteht man also uuter PQ diejenige Gerade der Folge, die als zweite di^ 
Seite -^t-^i triff'i so ist PQ = AB oder F = A eine noiicettdigt. Bedingung 
dafUr, daB die Anzahl der Lote endlich ist. Sin Ausnahmefall, daß n&na- J 
lieh eine der Geraden in einen Endpunkt ffillt, wird nachher besprocbea' 
werden. 

3. -^ BAAf werde mit a bezeichnet, femer AA^ -• a,j, A^B >- ii^ 
BA^ = fc,j, CA^ = O,, gesetzt. Weiter soll KA^ {v = \ oder 4) =■ Oj, g»- ' 
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setzt werden, wobei unter K der Punkt verstanden ist, von dem ausgehend Ji 
die nächste Gerade KL der Folge die dritte Rechtecksseit« trifft. Es sni^* 
etwa V = 4, dann werde A^L = tj,, LA, = b„ gesetzt (für v = 1 lun— ^ 
gekehrt), ferner A,]U — o,, und PA^ — Oj,, wobei wie vorhin P der Punt"-^ 
ist, von dem ausgebend die Gerade PQ die kür/.ere Seite A,A^ tiiSt. Nac^i^a 
Nr. 1 muß dann «jj = o,, sein. 

Zunächst werde der Fall v ^ i behandelt, d. h. es soll, wie i 
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Figur ^ K auf A^A^ liegen. Dann ist h^^ = a^^ t^na, 6^3 = ^ — o^^ tana, 
fl^j = 6 tan a — a^ tan ^a und 

0^ = a — a^i — Xb (cot a + tan a) , 

^o A eine ganze Zahl (in der Figur z. B. = 1) ist, die auch sein kann; 
es ^veird nachher genauer auf die Bedeutung von k einzugehen sein. Weiter 
ist ft^ = Oji tan a, 2>22 = ^ — «2« ^^ "» ^31 ~ ^ ^^ ^ — %2 ^^ ^" "^^ 

(^82 ~) ^12 = ^ •" ^81 — ^^ (^^ « + tAn a) , 
also 

«1« = a(l + tan *«) - (A + 1)^(1 + tan ^cc) tan a - kb(l + tan ^a) cot a 

-\- Ojj tan *a . 

Ordnet man diese Gleichungen nach Potenzen von tan a = x und divi- 
dier^ mit der stets von verschiedenen Größe (1 + tan^a), so erhält sie 
^e Torrn 
(1) aijX» — (A + 1) bx^ + (a - a^^) x — Xb = 0. 

Ist nun fljj gegeben, <^ cc gesucht, so kann man folgendes bemerken.^) 

kubische Gleichung mit reellen Koeffizienten hat eine oder drei reelle 

^'^'»^eln. Da hier, wie die Ausfiihrung einer etwas umständlichen Rechnung 

^*"S^lDt, die Diskriminante positiv ist, so hat die Gleichung nur eine reelle 

^^^^^^trzeh Doch erhält man nur im Falle einer positiven Wurzel eine wirk- 

^"^ Lösung der Aufgabe, da der ganzen Herleitung nach a ein Winkel 

^^^chen und -- ist. 

Ist a gegeben, so erhält man fQr ^^2 ^^^ lineare Gleichung 

^ brauchbarer Wert von a^^ muß > sein. Hier spielt nun der Wert 
l eine Rolle, k ist eine ganze Zahl; innerhalb des Intervalls • • • h^ 

O""^^*'^^ sie willkürlich angenommen werden. (Dabei bedeutet [n\ das größte 

^'-■^ase ^ n.) 
\ . Im Falle a;=l, a = 45®, wird der Nenner der rechten Seite der 

^^'^en Gleichung null, also muß es auch der Zähler werden; d. h. der 
a » 45® erfordert, daß a ein ungerades Vielfaches von b ist. In diesem 
e gibt es dann unendlich viele Lösungen. 






,j • 1) Für 1 = erhält man die quadratisc?ie Gleichung a,,a:* — bx-\- a — a,,==0; 

^j^**^ (HeichuDg ergibt sich auch aus der (entsprechend vereinfacht zu denkenden) 
^^^^3r bei Betrachtung der ähnlichen Dreiecke ^^B und CÄ^ D aus Proportionalität 
^^^^ Seiten; sie hat die Lösungen 



= tan a — - — {b i y^a^t (^11 — ^) + ^*) ^*^- 



a.. = 



a — 6a; 



1« — i «.1 



^^ nur reeU, falls — > als das geometrische Mittel von aj, und a — a,, ; a,, muß 

2 

^ Hein, um eines brauchbaren Wert zu ergeben. (Zusatz vom 28. Mai 1906.) 



Dann wird 



VormtHchte Mittel langen, 
bleibt jetit der Fa,ll zu nntersurhen, daß K auf A,Af liegt 



Nun aber wu'd, abweichend 
«3, = ii cot a — öjn cot *(i 



— « — (i+ l)ö(cot«-l- tanttl -|-a„tan*«, 
vnrigeD Falle, dg, = fj, coto, &,j = 



- A!-(föt« + tauft) - b tantt. 



(,,j = rt-(A+llf,(cotH + tan«) + Hcot'(( — fi+l)/)(cot« + tantt)cot'« + B„} 

somit i^Lllt ((,, heraus, und man erhält IHr i = tan « die quadratische 
(Ueichung 

Damit die Wurzeln reell seien, niuB c > 2(il + \)b, A ^ -^. — 1 sein; in 
diesem Falle sind beide Wurzeln pnsitiv; die entB|i rech enden Winkel sind et 
und — — tt. Solcher Werte gibt ^s öt L ^^ j* ^ auch = sein kann.') 

4-, Es kann auch der Fall eintreten, daß eine Clerade der Folge einen 
Eckpunkt des Rechtecks trifft; in diesem Falle bat man auch eine LSsung 
der Aufgabe; man mii6 sich, wie aus einer elementaren Grenzbetrach tu ng 
hervorgeht, die Reihe der Iteraden dann noch einmal, aber im entgegen-: 
gesetzten Sinne durchlaufen, denken. 

Wie sich die VerhBltniase gestalten, wenn man statt eines Punktes !■'■ 
der Lage von A einen andern (B, C, . . .) zum Ausgangspunkte w&hlt, iA 
leicht einzusehen. 

5. Im Falle des Quadrates ist a =-b. Aus Nr. 1 geht hervor, daß (den 
Fall, daü eine der Geraden eine Ecke trifft, ausgeschlossen) der Linienmg 
aus 4 Geraden bestehen mriÜ. Bchült man die früheren für das Rechtet, 
eingeführten Beüeichnungen bei und setzt 6 =: o, so wird ii,, = a,)X, 
''ii = « — "isJ". aj, = aje — h,;j:', «„ = n(I — x) + a„jr*, 6„ — (i(x — a:*) 
+ a,|X*, i»„ = ö(l — X + X*) ~- a,,x^, (tgi = ii{x — x* + /') — «„j^* und 
(«•m =) "ij = "^C^ — X + x' — j^) + Oj,/* oder 
(3) o„(j^ - 1) = «(x» - a;' + j: - 1 ). 

Für r = 1 werden beide Seiten ^ 0; die Ob'ichung hat, wie geo- 
metrisch evident, im Falle tx -^ 45" unendlich viele Lösungen [b ist ein 
ungerades Vielfaches von a, nämlich 1 - a, vcrgl. Nr. 2J. Für i^ ■4' 1 kanK 
durch x^ — 1 dividiert werden: 



- I) {^* 



■1) 



-x + 1 



Ist nun (f,, gegeben, so steht links ein echter Bruch; also muA 
x^ — a^—x+l>x*+l oder x*>'2x^+ 1, aT>|sein, wo gdie /wische» 
3 und 3 liegende Wurzel der Gleichung 3!* — Qr'— 1 = 1) bedeutet, damit 
anch die rechte Seite der Gleichung < 1 ist. Es gibt also stets noch einen 
zweiten Winkel n > 45" (bei gegebenem o„), ftlr den die Aufgabe lösbar 
ist. Ist .T gegeben, so ht die Aufgabe nur, dann aber auch immer undj 
eindeutig lösbar, falls J>6 iat. 
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Es gibt nun nork eine Bcihe von Lösungen, bei denen eine Gerade 
der Folge einen Eckpunkt trifft. Das gilt, wie schon bemerkt, auch für 
ein beliebiges Rechteck. Hier soll dieser Sonderfall noch etwas näher be- 
trachtet werden. 

Es sei «12 gegeben ('^AA^ auf A^J^)^ dann liefert die positive 
Wurzel jeder der Gleichungen: 

(4) ai2 = ax'(l --^x + x^T -" ±jr"), « = oder 1 , 

eine Lösung der Aufgabe, bei der der Linienzug in einer Quadratecke 
endigt, und zwar ist a? = cot a zu setzen. Pur w = z. B. ist schon die 
Gerade AB von der genannten Art: es ist B = A^, Für n=l ist 
C = A^ usw. 

Ist umgekehrt a gegeben, so muß a > 45®, x^ hier = cot« genommen, 
also < 1 sein; dann hat man beliebiff viele Lösungen der Aufgabe, da n 
willkürlich gewählt werden kann; für ein bestimmtes w (^ O) aber gibt es 
nur eine Lösung. 

Daß hier immer die Bedingung a > 45® vorkommt, liegt daran, daß 
bei der Aufeinanderfolge der Lote stets ein bestimmter Sinn (entsprechend 
dpr Drehung des Uhrzeigers) gewählt worden ist. 

6, Mau kann also die in der Aufgabe gestellte Frage etwa folgender- 
maßen beantworten: 

I. a^j gegeben, cc gesucht Es gibt stets „uneigentliche" Lösungen, 
bei denen eine Gerade der Folge von Loten eine Ecke des Rechtecks trifft; 
sieht man hiervon ab, so erhält man eine kubische Gleichung för tan a, in 

der noch eine willkürliche Zahl ^(O^il^ , ) vorkommt. Hat diese 

Gleichung eine positive reelle Wurzel (für ein bestimmtes A), so läßt die 
Aufgabe eine Lösung zu; die Anzahl der Lot« ist (A + 1)^- ^^^ ^ ^^" ^°" 
gerades Vielfaches von 6, so ist a — 45® zu nehmen. 

IL a gegeben^ a^, gesucftt Man erhält für a^j eine lineare Gleichung, 
also eine Lösung der Aufgabe, falls die Wurzel positiv ist. Für a = 45®, 
o = (2i/ + l)&) kann Ojj jeden Wert zwischen und a annehmen, all- 
gemeiner för 

tan« + cot« = ^^-^^j, 0^A^[|J-1. 

Plndlich erhält man dadurch noch beliebig viele Lösungen, daß man 
von einem Endpunkte des Rechtecks aus unter dem Winkel a eine Linie 
zieht und sie zur ersten der Folge von Loten {AB, BC, . . .) macht (un- 
eigentliche Lösungen). 

Potsdam, am 8. März 1905. Otto Meissner. 



Zu 108 (Bd. Vm, S. 173) (W. Franz Meyer). Die in 9, 95 gegebene 
Behandlung der Aufgabe ist nicht richtig, denn aus (ap)* ^ 1 (modg) folgt 

nicht (—1 = 1. Die richtige Lösung ist folgende: 

Es ist 

ap = - (Jj(modg), 
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also 



d. h. 



und da 



9-1 ,_-! »rJ 

(ap)* -(-1)» (I) (modg), 

(T)=©©=(-)'^(ir. 



ist, so folgt 



- (- ') 



p-l 9-1 



.+. .-i.,'t' 



Ist also 1) g = 4Ä + li so ist 

(i) - C) - ©• 

Ist 2) g = 4Ä;+ 3, so ist 

- (- ')'"'■ 

Durch Vertauschung von }) mit (? und n mit 6 erhält man die entsprechenden 
Werte von ( ). 

Straßhurg i./E. P. ErsTEiN. 



Zu 114 (Bd. VIII, S. 262) (L. Saalschutz). — Für die Aufgahe: 
„Es sind zwei ganze, ganzzahlige Funktionen von x, die eine fi(x) vom 
ersten, die andere f^(x) vom zweiten Grade vorgelegt; man soll angehen, 
wie sich erkennen laßt, ob es ganzzahlige (positive oder negative) Werte 
von X gibt, für welche f^(x) in f2{x) aufgeht, und an einem passend ge- 
wählten Beispiel die gefundene Methode veran schaulichen,'' finde ich folgende 
elementare Lösung. Es würde mich wündeiii, wenn sie noch nicht be- 
kannt wäre. 

Die vorgelegten Funktionen seien: 

/i(^) = «1 + ^-^1 fii^) = 0, + ^jo; + CjX*. 

Vorderhand wollen wir annehmen, daß a^ und b^ keinen gemeinsamen 
Teiler haben. Dann dürfen wir /'^(jc) mit b\ multiplizieren, weil, wenn h\f^{x) 
durch /'j(u) teilbar ist, gewiß auch f^(x) durch f^(x) teilbar ist; 

Nun ist: b^x ^ f^(x) — «j. 

Wenn wir dies in die Gleichung für blf^{x) einsetzen, erhalten wir: 
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Es wird also h\f^(x), und f^(x) selbst, dann durch /\(jr) teilbar sein, 

wenn der Ausdruck ^ , , , . ,• 

B'^alc^ — Ol 61 6, + a,6j, 

welcher die Resultante von f^(x) und ^^(x) ist, durch /*j(jr) teilbar ist. Jeder 

Teiler t von B gibt nun, wenn wir ihn mit f^(x) identifizieren, Anlaß zu 

einer Gleichung von der Form a^ ■}- b^x ^=^ t 

Von derartigen Gleichungen sind dann die brauchbar, welche für x 

ganzzahlige Werte liefern. 

ßeisniel * 

f^(x) =4 + 3«, ^,(x) 7 + Sx + 2x1 

Es ist JB =» — 91. Die Teiler von JR sind: < — ± 1, ±7, ±13, ±91. 
Von den acht Gleichungen i -\- Sx = t sind folgende vier brauchbar: 



3*+ 4 = + 1 I 

= + 7 
= +13 

= + 01 



x^- 1 ft(- 1) = -10 

^ = + 1 n(+ 1)= 

a: = + 3'V,(+ 3)= 26 

x= + 29 7j(+29)= 1820 ;^( + 29) = 91. 



/;(+ 3) = 13 



Haben a^ und h^ ein größtes gemeinsames Maß m, so daß wir schreiben 

so lösen wir das Problem in der angegebenen Weise f[ir die beiden Funk- 
tionen ^2(^) ^°^ 9^i(^) ^°^ erhalten dadurch alle ganzzahligcn Werte von o?, 



welche die Gleichung 






= q für ganzzahlige g erfüllen. Von diesen 



Werten von x sind aber nur jene brauchbar, welche q durch m teilbar 
machen. Denn es ist: ^ , . 

/;>) m «' 
9 soll ja ganzzahlig werden. 
Beispiel : 

f^(x) = — 54 + 45ic = 9(- 6 '+ 5a:), f^(x) ^ S - Sx + 17x*. 

Es ist also: ^ ^ , . ^ . ^ 

m «= 9 und q>i(x) = — 6 + 5.r. 

Die Besultante B von f^{x) und 9>i(a:) ist B^ 447, und ihre Teiler sind: 

^=•±1; ±3, ±149, ±447. 

Von den acht dazugehörigen Gleichungen liefern die folgenden zwei 
zunächst ganzzahlige Werte für x: 



— 6 + 5J-— 1 
= -f 149 



X = 1 II /i ( 1) = 12 
x « 31 II /i (31) = 16092 



9i( 1)--1 
91 (31)« 140. 



Im ersteren Falle ist g =» — 12 und im zweiten g «=- + 108. Da nun 
q durch m — 9 teilbar sein soll, so ist nur' der zweite Wert für unsere 
Aufgabe brauchbar: o* « 31. 

Ist 72 =* 0, so ist f^(x) für jeden Wert von x durch /l(x), resp. q>i(x\ teilbar. 

Aussig. A. Krug. 
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Zu 116 (Bd. Vin, 262) (L. SaslBchütz)- — Gegeben sind zwei 
ganze gnnzicüilige Funktionen van x, f, (x) vom crfien, /j (x) vom tweiien Grad*; 
Koran läßt HcH erkennen, ob es gantiahlige Werte von x gibt, die die K(» 
gntene /", ^ {mod. /",) befriedigen, und welches sind diese Werte? 

1. Es werde geaet/.t /^{j-) ~ Ix + m, /*,(r) = ax' + bx + c. Habem 
ff und /■, einen gemeinsamen Teiler nullten Grades, so kann man di 
einlach fortlassen. Haben sie einen Teiler ersten Grades, trx -\- ß, gemein- 
sam, und ist etwa fjx) : {ax + ß) = l,, f^ix) ; («.r + ß) ^ a,x + b,, so isi 
die Kongruenz a^x + bi = (mod. \) zu lösen; diese lineare Kongruenz hsil 
im Falle, daß ^^ und u, t«ilerfrenid sind, stets eine Lösung; im übrigeql 
braucht, da /[ eine von x unabhängige Konstant« ist, hier nicht näh^J 
darauf eingegangen zu werden. 

3, Setzt man /a; + m = j-, , so wird 



l'f^(x) = ax] + {bl ~ -lam) r, + cP - bml + im'; 

^1 — fi(^) '" ^i(^) aufgellen, so ist dazu sicher iwlivindig 

d = (■/' — bml-i- am* ^ (mod.a:,). 



(1) 

(2) 

Nun ist d eine ganz bestimmte, von x unabhängige Zakl\ der Faä 
d ^ ist schon im § 1 erledigt. Bezeichnet man also irgend einen 
echten oder unechten — Teiler von rf mit S, so muß j-, = /x + m • 
sein, damit f^ in /j aufgebe; ist also i ~ tn nicht durch l teilbar, so gibf 
es keinen ganzzahjigen Wert j",, der die Kongruenz /'j(jr) ^ (mod. fi) b»^ 
friedigt; ist aber d — m durch l teilbar, etwa =- |/, so befriedigen J = 
und l' = j — die Kongruenz i'/'j(x)^0 (mod. /",). 

U. Durch Betrachtung von l'ff(x) statt fi(x) kann man unter üm- 
stilnden fremde Lösungen erhalten, nttmlich wenn fj{x) = x, ^ ^Ui' + ^^ 
ist, d, h. wenn l und m keine relativen Primzahlen sind. In diesem Fallt 
wird Gleichung (l) durch i' teilbar: 
(3) l^J^ix) -. flij + (b/, - 2om,)i, -I- cP, - 6;,m, + am% 

wenn man x^ = ii^ setzt. 

Schreibt man zur Abkürzung l\f^ = Ax\ + Bi\ + di, so soll dies 
s 0( mod. ir,) sein, was offenbar nur möglich ist, falls x, ein Teiler ^, 
von d, ist Ist för keinen Teiler Ö, von rfj : A61 + Bä, -f (J, = (mod. IS,\ 
so ist die verlangte Kongruenz (f^ s^ fmod. fjj) unmöglich; ist aber 
obige Kongruenz erfüllt, so muö noch di = ', S + m^ sein, d.h. 
i, — m, ^ (mod. /,) sein. Nur im letzteren Falle gibt es ei 
zahlige Lösung i =■ J der Kon^uenz f^^ (mod. /^). 

4. Beispiele: l. Filr welche Wnie von x ist 3a;' + 5a:-}- 7 durdi 
2x + 3 teilbar? In diesem Fa.]le ist d = 25, hat also die Teiler 1, 5, 25; 
ihm entsprechen die Werte |j = — 1, gj — — 2; fj — 1, |^ = — 4; 
Ig = 11, I3 = — 14) die x-Werte sind alle ganzzahlig; fflr sie ist in der 
Tat, wie die Ausrechnung lehrt, 3ar' + 5x + 7 durch 2i -|- 3 teilbar. 

n. Für u-ekhe ganzeahligen Werk von x gehl 30:r + 5 in 9a:' + 81 + 13 
auf? Setzt man 30a: + 5-5i,, so hat man 9j^ + 30x, + 429, wa* 
durch bx^ teilbar sein soll; 429 = 3 ■ 11 ■ 13, x, = 13 gesetzt mai 



tu-] 




r 
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Pif -f 30xi + 429 = 13 • 9 • 20, also durch 5 • 13 teilbar; x^ « 13 ent- 
spricht der ganzzahlige Wert a; = 2, für den in der Tat /"j «= 6.i in /"^ = 65 

aufgeht. Man findet ferner, daß für keinen sonstigen Wert f^ißc) durch 

/J (j?) teilbar ist. 

Potsdam, am 25. Januar 1905. Otto Meissner. 



Zu 117. (Bd. Vni. 327) (P. Epstein). — Die Größe ö^,^^, die durch 
den Ausdruck definiert ist: 




T* 



®*"^^^^:ibt, wie man ohne weiteres sieht, folgende Darstellung: 

»m.* - ij ■»"(«• - l)fo), 

n die Marke (0) bedeutet, daß nach ausgeführter Differenziation rr = 
-etzen ist. Im Ausdrucke (<f — 1)* ist, wenn man ihn nach Potenzen 
X entwickelt, x^ die niedrigste Potenz, daher verschwindet 0^ j^, sobald 
^^^ ^^"^ m ist. 

m 

Man kann also in der Summe S„^ =»^9,„ j^ die Summation statt von 

*=i 
:is m auch von 1 bis oo ausdehnen und erhält dann: 

■^^^se Gleichung kann man auch schreiben: 
^ ^ ^ ^^1^1.2^ 1.2.3 ^ ' 

^o daß die Funktion linker Hand als Erzeugende angesehen werden kann. 
"*fferenziert man die Gleichung (2) einmal nach a?, so erhält man die von 
HeiTn P. Epstein angegebene Gleichung. 

Setzt man zur Abkürzung e**" ^ = r, so ist Dv = e* • v, D^v == (tf -f ^^') ^' 
^"^ (l -f g») . e'Vj usw. 

Daher nach (1) 

"^^ nach den Regeln für die Differentiation eines Produktes 
)*J*»" symbolisch 

V*) e'» = (e + 1)"*-», 



I 
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wobei S^ = 6| zu setzen ist, und ebenso 
oder symbolisch 

(4) ö^ = ö«-j -f. e(e + 1)«-«. 

Aus der Gleichung (4) kann man die von Herrn P. Epstein an- 
gegebene Determinante ableiten: 

2 '- J- 

1! 2! 



S 



m 



- (»1 — 2) 2 

- (wi - 3) 



if 











- (m - 4) 



1 
3! 

J_ 

2! 

1 
1! 

2 



(w — 2)! 

1 _ 

(m-3)! 

1 _ 

(m-4)! 



1! 















- 1 



Multipliziert man nämlich die erste Zeile mit (m — 2) ! , die zweit« mit 
(»•—3)!, die dritte mit (w — 4)! usw. und die letzte mit 0! = 1, und 
dividiert man hierauf die erste Kolonne durch (m — 2)!, die zweite durch 
(m — 3)!, die dritte durch (m — 4)! usw., so entsteht aus obiger Determinante 
die folgende: 



S = 

m 



{"Tl 



- 1 






CT') 







2 
- 1 



{'7') 
{'7'). 



• ■ • 






















- 1 



und diese Gleichung ergibt sich sofort durch Auflösung des aus (4) folgenden 
Systems nach S^: 

e„-2e„_.-c'7>-.---(::3)««=(:i>. 



ö,»-, - 



2 9 



m-i 



s 



m-i 



(:i;h-(:i>. 



öjj — 2^2 



wobei öj = 1. 



= öl 

= 2»i, 
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Ans der Gleichung (3) kann man ein ähnliches System ableiten; löst 
man dieses dann nach S auf, so erhält man die Determinante: 






1 


(".•) ("7 


') CT') ■■■ 


\m — 2 ' 


— 1 


' r 7 


") C7') ■•■ 


r ') 1 

U - 3/ 





- 1 1 


("7") ■•■ 


r ') 1 

\m — 4/ 





•0 - 1 


l 1 


r ') 1 








... 


- 1 1 1 








• • • 


— 1 1 



A^nssig a. E., den 15. März 1905. 



A. Krug. 



2. Anfragen und Antworten. 

(Vacat.) 



3. Kleinere Notizen. 

Über eine Hauptelgrenschaft des Feaerbachschen Kreises. 

^ iDer Lehrsatz, daß der Feuerbachsche Kreis eines Dreiecks ABC den 

i^^i^is und die drei Ankreise berührt, ist schon oft bewiesen worden. 

^ter den mir bekannten Beweisen ist aber keiner derartig, daß ihn die 

^i>ertertianer oder Untersekundaner einer Realanstalt ohne weiteres ver- 

^*«aen können.^) Ausgenommen ist meines Wissens nur der von Binder 

^öiTrührende Beweis, der in Baltzers Elementen der Mathematik (Bd. IT, 

^* ^2, 93; 6. Aufl.) abgedruckt ist. Aber hier wird nur gezeigt, daß der 

^^Uerbachsche Kreis den Inkreis berührt, und am Schlüsse wird darauf 

ir^^^iesen, daß für einen Ankreis sich ein entsprechender Beweis liefern läßt. 

^^^ aber schien es wünschenswert, auf möglichst einfache Art zu gleicher 

7^^^ zeigen zu können, daß der Feuerbachsche Kreis den Inkreis und einen 

,^^eis berührt. Ich habe nun vor kurzem folgenden Beweis gefunden, 

^"^ iiieines Wissens neu ist: 

Xs seien N imd 0^ die Mittelpunkte des Inkreises des Dreiecks ABC 
^J* des zur Seite AB gehörigen Ankreises, von denen der erste ^^ in 
> der zweite in W^ berühren möge. Dann läßt sich durch den Mittel- 
? '^^ti F von ABy der zugleich M'^H-^^ halbiert, ein einziger Kreis legen, 
^^ den Kreis um N im Punkte X einschließend und den Kreis um 0^ in 
V.. ^^sschließend berührt. Man hat nun zu zeigen, daß dieser Kreis, dessen 
^tt^;ip,mjj^ sein möge, der Feuerbachsche ist. Zu di( 






diesem Zwecke ge- 

1) Man vergleiche jedoch: J. Lange, .^Geschichte des Feaerbachschen 
Pzogr. Friedr.-Werdergche Oberrealschule 1894; femer eine Reihe neuerer 
in den Ed. Times. Red. 



192 



Vermischte Mitteilungen. 



nügt der Nachweis, daß der zweite Schnittpunkt D dieses Kreises un( 
Seite AB der Fußpunkt der durch C laufenden Dreieckshöhe und 
außerdem L DOF ^ 2(L CAB — L CBA) = 2(a - /3) ist. 

Fällt man, um diesen Beweis zu fähren, von auf AB das Lot 
dessen Verlängerung den Kreis um in Z trifft, dann folgt aus der 
lichkeit der Dreiecke ZOX und WNX, daß LOXL^ NXW, also X 
eine Oerade ist. Ebenso geht aus der Ähnlichkeit von AOXF 
AO^W^Y hervor, daß die Punkte Z, Y und W^ in einer Geraden li 

Trifft LO den Kreis um in i?, so ist ALGW^^ALXB, 
LW'LX^LGLB; femer ist ALaW\ ^^ ALYB, daher LW^ 




-^LG'LB, miüiin LWLX^LW^LY, FolgUch liegt Punkt 1 
der Chordale der Kreise um N und 0^; diese geht aber durch die Mi< 
der gemeinsamen Tangente WVF^ und steht auf der Zentrale NO^ i 
recht, die mit der Winkelhalbierenden CE zusammenfällt Da 

LCEA^ 90^ -^^^ ist, so muß LLFD^"^^, daher L - 

— 2 (a — /3) sein. 

Nach dem Sehnen- und Sekantensatze ist 



2 



BW WF^XW^WL 



und 



DH' 



W,F 



rir 



M\L 



XW'WL L X 
LX 



YW' WL'LY 

c c 

LY 
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Durch Division ergibt sich, da WL*LX= W^LLY ist, 

DW XW LY _ XW LY NW OL _ q 
DW^ YW^'LX- LX'YW^^ OL ' O^W^- g/ 

Der Punkt D teilt also WW^ außen im Verhältnis der Radien q und 
9c9 er ist daher der viei-te harmonische Punkt zu WW^E, mithin der Fuß- 
punkt der von C auf AB gefällten Höhe. Somit ist der Kreis um der 
^euerbachsche Kreis. » 

^Breslau, im April 1904. 0. Qütbohe. 



Zar Konstmktion der respelm&ßigen Tielecke 8. Ordnang. 

In den Scheitelprojektionen der drei Punkte, von denen in den Fällen 
m 

y~ ==* 1, 2 die Eckenpaare des regelmäßigen (2m + l)-Kcke8 linear abhängen, 

^^'^^^ der Einheitskreis, wie die Anwendung seiner Gleichung auf die Gleichung 
^^^ projizierenden drei Strahlen beweist, von einer das Projektionszentrum 
(^ > 1 ) und den unendlich fernen Punkt (oo , 0) der a;- Achse enthaltenden 
"-yj^^Tbel geschnitten. 

Im Falle tn => 1 • 3 liegen die drei Punkte 

(r»-2a;) + (^*-l) = 0, y 1, 

^''^li Abszissen die doppelten Abszissen der 3 Eckenpaare des regelmäßigen 
' "-Eokes sind, in den drei Scheitelstrahlen 

8r^ + 4x\l -y)- 4a;(l - yf - (l - yf = 0, 

^^lolie die übrigen drei Schnittpunkte des Kreises a?* = (l + y)(l — y) und 
^^ ebenfalls durch das Projektionszentrum gehenden Hyperbel 

4a;(3y + l) = (5y + 3)(3^-l) 

^^^jizieren. Dieselbe hat eine der a:- Achse parallele Asymptote 3y + 1 = 
^^^ wird im Punkte (0, l) von 2a; = y — 1 und in dem Punkte (— - y, — 1) 
y^ix 42r » 3y 4- 1 berührt; beide Tangenten schneiden sich in (— 2, — 3). 
. ^'^^ diesem Punkte liegen jedesmal die beiden Punkte auf (l+y)(l— y)==0 
^^ gerader Linie, die von den Strahlen der beiden ersten Punkte in einen 
^**^t;tien Punkt der Hyperbel projiziert werden. 
Die drei Punkte 

(x^-4a;) + (x»+l)-0, y 1 

^^ Falles m = 2 • 3 , deren Abszissen 

Xj + 3^5 *= aj| a?0 , Ä^i -|- a?0 == ^Cj^x^^ ^4 i ^e ^^ ^i'^b 

^^ Doppelabszissen x^=^ 2 cos -jzr- der 6 Eckenpaare des regelmäßigen 

. ^ "^^ekes paarweise bestimmen, sind die Scheitelprojektionen der drei Punkte, 
^enen der Kreis a;* =-= (1 -f y)(l — y) ^nd die dessen Scheitel (0, l) 
^^tilialtende Hyperbel 

16a:y-(3y + 5)(y-l) 

-Archiv dar Mathanifttik and Physik. IH Baihe. IX. 18 
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• 

einander außerdem schneiden. Auch diese Hyperbel hat in dem Punkte 

(0, 1) die Tangente 2aj = y— 1; jetzt ist jedoch die zweite Tangente 

4 a; » 2y -\- 3 der ersten parallel und die x- Achse selbst die erste Asymptote. 

Von dem Durchmesser 8aj = 1 — y und seinem konjugierten Durchmesser 

8a; =» 1 H~ 4y werden beide Asymptoten harmonisch getrennt; hierdurch ist 

auch die zweite Asymptote 16x =^ 3y ■}- 2 als zweite Diagonale eines 

durch zwei Gegenecken und die Richtungen der Gegenseiten gegebenen 

Parallelogrammes der Lage nach bestiniq^t. 

Auf diese Weise läßt sich offenbar noch einfacher und auch natürlicher 

als durch die Dreiteilung des Winkels, die jedesmal, auch bei Anwendung 

des von Kosch (Archiv Bd. 58, Jahrg. 1875) aus der Symmetrie des 

transversalen Hyperbelschnittes abgeleiteten Verfahrens , eine Änderung der 

Gleichung und des Kreises nötig macht, die Konstruktion der regelm&ßigen 

Vielecke 3. Ordnung bewerkstelligen. 

Holzminden, Februar 1905. Georg Kober. 



Die transformierte Kreisteilongsgleieliang und ilire Reduktion aaf eine 

Gleieliang, deren Orad nicht mehr teilbar ist. 



um einen Kreis in eine beliebige Anzahl gleicher Teile zu teilen, mi 
man die ursprüngliche Gleichung der Teilpunkte in eine Gleichung der Ab — 
szissen dieser Punkte transformieren. Man braucht zu diesem Zwecke ni 
der Reihe nach 

c» + £-» = + 5x- 5r^ + x^ 

€^ + C-' — — 7« + 14a:» -la^ + x'^ u. s. f. 
und 

«» + «-* = - 2 +a:* 

«* + £-*- + 2 — 4a:* + «* 

€« + £-« ^ 2 + 9a:* - 6a?* + a:* 

£« + f-8 = + 2 - 16x» + 20a?* -Ss^ + a^ u. s. f. 
zu setzen, dann wird aus der Gleichung 

1 
der konjugierten Punkte «i* = cosr — j— r ^ i sinr — -r—r die Gleichung 

X" _ ü^=ia--» + (»»»-«Xm-S) , 

1 1 • « 

der doppelten Abszissen «* + £-*= 2co8r — t—t = Xt,. 
^'^ 2ff» +1 * 
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Für jede der natürlichen Zahlen von 1 bis 2nt gilt unter der Voraus- 
setzung, daß 2m + 1 eine Primzahl ist, der Fermatsche Satz: A;'"* ^ 1 
(mod 2nt -|- 1), in einem regelmäßigen Vielecke mit solcher Eckenzahl ist 
also jede Nummer eines Eckenpaares eine Wurzel der Kongruenz A:^ ^ d: 1 
(mod 2 m '\- 1). Durch keine dieser Zahlen ist 2 m -{- 1 teilbar, kein Viel- 
faches derselben ist somit der Null kongruent; den A;-fachen dieser Zahlen 
sind daher stets dieselben Zahlen ± k, nur in verschiedener Reihenfolge, 



m 



kongruent. Ist p ein Primfaktor von m, so sind die den Potenzen k^ kon- 
gruenten Zahlen die Wurzeln der Kongruenz äp ^ j^ 1 (mod 2w + 1) und 
die den sämtlichen Vielfachen dieser Zahlen kongruenten Zahlen die sämt- 
lichen Zahlen ± Ä;; die — - p verschiedenen Werte von k zeigen also als- 
dann die Wurzeln der — Gleichungen p^^ Grades an, in welche sich in 

diesem Falle die Gleichung m^^ Grades zerlegt, und deren Koeffizienten 
dann, durch x^Xj^x =* a?^«*» + ^*+** ^ Summen verwandelt, nur noch den 

m 

Summanden Xq=^ 2 und diejenigen Teile die Summe ^^ x^=» — 1 enthalten 

L 

/);i\ten 

können, welche die Wurzeln einer rationalen Gleichung f--j Grades sind. 
Man hat daher beispielsweise nicht nötig, die Gleichung G. Grades 

(x^ — bj^ + 6x^ — 1) + («^ - 4.0^ + Sx) ^ 

des regelmäßigen 13-eckes aufzulösen; denn sie zerfällt, da 1 und 5 die 
Zeiger sind, welche der Kongruenz A;* ^ ± 1 (mod 13) genQgen, in die 
geschlossene Gruppe der quadratischen Gleichungen 

x^ — {x^ + x^)x + x^x^ = ] x^x^ = or^ -f a-ß 

X (X^ "T X^jX "T X^X^ ^=^ I X^Xß = Xj + ^8 

^^ — (^4 + ^e)^ + ^4^6 = Ö I x^Xj^ -= ^1 -f ajg, 
deren drei Wurzelsummen die Wurzeln der kubischen Gleichung 

(r* — 4x) + (ic^ + 1) = 

sind. Ebenso kann die Gleichung 8. Grades der 8 Doppelabszissen des 
regelmäßigen 17-eckes, da 1 und 4 die einzigen Zahlen sind, welche die 
Bedingung k^ ^ -^ 1 (mod 17) erfüllen, ersetzt werden nur durch die 
4 Gleichungen 2. Grades 

^* — (^ + ^4)^ + ^1^4 = i a;* — (a^ + x^)x + x^x^ =- 
^* — (^ + ^s)^ + ^^8 = x* — {x^ + x^)x + X^Xj = 0, 



deren vier Wurzelsimimen 



x^x^ — x^ -T x^ 
XfX^ =-x^ + x^ 



x^x^ — x% -r Xg 

*6^ =- i»l + «^4 



13' 
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die Wurzeln einer Gleichung 4. Grades mit rationalen Koetfixieuteu 8ind4i 
Dieselbe lüöt sich aber wiederum, da i noch durch 2 teilbar ist, ersetie» 
durch 2 Gleichangen des 2. Grades 

X* — (a-jX, -f XiXg)x — 1 = 0, 

z' - {x,x^ + i-gx,)j! —1 — 0, 
deren zwei Wurzelsummon als Wurzeln der quadratischen Gleichung 
{z'-i) + x = 



Holzj 



1905. 



Georg Koi 



AnneudunK der GrnBuiannscheu AnsdehnimgMlehre auf n-Taehe 
Orlhoso&alBjsteme. 

Zu den Gebieten der Mathematik, die sich mit Hilfe der OraSmana 
sehen Methoden in besonders einfacher und übersichtlicher Weise behandda 
lassen, gehört die Differentialgeometrie. Dies zeigen die Arbeiten toi 
Burali-Forti, der die Ausdehnungslehre auf verschiedene Zweige de« 
Differentialgeometrie der Kurven und Flachen angewendet hat.'} 

Im folgenden sollen, im Anschluß an die Iturali-Fortischeu Arbeit«B, 
die Haupteigenschaften und Formeln der «-fachen Orthogen alsysteme 
geleitet werden. 

Einleilung. — Wir stellen zunächst diejenigen Begriffe und Formeln 
der Ausdebnungs lehre, die im folgenden Anwendung finden, zosaminen. FUj^ 
die Begründung und ausführliche Darstellung verweisen wir auf die Lehr*' 
bächer von Peano*) und Burali-Forti.') 

a) Ist / ein Vektor, wt eine reelle (von Null verschiedene) Zahl , w 
bedeutet das Produkt U = ml einen zu I parallelen Vektor, der mit / 
gleich oder entgegengesetzt gerichtet ist, je nachdem m positiv oder negatlr 
ist. Ist die Lange des Vektors / gleich der Einheit (Einheitsvektor), 
ist die Länge von U, die wir mit mod V hezeichnen, gleich dem absolut«a 
Wert von m. 

b) Unter C + F -f- W -\- • • ■ verstehen wir die geometrische Summa 
der Vektoren U, Y, W ■ • ■ 

c) Drei Vektoren, die zu einer Ebene parallel sind, beißen komplantr. 
Die notwendige und hinreichende Bedingung dafOr, daß der Vektor 
komplanar zu den (nicht parallelen) Vektoren U und V ist, wird au»^ 
gedrückt durch 

wobei X und y reelle Zahlen sind. 

1) Introdnctioo ä la g^om^trie diff^rentielle suivant la niL-tbode de Qrafieaianii. 
PariH 1697. — Sopra ulcune qaestioni di geemetriB differcndale. KcndicoDÜ dal 
circ. mat. di Palenno 12 (läeu), 111—133. — Le fonnule di Freuet per le auperfioi.. 
Atti Torino 87 (I9oa— 3i, aSS— 2*8. 

8} 0. Peano. Cakolo geumetrico 188S, — Gruudiüge des geoautriauheD 
küli. LIeutache Ausg. von A. Sobepp, Leipzig 1891, B. G. Teubner. 

3) Iturali-Fürti, lutroduction ä la g^omätrie diß^reotielle. Pari« 1897. 
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d) Jeder Vektor U läßt sich (im gewöhnlichen, 3-dimensionalen Raum) 
auf die Form- 
IT = a;7 + ytT' + i^Ä" 

bringen, wobei 7, «7, K drei gegebene, nicht komplanare Vektoren und' x, y, z 
reelle Zahlen sind. 

e) Unter dem äußeren Produkt U- V zweier Vektoren verstehen wir 
das Parallelogramm, dessen Seiten den Vektoren U und V gleich und 
parallel sind, und zwar mit Kücksicht auf Größe, (Jmlaufsinn und Stellung 
seiner Ebene. Die absolute Größe des Parallelogramms, die wir mit 
mod (U- V) bezeichnen, ist gleich mod LT.mod V-sin(U, V), Die Gleichung 
U.y ^ U^, y bedeutet somit nach obiger Definition: 1. daß mod {UV) 
= mod ( üi • Fj) ; 2. daß die beiden Parallelogramme dieselbe Umlaufs- 
richtung haben; 3. daß ihre Ebenen parallel sind. 

Für das äußere Produkt U- V gilt das assoziative, nicht aber das 
kommutative Gesetz. Es ist somit IT • F = — - F • Z7, daher U- U = 0. Die 
Gleichung U-V=0 sagt aus, daß die Vektoren U und V parallel sind, 
sie ist daher gleichbedeutend mit der Gleichung U ^^^ m- F, wo m eine 
reelle Zahl ist. 

f) Unter dem inneren Produkt U\ V der beiden Vektoren U und F 
verstehen wir die Zahl 

mod CT- mod F»cos (C/i F). 

Für das innere Produkt gilt das assoziative und kommutative Gesetz; es 
ist daher Z7| F = F| Cf. Femer ist U\ Z7= (mod U)\ Für den Einheits- 
vektor 7 ist 7| 7= 1. Die Bedingung för die Orthogonalität der Vektoren 
ü und F ist Cf| F = 0. 

Ist 7 ein Einheitsvektor, so gibt TJ]! die Lange der Projektion von 
V auf 7 an. Sind daher 7, 7, K drei nicht komplanare Einheitsvektoren, 
so ist nach d) ein beliebiger Vektor U darstellbar in der Form: 

U^{U\I)'I+{U\J)'J + {U\K)'K 

g) Ist ein fester Punkt, U ein Vektor, so bedeutet P = -f 27 
den Endpimkt P des mit seinem Anfangspunkt in liegenden Vektors U, 
Ist TJ nach drei senkrechten Einheitsvektoren I, J, K zerlegt, so ist 

P=^0 + xI+yJ + zK, 

Dabei sind die Zahlen x, y^ e identisch mit den kartesischen Koordi- 
naten von P in einem System, dessen Anfangspunkt in liegt, und dessen 
Achsen za I, Jy K parallel sind. 

h) Wir können den Punkt P als Funktion einer numerischen Variabein t 

ansehen. Beim Variieren von i beschreibt P eine Kurve. Der Differential- 

dP 
quotient -^j des Punktes P bedeutet einen Vektor, der zur Tangente der 

Kurve im Punkt P parallel ist. Die Länge ds des Bogenelements ist 
gleich mod dP. Der Krümmungsradius q der Kurve ist gegeben durch 

— = mod ( jTi ] • Der Differentialquotient eines Punktes ist ein Vektor, der 

Differentialquotient eines Vektors ist wieder ein Vektor. 

Anwendung. — Wir legen nun einen n-dimensionalen ebenen Raum 
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zugrunde und betrachten den Punkt P als Funktion von n numerischen 
Variabein Wi,Mj,'"W„. Ist t/^ veränderlich, während alle übrigen u konstant 
bleiben, so beschreibt P eine Kurve, die wir mit u^ bezeichnen; sind u^ 
und U| veränderlich, so beschreibt P eine 2-dimensionale Fläche; ist m, 
konstant, während sämtliche übrigen u veränderlich sind, so beschreibt P 
die (n — l)-dimensionale Fläche (Hyperfläche) «^ = const. Durch jeden 
Punkt des Raums gehen also n Kurven u^] jede dieser Kurven ist der 
Schnitt von (n — 1) Hyperflächen u^ = const. (i 4» Ic). 

Die Richtung der Tangente an eine beliebige durch P gehende Knrve 
ist gegeben durch den Vektor ^ 

(1) ^^"Sw/^"*' (EbLh.)- 

dP 
Der Vektor ^ — ist parallel zu der Tangente an die Kurve u^ im Punkt P. 

Wir setzen nun voraus, daß die Kurven u^ sich in P senkrecht durch- 
schneiden ^ d. h. daß 



« i 



1^ = (•+*x 



Das Quadrat des Linienelements ds nimmt dann folgende Form an 
(Einl. f): 

(3) ds^ - (mod dPy =2(™^^ fj)'- ^**?- 

Bezeichnet man mit d^^ das Linienelement der Kurve u^^ so ist hiernach: 

(4) dSi = ^mod ^^ du^. 

Nach (2) ist der Vektor ^ — senkrecht auf (n — 1) Vektoren ^ — , 

d. h. senkrecht auf (w — 1) durch P gehenden Linienelementen ds^ (k + •). 
Da diese sämtlich der Hyperfläche u^ » const. angehören, so ist der Vektor 

dP 

^ — parallel zur Normale dieser Hyperfläche. 61. (2) ist daher die Be- 
dingung dafür , daß die Hyperflächen u^ = const. (t = 1 , 2 , • • • n) ein 
n-faches Oiihogonalsystcm bilden. 

Durch Differentiation nach u^ folgt aus (2): 

dP 






dP . d^P 



du, 



Aus dieser Gl. und den beiden andern, die man hieraus durch zyklische 
Vertauschung der Lidices i, k, l ableitet, folgt die Gleichung: 

(6) ^^ 1 1~ = 0. (.+*+« 

Durch die Gleichung ^„ , ot>v 

(') IC - H i?) ■ ^' 

dP 
definieren wir einen zu ^ — parallelen Einheitsvektor T^ (s. Einl. a). 



(2*1 r r « I: r r « ' ••-. 



.' ^ »*. 



geht ^6) 

Ferner folgt au ^3* : 

(6-; ^ r = a 

Xun steüen wir dea V«feor ^ — als TTaku^o. »isr EisirfLtyr-kvnpc T,, T.» - T, 

dir. Wir nken = — als scometracttie ^NC&ii&e s«i2<r Ph>jek^ott«B auf di« 

cm, 

J^, Ty. — J, an. Nadk EzbL f* b?B3rn vir iü«s -I:in.-k folfivnd« OL aa5- 
drficken: 

(8) iL^yrJJ T.) T.. 

Wegen (6^) and • 6***< rcdmkrt sLch diese Samme auf ein einxice$ Gliini« 
80 daß 

Da ^ — J^ eine ZahlengröBe ist lEinl. f>. so sagt di^^se iil. aus. daB 

^"* ^r. 

die beiden Yddortn ? - nnd T^ parulUl sind. Wir können daher Ol. ^l) ' 
nach EinL a) auch in der Form 

(n ,-;-(mod^;).r. ,.^.. 

schreiben. 

In GL (8)* ist das Terallgemeinerte Pupifist^ke Thivrfm enthalt on, 
dem zufolge die Kurven n KrQmmungslinien der durch sie hindurchgehenden 
Hjperfläcben sind, um zu beweisen, daß z. B. die Kurve h^ eine Krünunun^- 
linie der Hyperfläche u^ = const. ist, zeigen wir, daß die Iftngs der Kurve 
Uj^ errichteten Normalen der Hyperfläche u^ » const. eine abwickelltan« 
Flftche bilden. Die Normale im Punkt P der Flüche m^ — const, ist purallel 
zum Vektor T^; die Normale im konsekutiven, auf der Kurve u^ gelegt«nen 

Punkt F' ist parallel zum Vektor T/ == T. + . ' dii^. Nach C.l. (d) hat 

T; die Form T. + AT*; die Vektoren 7% T/, T* sind somit koinpliuiar 
(Einl. c). Da nun PP' parallel zu T^ ist, so müssen die beiden in /* und 
P' errichteten Flftchennormalen mit Tj^ in einer Ebene liegen und Hieb 
schneiden. 

Die GL (9) gilt nicht für A; » i. In diesem Falle hat man nach 
GL (8): 

ar, ^/ar.i \ 
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Da nach Gl. (2*), (9) und (9*) 



dT, 



BT, 



dTj^l dJ^ 



T. = 0; ^ T. = -^|T, = ~mod-5- 



ist so folgt: ^ 

Hierbei ist in der Summe rechts der Koeffizient von T^ gleich Null. 

dT. 
Die Koeffizienten mod ^ — der Gl. (9*) und (10) lassen sich durch die 

Ilauptkrümmungsradien der Hyperfläche u^ » const. ersetzen. Als Krüm- 
mungslinien der Hyperflächen definieren wir diejenigen Flächenkurven, längs 
deren die konsekutiven Flächennormalen sich schneiden. Da die Normide 
der Fläche u,. = const. in P parallel zum Vektor T^ ist, so gilt ffii einen 
beliebigen Punkt Q der Normalen 

Hierbei bezeichnet r den Abstand der Punkte P und Q (in der Richtung 
von T^ positiv gemessen). Soll die konsekutive Normale durch denselben 
Punkt Q gehen, so muß sein: 

dP+r'dTi + dr'Ti = 0, 

Durch innere Multiplikation mit T^ folgt hieraus: 

dP\T, + r.(T,|(IT,) + tlr.(T,| TJ = 0. 

Da die Normalenrichtung T^ senkrecht zur Tangentenrichtung dP ist, 
so ist dP\Ti = 0. Femer ist wegen Gl. (2*): T,,!; =1; rjrf2; = 0. 
Es folgt daher dr = 0, und man hat: 

(11) dP^-rdT^, 

d. h. der Vektor dP, der die Richtung der Kurve angibt, muß parallel zu 
dT^ sein. Ist nun u^ eine Krtbnmungslinie und r^^ der zugehörige Wert 
von r (Hauptkrümmungsradius), so ist nach (ll): 

^ = -r .^ 

oder, wenn man beiderseits den mod nimmt: 

dT.. 
mod 



^2) i ^ 



med 



du^ 



Führt man außerdem in den Gl. (9*) und (10) die Ableitung nach 
der Bogenlänge^) durch die Gl. 

A = J_ . 1^ L L 

dsj^ duj^ dsj^ -^dP duj^ 

du. 



'* 



1) Encyklopädie der math Wiss. III D 3, Nr. 8. 
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ein (jG- 61. 4)^ so erhält man folgende Formeln: 



(i3:> 



dT, 



ds,^ r,/^*' 



ST, 



^•'-i ^n 1 



(Di© Summe erstreckt sich über Ä; = 1, • • • n mit Ausnahme von h = t.) 
A.1XS Gl. (13) lassen sich weitere, für n-fache Orthogonalsjsteme geltende 
Foxnxieln in einfacher Weise ableiten. 

Die erste Krümmung 1/q^ der Kurve u^ läßt sich als Funktion der 
N'ox-malkrümmungen l/r^^^ dieser Kurve bezüglich der durch sie gehenden 
tty perflächen u^ = const. ausdrücken. Nach Einl. h) ist nämlich: 

— = moü "ö-sr = mod „ 



Hieraus und ans Gl. (13) folgt: 



(14) 



dT, 



dT, 



l>ie Von Darbouz verallgemeinerten L am eschen Gleichungen ergeben sich 
&us (^X3) durch Anwendung der Integrabilitätsbedingung ^) 

(15) 4./UW(^JVj,V|!i^/.^«- ^^^- 

. ^^^^ ist ** eine von der Lage des Punktes P abhängige Größe, s^ und 5^ 
^^ ^^^ei senkrecht von P ausgehende Linienelemente mit den Richtungen T^ 

^ 3^x. Setzt man in (15) die Werte -^ - = vs— und ^— = -^ aus (13) 

Ql \ ^o erhält man, da die Gl. (15) identisch erfüllt sein muß, folgende 
^^^ bimgssjsteme : 



\C8.J \d8i 7 ds. ^^i\o8j^J \€8j^ V C8j^ 



(a 



S -^ 



d'- 



(16) ^^.L>'. + ±/J__i.) = 0.^ + ^ = 



>:- 

4'r,, 



- + -+- 



a 



»t 



XUese Gleichungen gelten für A; 4° < und k^ u. Die Summe ist über 
^ •» • • • n mit Ausnahme von t und k zu nehmen. Endlich lassen sich in (16) 
(^ -^^uptkrümmungsradien Vi, durch die Koeffizienten des Linienelements 
'-^l. 3) ersetzen. Setzt man nämlich zur Abkürzung 



die 



Ä? 



du. 



dP 



- = (mod^-), 



so 



/yx^^'liÄlt man durch eine einfache Rechnung aus (12) mit Benutzung von 

1 1 ^^i 



<2) und (2*): 



ik 



H,.H, du, 



Borali-Forti, Atti Toiino S7 (1903—8), 244, 61. 12. 
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Führt man diese > Werte in (16) ein, so ergeben sich die von Darboux^) 
angegebenen Gleichungen: 

— 0, 



(17) 



du.fUj^ H. duj^ du. Hj^ du. duj^ 

du\H. ' duj "^ duXßj^ ' duj "^^Hf ' du^ ' du^ ^ ^' 



Diese 61. gelten für i + ^- Die Summe ist über Z =» 1, • • • n mit 
Ausnahme von i und k zu erstrecken. 

Stuttgart, 13. Dezember 1903. E. Rath. 

1) G. Darbouz, Le9oo8 sur les systämes orthogonaux. Paris 1898. Vol. 1, 
pag. 161, 162. 



Über die Darstellbarkeit der Zahlen quadratisclier und kubischer Zahl- 
körper als Quadratsummen. 

1. Im folgenden bedeute: P den absoluten Bationalitätsbereich, F{z) 
den durch Adjunktion von jer zu P entstehenden Zahlkörper, P(ie'i) = -P(^j)i 
daß jede Zahl von P(je^i) auch in JP{z^ zu finden ist und umgekehrt. Hat 

2 

eine Gleichung ^a^x^ = « Wurzeln aj^, . . . a;^, nnd ist f{x) eine Zahl 

aus P(iri), so sollen /"(arg), . . . f{x^ die zu f{pi^ konjugierten Zahlen, 
P(a:|j), . . . P(a;„) die zu P{x^ konjugierten Körper heißen. Ist f{x^ reell 
und positiv und sind alle zu f{x^ konjugierten Zahlen nicht negativ -reell, 
also positiv -reell oder komplex, so soll f{x^ iotcH posifw heißen. Eine 
komplexe Zahl a -f- hi^ deren Koordinaten a und h beide ganz oder rational 
sind, werde als ganze oder rationale komplexe Zahl bezeichnet. Ein Körper 
heiße reell, wenn er nur reelle Zahlen enthält, sonst komplex. 

2. Alle quadratischen Körper sind mit ihren' konjugierten identisch. 
Die Adjunktion der Wurzel einer quadratischen Gleichung mit reellen 

rationalen Koeffizienten führt stets auf einen Körper der Form Pyyzy 
Hier sind vier Fälle möglich: 

I. z ist eine (positive) Quadratzahl. P(]/?) = P; alle positiven ratio- 
nalen Zahlen sind durch höchstens 4 Quadrate darstellbar. 

II. —z ist eine Quadratzahl. In P(|/7) = P(f) sind alle Zahlen 
schon durch 2 Quadrate darstellbar.^) ^ 

III. z ist negativ, — z kein Quadrat. In dem Körper r{iy — z) sind 
alle Zahlen durch 5 Quadrate darstellbar, von denen 4 reell sind.*) 

IV. z ist positiv und keine Quadratzahl. Dann gilt der Satz: „Alle 

total positiven Zahlen des Körpers Pi^z) können auf i. a. unendlich ver- 
schiedene Arten in Sunmien von 5 Quadraten zerlegt werden, von denen 4 
reell sind." 

Das soll nun gezeigt werden. 

1) S. Arch. d. Math, und Phys. (3) 6, 176. 

2) S. Arch. d. Math, und Phys. (3) 7, 268 



Vermischte Mitteilungen. 203 

3. Znnftchst darf ohne Beschrftnkung der Allgemeinheit z als ganze 

Zahl n genommen werden, denn für r = — > folgt: P(yje') ^ P( 1/— 7) 
= P(}/iiim'). Damit eine Darstellung 

(a) « + ^}/n = ^(«, + ^, V«)* 

r 

Überhaupt möglich sei, muß auch 

(b) «-PV^ = ^(«,-^,>^)* 

r 

positiv sein, d. h. a -f /? y^ muß total positiv sein. In diesem Falle ist a > 
und rpT>y^- Soll: 

(1) ' « + ^i^ = ^(«, + ^.t/«)* 

sein, so muß gelten: 

(2) ^«,^.= 2-. 

» 

(3) . ^(«; + n^) = «. 

Auf Grund von (6) darf /3 > angenommen werden. Es bezeichne nun { \ } 
eine Zahl, die positiv -rational ist und der irrationalen Zahl \ so nahe liegt, 
als es im speziellen Falle nötig ist. Setzt man dann: 



W «i=|l/|t^l. ft = 




^f = fe=- = 0. 



so ist (2) identisch erfüllt, während (3) übergeht in: 
(5) ^o^^a-ZSl/n-ij^f. 



r=2 



Hierin ist f\ eine Zahl, die bei passender Wahl von a^ und daraus folgen- 
der von j?^ beliebig klein gemacht werden kann. Es ist also stets zu er- 
reichen, daß die rationale Zahl i positiv ist; sie ist dann in 4 Quadrate 
zerlegbar. Damit ist der in Nr. 3, IV ausgesprochene Satz bewiesen. 

4. Zu P werde yn a^'ungiert, worin n eine reelle rationale Zahl be- 
deutet, die ohne Beschränkung der Allgemeinheit als positiv und ganz- 
zahlig vorausgesetzt werden kann. Da yn = ,.- v , , so ist jede positive Zahl 

von P(y«) durch ^12 Quadrate darstellbar. Die beiden konjugierten 
Körper sind komplex und fallen in den einen PyQyn) zusammen, wenn 

^« + ^ + 1=0, 

d. h. Q eine primitive 3. Einheitswurzel ist. Nun ist ^ = -j, — ^ = 1* -f- ^*, 

- ^ = -^ -f 1*, - 1 = ^> + ij. Daher ist in p{q\^) jede Zahl in höchstens 

24 Quadratzahlen zerlegbar. 

Potsdam, am 23. August 1904. Otto Meissner. 



L 



Bemerkung inr Lehre Ton den dlophantisciien Olelcbnnf«B. 

Die bckanat«n Auflösungsmethoilen für die imbcstiimnten Gleichungen 
ersten Grades, die sog. diopbautist^he^ Gleichungen, führen in letzter Linie 
entweder auf den euklidischen Algorithmus {^Lagrange, . .) oder arOf den 
Permatschen Lehrsat/ (Libri, Binet, . .), richtiger gesagt auf den Algo- 
rithmus 

(1) orj - rj^., = ka^{0 < »"i < *, ^ a^ < n; 1 - 1, 2, - ■ ■). 

zurück. Obwohl in praktischer Bnziehung das erstere Verfahren, d. b. die 
Kette nbruch EL uflösung, fast ausscblieBlicb in Betracht kommt, so scheint nns 
dennoch die Auflösung vermittels des Algorithmus (l) dem Wesen der 
Materie näher zu stoben. Um dies etwas nSber zu erlButern, bedienen wir 
uns eines Algorithmus, den wir an anderer Stelle') mitgeteilt haben, und den 
wir hier in Kürze auf einem etwas anderen Wege von neuem herleiten wollen. 
Aas dem Algorithmus (1) folgt bekanntlich ftlr die Darstellung des 

Bmdies -r- im Zahlensysteme mit der Grundzahl a {a prim m k): 

(2) J=(0,«.«,^, ■■■«,+,_, ■■■^ (A=l, 2, ■■■), 

wo d die An/ahl der Ziffern der Periode bedeutet, so daß also in (2) die 
Ziffern nach a^^gj = aj_i periodisch wiederkehren. Gleichung (l) kaon 
auch geschrieben werden; 

(3) {. + >.*)r, ^ r,„ - if"i + «O («-1, 2, ■•■). 

d. h. die Ziffern des Bruches -^ im Zahlensysteme (u -\- uk') werden ao^ 
den entsprechenden Ziffern im Systeme a gefunden, indem man die mit «>^ 
multiplizierten jeweiligen Beste addiert; die Reste stimmen in beiden Zahlexm^ 
Systemen genau ttberein. 

Addiert man nun zu der Identität 

"Oj + "i + i = <"ai + "i+i 
die Gleichung 

uka^ -f- "fj^, = uor^, 

die vermöge (l) fBr jeden Wert von « richtig ist, 80 ergibt sich: 

(4) (« + «t)o, + (»i„ + .r„,) - u(,i, + «O + a,^,. 

Führt man hierin a' für tt -\- vk ein und bezeichnet gleichzeitig die Ziffer 
des Bruches -^ im Zahlensysteme u' mit a,', >i^, ■ ■ •, so kann man nach (— 
oi für ai + wj setzen. Unter diesen Umständen nimmt Gleichung (4) ( 
Form an: 
(Ö) a'o3 + ai+i — «ai + ai+, (A = 1, 2, ■ ■ •). 

Wird H — 1 gesetzt, so läßt sich (ä) folgendermaßen schreiben: 
(8) aai ~- tt'ai - n+i (i - 1, 2, - ■ -)■ 

. Phye,, 1891, 81», -H; vorgl. auch Bschroann, Nie — 
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Dieser Algorithmus löst, wie man leicht bemerkt, die diophantische Gleichung 
(7) aa5 — 6y = c, 

in welcher a, 2», c positive ganze Zahlen bedeuten, in den kleinsten positiven 
ganzen Zahlen auf. Wir dürfen dabei, wie sogleich noch etwas näher be- 
gründet werden soll, unbeschadet der Allgemeinheit der Betrachtung, an- 
nehmen, daß a <Ch — a ^Cb und c '<Cb — a sei. Setzt man unter dieser 
Voraussetzung a =» a, 5 «-» a', h — a = k (prim zu a), c = r^ und 

y = (0, ajo, . . . a^ . . Oa •=- (0, «i'ai • • • «^ • Oa» 

so stellen die beiden Ziffern aj = aj -f rj und aj die Auflösung der 
Gleichung (7) in den kleinsten positiven ganzen Zahlen dar. Gleichzeitig 
sind allgemein die Ziffern ai == ax -{- rx und ax die Lösungen der Gleichungen 



ax 



H = r,^i (A=l, 2, ...) 



in den kleinsten positiven ganzen Zahlen. Sollten mit den Resten r^ nicht 
alle ganzen Zahlen < k erschöpft sein, so sei s^ eine solche, die nicht unter 
den r^ vorkommt. Alsdann liefert in derselben Weise wie oben die Darstellung 

^ = (0, b,b, . . . fc, . . .)„ = (0, &>; . • . tj . . •)„. 

die Auflösungen der Gleichungen 

aa:-6y = 5;i^i (; = 1, 2, • • •) 

u. s. f., bis alle Zahlen < k erschöpft sind. 

Wenn in (7) c > Ä; sein würde, etwa c = c' -f vÄ; (c' < ä), und (or, y) 
stellte eine Lösung der Gleichung 

ax — hy ^ c 

dar, so wftre {x — v^ y — '^) eiiie Lösung der Gleichung (7). Würde a > Ä 
sein, und wäre etwa « = a'+ wk, 6 = &'-|- wk (a'< k)y so erhielte man 
nach (3) die Lösungen von (7) ohne weiteres aus denjenigen der Gleichung 

a'x — h'y = c. 

Falls endlich in (7) a > 6 wäre, so brauchte man nur x = y — a zu setzen, 
um eine Gleichung 

(a — h)y — ajp = c oder ay — h'z ^ c 

zu erhalten, in welcher a'<6' sein würde. 

Wenn an Stelle von (7) die Gleichung ax -{- by = c vorliegt, so ge- 
nügen ihr die Zahlen (a;, — y), sofern (x, y) eine Lösung der Gleichung 
ax — by ^ c vorstellt. 

Aus alledem geht hervor, daß die Lösungen der Gleichung (7) wesetü- 
lieh von der Zahl k '^ h — a abhängen. Die Lösungen aller (unendlich 
vielen) Gleichungen, für die k denselben Wert hat, stehen in naher verwandt- 
schaftlicher Beziehung zueinander, die wir jedoch hier nicht weiter verfolgen 
wollen, weil sie an anderer Stelle eine nähere Besprechung erfahren wird. 
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Desgleichen wird über die auf Algorithmen höheren Grades bezüglichen 
Analoga bei anderer Gelegenheit zu berichten sein. 

Darmstadt. J. Kraus. 

Über den sogenannten Brocardsehen Punkt. 

Da sich in Folge der nötigen Erledigung untergeordneter Formalien 
der Druck meines Referates für die Enzyklopädie ungewöhnlich lange hinzieht, 
gebe ich folgende Notiz, die bereits aus dem Jahre 1894 stammt: 

Will man die Brocardschen Punkte Grelle absprechen, so gebührt 
die Priorität dem Danziger Gymnasiallehrer H. Hoffmann, der Grün. Archiv 9 
(1847), 280: ,Jn ein gegebenes Dreieck ein ähnliches zu zeichnen usw.*^, 
beide Brocardschen Punkte und die wesentlichen Eigenschaften samt 

cota; =»^cot^ und 2 sin'a; =» sin (-4 — x) sin (B — x) sin (C — x) 

fand. Beuschle, 1853, Progr. Tübing. S. 4 lange vor Marqfroy; Nouv. 
ann. (2) 10, 142 hat dieselbe Gleichung und zeigt, daß sie mit der ersten 
äquivalent ist. Übrigens hat C. F. A. Jacobi in seiner Dissertation Leipzig 
1825 den Brocardschen Punkt schon vor Hoffmann behandelt. 

Straßburg i. E., im Juli 1904. Max Simon. 



Eine Eigentümlichkeit der Nfthernngswerte von ys. 

Bezeichnet man die Näherungswerte von y 2 mit -j^ (a = 1, 2, 3, . . .), 
so ist für jedes ganzzahlige positive a: 

(|/2 - 1> - (- iy-'{y2 . N„ - zj. 

Um das zu beweisen, gehen wir von dem Kettenbruch 

Pa 

aus, dessen Näherungswerte 77- (a =» 1, 2, 3, . . .) seien, und untersuchen, 
unter welcher Bedingung die Relation 

(]/% - 1)'' = (- 1)-- Wie .Q„-P^ (a=tA...) 

gilt. 

Es ist zunächst: 

(>/Ä-i)-^'=(>/&-i)".(i/Ä-i)=(-i)—(Vfc-«,-pJ(y*-i) 

oder ()/ä - 1)" + * = (- 1)« [(«„ + Pjl/fc - (jr«„ + PJ]. 
Andererseits muß 

sein; folglich müssen die Gleichungen bestehen: 
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Nun ist aber bei dem betrachteten Kettenbrach stets: 

Demnach wird aus den vorstehenden beiden Gleichungen: 

Hieraus ergibt sich durch Subtraktion (^• — 2) §„ = oder k = 2. 
Damit ist gezeigt, daß die Relation: 

(i/Ä-i)".(-ir-'(y*e„-pj 

mir für A; =» 2 gültig ist. 

Hamburg, den 15. Januar 1905. J. Schröder. 



Gleictabrocardigetae Dreiecke. 

Der Satz, auf welchen sich die Anfrage 23 (Bd. YIII, S. 831) des 
Herrn Capilleri bezieht, ergibt sich unmittelbar aus Formeln, welche ich 
in MaÜtesis, 1881, Seite 117 aufgestellt habe Da der Brocardsche 
Winkel gd eines Dreiecks ABC der Gleichung 

a« + 6« -f c« 



cot 09 



4 A 



genügt, nennt man heute glcichbrocardisch die Dreiecke, in welchen das 
Verhältnis («* + 6* + 0'^ denselben Wert hat; in den ersten Zeiten 
(1886 — 87 — 88) sagte man symbrocardal^ cobrocardal, Ausdrücke, die wohl 
besser die Gemeinschafblichkeit eines Brocard sehen Punktes oder Kreises 
bezeichnen. 

Reihen von gleichbrocardischen Dreiecken erhält man leicht mit Hilfe 
des folgenden Theorems, welches Herr Artzt \md ich^) unabhängig von 
einander und auf verschiedenen Wegen gefunden: 

Alle gleichseitigen Dreiecke einer Ebene liefern durch senkrechte Pro- 
jektion auf eine zweite Ebene lauter gleichbrocardische Dreiecke. 

Z. B. aus einem gleichseitigen Dreiecke ABC leitet man andere solche 
Dreiecke ab, indem man als Ecken Punkte A\ B\ C' nimmt, welche die 
Seiten nach demselben Verhältnisse teilen, oder als Seiten die Verbindungs- 
linien AA\ BB\ CC'\ diese Linien sind auch äquipoUent zu den Seiten 
eines regelmäßigen Dreiecks. Die Schwerpunkte von drei beliebigen Massen 
^9 1^1 /) welche man nacheinander in A^ B^ (7, dann in ^, (7, ^, dann in 
Cy Aj B anbringt, sind auch die Ecken eines solchen Dreiecks. Eine ortho- 
gonale Projektion der Figur zeigt, daß dieselben Konstruktionen, bei einem 
beliebigen Dreiecke ausgeführt, gleichbrocardische Dreiecke liefert. 



1) Artzt, Beiträge zur Geometrie des Brocardschen Kreises, Becklinghausen, 
1886. Diese Schrift kenne ich nur durch Zitate in der geschichtlichen Studie von 
Emmerich: Der Brocardsche Winkel des Dreiecks, Mühlheim a. d. Ruhr, 1889. 
— Neuberff, Sur les trianffles dquibrocardiens, AFAS^ Oran, 1888. AFAS=^ 
Association fran9ai8e pour 1 avancement des sciences. 
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Betrachtet man alle einem Kreise eingeschriebenen regelmäßigen Dreiecke, 
so erhält man durch eine senkrechte Projektion alle einer Ellipse ein- 
geschriebenen Dreiecke größten Inhalts; letztere Dreiecke sind gleichbrocardisch 
und haben gemeinsamen Schwerpunkt im Zentrum der Ellipse. 

Eine fast erschöpfende Darstellung dieses Gegenstandes und zahlreiche 
Literaturnachweise findet man in Emmerichs Buch: Die Brocardschen 
Gebilde. 

Das oben erwähnte Theorem läßt eine interessante Erweiterung zu, 
die ich mir gestatte hier wiederzugeben. 

Wenn das Dreieck ABC eine senkrechte Projektion des Dreiecks 
A'B'C' ist und a\ 6", c" die Strecken AA\ BB' CC bezeichnen, so 
hat man 

a'« = a« + (6"-c'0*» &'' = 2>' + (c" - a")", c'* = c« + (a" - 6'7, 
und nach Elimination der Größen a", h'\ c": 



(I) yä"^^ c? + Vh'^^^h^ + y?«"^^ = 0. 



Ist dagegen ABC eine Gegenprojektion von A B C y d. h. ist 
A'B'C' eine senkrechte Projektion von ABC, so bekommt man dieselbe 

Gleichung mit Y — 1 multipliziert. In beiden Fällen gibt die Wegschaffung 
der Wurzeln: 

(n) A'*-2 r« + A*=o, 

wenn man setzt 

16 A* ^ 2a* + 2 2a^b\ 16 A'* 2a'* + 2 IUi'*b'\ 

32 T« = - Za'a'^ + Z (a'ft" + a'H^) = Za^ (6'« + c'« - a'*). 

A und A' sind die Flächeninhalte der beiden Dreiecke; 32 T' ist die 
Polarform von 16 A* für die Veränderlichen a\ 6*, c^ 
Für (II) kann man auch schreiben: 

(III) ;^ + ^ = 2 :^ -^M « cot ß' + cot a' cot ß) , 

wenn man beachtet, daß 

6^« + c'* — g^« _ 2 b' c ' cos a' _ 

4A' '~2 6'c' 8ina'~^*"' 

a» sin (/? + y) , ^ , 

= . ^T^^ = cotö + coty . 
2 A sm p sm y '^ ' ' 

Ist <p der Winkel der Ebenen ABC^ A' B' C\ so hat man entweder 
A = A' cos g) oder A' = A cos q> imd die Formel (III) wird 

cos g) + sec g) = ^(cot a cot ß' + cot a cot /5) . 

Im besonderen Falle, wo a' = /3' = y' = - - , bekonmit man 

cos g) + sec g) = 2cot gd cot --- • 
Lüttich, März 1905. J. Neubbbo. 



VcnaiMhle HitteOiiBgcB. 
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BIfl B««tlMmuM! timtr Wliefei^cH BfrcrWl hi iwri sMctarUlpB HjpwWb. 

Die Gleichang der EUipee in Vektorfonn IkDtet: 

(1) V. == I cos 9 -f k nn 7. 

Dknus folgt ohne weiteies die bekannte EonstmkrioD. debe Fig. 1. 
Die entsprechende Gleichung der Hjperbel ist: 

(2) *i =° ■ coab «• + t sinb Mi 

Ans dieser folgt die analoge Koostraklion d«r Hjperbel ans den beid«n 
gleichseitigen Hyperbeln mit den Achsen 1 und b. wie diejenige der Ellipse 
ma den beiden Kreisen mit den Darchmesem ■ und b. 




Ziehen wir nnn einen Strahl in der Richtnng t, und suchen auf die 
obige Weise den Radinsrektor n, der Ellipse und denjenigen n^ der Hyperbel, 
so fallen beide in eine gemeinsame Bichtnngslinie. Wie man speziell die 
Asymptoten der beliebigen Hyperbel aas denen der gleichseitigeo findet, ist 
ohne weiteres emchtlicb. Dem zugehörigen Ellipsenpnnkt entspricht dann 
ein anendlich femer Punkt der HyperbeL 

Ar«iIt im MaUnmUk ul njtik. III. Raib*. IX. li 
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Der Beweis fOr Vj^ | V, kann ia folgender Weise geschehen. In Fig. 3 
ist ein Kreis und eine gleicliseitige Hyperbel vom Radius 1 dargestellt. Es 




^/ 


cosh ij) = e cos 91, Eish ifi =— e sin 9 


/ 


daher nach (1) und (2) 


\ 


(3) ..-.., 


L. 


e ist eine Punktion von ip, die sich lei 
— bestimmen läßt. Es ist, wenn wir 




X = oosli if), (/ = sinh t(> 
setzen, 


\ 


a;»-y'^^(coa^-sinV)==l, 


\ 


daher r'cosSp— 1, 



Wir können uns also eine Hyperbel aus einer Ellipse mit gleichen 
Achsen entstanden denken, indem wir die Radien Vektoren der Ellipse im 
Verhältnis 1 : e vergrößern. 

Wenn wir die Dyadic^) 



) haben wir: 



-«i + hj 

zur Darstellung der Ellipsengleichung verwenden, t 

(5) K^ _ * . r, . 

Wollen wir dieselbe Darstellung fQr die Hyperbel verwenden, 
wir <^ noch mit e multiplizieren, also: 

= eax + /hi 



und 
(6) 



»*- 'PEi- 



Die Dyadic 4^ im ersten Fall ist konstant, w&hiend die Dyadic *F im 
zweiten Fall eine Funktion der Richtung des r, ist. 

Entsprechende Verallgemeinerungen werden sich im Räume ergeben. 

VerAnderlicbe Dyadics werden sich auch sonst zur Darstellung von 

Kurren und Flftchen verwenden lassen. 

Stuttgart. Victor Fisches. 

1) über DjadicB siehe Gibbs-Wilaon, Vektoranalysii. Newyork n. LondoE^ 
1901. Fischer, Yektordifferentiation und Vektorintegration. Leipzig 190i, A. 



Eine EigeBschaft der ■OKenannl«D flauBschen Blldpankte d«r iBaginlren 
. , Schnittpunkte einer Geraden mit einer FUohe £, Ot 

(1) /•(x,y,r) = o„:t'+2<7„:cy + a„y»+2auarj + --.+ 20na; + -+a«^ 

die Gleichung einer Mittelponktsfläche 2. Ordnung I^ in iimlil iiiiiHl ii _ 
Koordinaten, so läßt sich bekanntlich der Wert /'(iCj,y^,Zi) ftlr die EoordinL.~S 
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eines Punktes B, der nicht auf der Flache liegt, folgendermaßen deuten. 
!Bine durch D gehende Gerade schneide die Flache in A und B: es sei 
SDA^r^^ DB^^r^; q die Lftnge des der Geraden [Murallelen Halbmesaers 
dLer Fläche, x^^y^^z^ die Koordinaten des Mittelpunktes der Fläche, so ist 

oder wenn man '1^1--]^-- ^{x.y, m) aalat, vC^^it Jfi- ^i^ - ^t?-') 

Dies ergibt sich wohl am einfiachsten, wenn man mit a, fJ, ;r die Winkel 
der Geraden mit den Koordinatenachsen, mit r die Entfernung des Funkte 
(ic, y, z) von (a?!, y^, j?i) bezeichnet, also die Gleichung der Geraden in die Form 

x^ x^-\- r ,co%a^ y = 3fi + r-cos^, /=»/i^-r-cofl7 
setzt und f{x^ y, z) nach Potenzen yon r entwickelt. Man »rhilt dann: 

(2) r^r^ - ^^^'^' ^'^ und ebenso 

(3) ^..A5li^-^o>, wo .V. 

Oll cos*« + 2 a^j cos acos^ + a^cos*^ + 2 (ijjcosacos y + 2 fl^ cos ^ cos 7 -t" a^ cos*/ 
ist, und daraus folgt die erw&hnte Beziehxmg. 

Im folgenden soll nun gezeigt icerden, daß für eine durrh D gehend*-^ 
die Flädie nicht schneidende Gerade L 

isly wenn p die Entfernung des Punktes D von einem d^r „Gaußschm Bdd- 
punktel"^) der beiden kof^ugiert- imaginären Schniffjfunkt^- ton L mit F* in 
der durch L und gehenden Ebene bezeichnet. Diese HildpunkU; r-rhält 
man, wenn man in der genannten Ebene auf /. im Zentrum C der durch 
F| auf L erzeugten Involution konjugierter Punkte die Senkrechte errichtet 
und nach beiden Seiten von C aus eine Strecke gleich der Potenz der 
Involution abtragt (d. k gleich der Wurzel aus dem konütanten Produkt 
der Abstände, die zwei involutorisch gepaarte Punkte vom Punkte C be- 
sitzen). Die Endpunkte der Senkrechten sind dann die Gaußschen liild- 
punkt«. Sie lassen sich auch definieren als das dritte Paar Gegenecken 
eines vollständigen Yierseits, für das das gegebene Paar imaginärer Punkte 
und die beiden unendlich fernen imaginären Kreispunkte die and«*ren 0«gen- 
eckenpaare sind. 

Die Gerade L sei durch zwei ihrer Punkte /^^^n ^j, ^J "»^ E(x^, ;/,, z^) 
bestimmt Die Koordinaten ihrer Schnittpunkte F und G mit h" findet 
man, indem man in (l) 



1) Vgl. Salmon-Fiedler, Kegelechnitte. 6. Aufl. | 161. 

2) Vgl. F. Klein, VorleeuDgen über nicht-euklidische Geometrie, i. »• 7» 

14* 
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einsetzt und die Gleichung nach k auflöst. Aus (l) wird, wenn man die 
Nenner fortbringt: 

Si + 2k'P+ k^Sl = 0, worin 

P == ^11^1^2 + «II i^iPi + ^iVi) + ^htViVt + K «u (^ + ^4) + ^- «44- 



Daraus folgt: 



;^^--p+yj"-g.g. 



und man erhalt demnach die Koordinaten von F bezw. Q, wenn man in 

s, -p±yp«-s,s; ' Si--P±V>*— 5,Ä, ' 

s.-p±VP'-s.s. 

die oberen, bezw. die unteren Zeichen nimmt. 

Daraus folgen mittels einer leichten Rechnung die Koordinaten des 
reellen Mittelpunktes C von FQ\ 

/S, — 2P+5, ' 5, — 2P+5, ' 5;_2P+i^ 

C teüt also jDJK im Verhältnis §-^. 

Ä, — -P 

Femer ergibt sich mit Hilfe der Koordinaten von F und (7, wenn 

DE« = (iT, - xj« + (y, - yj« + (^, - zj« = cJ« gesetzt wird, 

denn der Ausdruck auf der rechten Seite hat, da F und ff konjugiert- 
imaginär sein sollen, einen reellen negativen Wert. Ebenso erhält man: 

/p er \t Jl 

CJ5* = /^ __2p'4.^^« ^ '"^^ folglich, wenn Q der 6 au ß sehe Bildpnnkt 
von F und 6r ist: 

Nun ist aber: 



«1 + 5, - 2P - o,, (x., - x,y + 2ai,(xi - X,) (y, - y,) + 0^(9, - y,)» 4 

wenn a, ^, y die Neig^gswinkel von Z gegen die Koordinatenachsen sind 
also nach (3): 

S, + S; - 2P- ^. Mithin ist ^£» - 1^ . p« oder g)(«„y„ *J - '^ 
Charlottenborg, Dezember 1903. E. Hrm. 
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Über den gogrenannten irreduiibeleii Fall der knbheheii Olelehnng« 

Wenn man den irreduzibelen Fall der kubischen Gleichung ohne Herein- 
ziehung des Imaginären und zugleich ohne unsjitametrische Bevorzugung 
einer Wurzel zu behandeln wünscht, kann man folgenden Weg^) einschlagen. 

Die Gleichung mit reellen Koeffizienten laute 

(1) x^+3ax^+Sbx + c^0. 
Wir setzen 

(2) x^uy + v 
und erhalten: 

(3) t«V+3(t; + a)uV+3(v*+2ai; + 6;tty + (t;»+3at;«+35t; + c) = 0. 

Wir suchen u und v so zu bestimmen, daß den drei Gleichungen genügt wird: 

(4) v + ö =■ — * 3't*, v* + 2av 4- 6 « — t*^ 

v* + Sav^ + Sbv + c =» qu\ 

Multiplizieren wir die beiden .ersten Gleichungen und subtrahieren dann von 
der dritten, so kommt 2(6 — • a*)v + c — a6 «= 0, also: 

Wird nach Einsetzung dieses Wertes für v die linke Seite der mittleren 
Gleichung (4) negativ, so wird u reell: 

und q reell 

(7) « = — S—- 

Wir können also die Gleichung (3) nun schreiben: y' — 3gy* — 3y + 3 =• oder 

(»S 3y-y»_ 

Wird hierin 3 = tg « gesetzt, so ist y = tg — . Nehmen wir der Ein- 

fachheit wegen, wie üblich a = 0, so haben wir folgende auf rein reellem 
Wege abgeleitete Löstmg des irreduzibelen Falles der kubischen Gleichung 

x^ + 3bx + c^0. 



Setze 



u=]/- 1-^-6 und ^-tga, 



1) Die Methode der Lösung stimmt der Sache nach mit der von F. H. Stell 
überein (ffMathematisch-physikansche Mi8cellen^^ n. Ftogr. Bensheim 1876). Herr 
Matt hie Bsen hat im Archiv (8) 2, 109—110, 1902, diese Lösung ebenfalls ohne 
Heranziehung des Imaginären abgeleitet. Obgleich also der Weff des Herrn Godt 
von dem des Herrn Matthiessen nicht gerade abweicht, haben wir die vor- 
liegende Notiz wegen des interessanten mnweises auf den Zusammenhang mit 
anderen geometrischen Fragen aufgenommen. Red. 
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) sind die gesuchten Wurzeln : 



•-«+" 
■--«+« 



,i+ii 



Wer Bich zu vergewiBsern wünscht, auf welchem natflrlichen Wege diese 
LöEUDg 7.11 ünden, und wie einfach sie geometrisch zu deuten ist, der ver- 
gleiche: Godt, Ober einige sog. merkwardlge Punkte des Dreiecks. LabecJt, 
Progr. des Katharineums. 19U4. Nr. 63 und bemerke dabei nur, daß im 
vorliegenden Falle die Wurzeln der Gleichung von den Punkten ^ und ^' aua 
durch Strahlen ausgeschnitten werden, die paarweise Winkel von 60" bUden. 

Lübeck, 5. Dezember 1904. W Godt. 



4, Sprechsaal für die Encyklopädie der mathematlscheii WisBenscliaften. 

Ueyer, Königsberg i. I'r., 

Zu Band I,, Seite 577. 
In Fußnote 58 lies: Seelhoff, Zeitschr. Math. Phys, 31, lß86, 
, Zeile 5/4 von unten füge hinzu: 2* + 1 ist 



Brit. Aseoc. B«p. 
werden können, daß nach 



i Tal 



p. 16G— 173. — Im Texte, 

durch 319 489 x 974 489 teilbar, nach Cui 

lf<ft9, p. 653—654. Vielleicht hatte hinzugefilgt 

Eisenstein 2 + 1, 2' + 1, 2* -f- 1, 2' + 1 lauter Primzahlen sind, sowis 
daß nach Catalan (Mel. math. 1, p. 376, 1885) 2'' — 1 Primzahl ist, 
falls j> =■ 2" — 1. (Beide Behauptungen sind noch unbewiesen.) 

Über die 7,erlegung der Zahlen in Fakturen ist in England in neuerer 
Zeit (Educ. Times, Mesa. of Math, usw.) sehr viel gesclirieben; die wichtigsten 
Abhandlungen sind: 

C. E. Bickniore, On the numerical factors of a" — 1. Mess. (2) 26, 
1—44; 26, 1—38. (1895/e). 

W. D. Christio, Note on the factorization etc. Ed. T. 69, 99—104, (1898) 
H. I. Woodall, Method on factorization. Ed. T. 70, 68—71 " 
124-125. (1899). 

D. Biddlo, A further method etc. Mess. (2) 3«, 66—70. (1900). 
D. Biddle, Note on the redoction of formulae etc. Ed. T. 74, 147 — 162. 

(,1001). 

J. Tennan, On the factorization of high numbers. Mess. (2) 80, 
190—199. (1901), 

A. Cunningham and Cullen, On idone&l numbers. Biit. Ass. Rep. 
(1901) 552, 

Cunningham gibt in seinen isahlreichen Arbeiten auch mehrere nüly.liche 
Tabellen, so dreizitfrige Endungen von Quäd ratzahlen. 

Potsdam, am 25. Mär^ 1905, Otto Meisskek. 
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Zu Bd. IV, Abschn. 39, S. 412. 

Die Kennzeichen der Beweglichkeit ebener einfacher Fachwerke. 
(Auszug aus einem Briefe von M. Grübler an L. Henneberg.*)) 

Im Bd. rV 1 der „Encyklopädie der mathematischen Wissenschaften" 
scliließen Sie den Abschnitt 39 (S. 412) Ihres Artikels über die graphische 
Statik mit dem folgenden Satz: „Aach die angeführten Untersuchungen von 
M. Grübler, in denen die Drehongszentren der einzelnen Stäbe bestimmt 
werden, haben zu einer Methode zur Untersuchung des Grenzfalles geführt. 
Dieselbe läuft jedoch im wesentlichen auf die Methode von H. Müller-Breslau 
hinaus, insofern die Endpunkte der 
normalen Geschwindigkeiten auch als 
Drehungszentren angesehen werden 
können^. Diese Behauptung trifft je- 
doch nicht zu. Das von mir in der 
Big. Ind. Zeit. 1887 S. 51 und 1888 
S. 278 mitgeteilte Kennzeichen der Be- 
weglichkeit eines ebenen einfachen Fach- 
werkes beruht darauf, daß das Fach- 
werk in den fraglichen Fällen als über- 
geschlossene kinematische Kette ange- 
sehen werden kann. Liegen dann die 
Pole (Drehungszentren) der Relativbe- 
wegungen irgend dreier nicht in einem 
Knotenpunkte zusammenstoßender Glieder auf einer Geraden, so ist das 
Fachwerk beweglich, im anderen Falle nicht. So ist z. B. das beistehende 
Fachwerk (s. die Figur) beweglich oder nicht, wenn die drei Pole J, J?, C 
der Eelativbewegungen der beiden Dreiecke I und II und des Viereckes III 
in einer Geraden liegen oder nicht. Die Methode von Müller-Breslau 
dagegen beruht darauf, daß die Endpunkte der senkrechten Geschwindigkeiten 
eines ebenen starren Systems (bei dessen komplaner Bewegung) ein ähnliches 
und ähnlichliegendes System bilden. Läßt sich also zu einem ebenen 
einfachen Fachwerke ein ähnliches und ähnUchliegendes Fach werk zeichnen, 
so ist ersteres starr, im anderen Falle nicht. Die beiden Methoden haben 
wegen der Verschiedenheit ihres Ausgangspunktes keinen inneren Zusammen- 
hang und sind folglich nicht auf einander zurückführbar. 

Zu demselben Artikel, p. 351, Note 9 teilt mir Herr C. F. Geiser mit, 
daß Qu 1 mann nicht der erste Direktor des Züricher Polytechnikums war 
(er war Direktor von 1872 — 1875). L. Henneberq. 

1) Mit Genehmigung von Herrn M. Grübler von Herrn L. Heniieberg übersandt. 
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Tetraeaer, deren Kanten eine Fläche zweiter Ordnung 
berühren. 

Von Tn. Reye in Straßburg i. E. 

Em Tetraeder and eine Fläche zweiter Ordnung nenne ich „ein 
ander anbeschrieben", wenn die sechs Konten des Tetraeders die Flache 
berülireu. Von ihnen gelten folgende Sätze, die mir bis auf einzelne 
nen zu sein scheinen. 

1. Einer Fläche zweiter Ordnung lassen sich oo' Tetraeder an- 
beschreibeu j doch sind diese mir dann reell, wenn die Fläche keine 
reelle Gerade enthält. 

2. Jede Tangente / einer nicht geradlinigen Flache F^ zweiter Ord- 
nung, 2. B. einer Kugelfläche, ist Kante von rxj^ der Fläche an beschriebenen 
Tetraedern. Zwei beliebige Punkte von ( sind Eckpunkte von oo' 
dieser Tetraeder; der Ort ihrer (Ihrigen Eckpunkte ist ein Kegelschnitt, 
der die zu t polare Tangente in ihrem Schnittpunkt mit t berührt. 
.ledea Tangentendreieck der Fläche F* ist in zwei ihr anbeachriebenen 
Tetraedern enthalten. 

3. Zwei Ebenen a, ß, die sich in einer Tangente ( der Fläche F' 
schneiden, sind in rio^ der Flät'he unbeschriebenen Tetraedern enthalten. 
Die übrigen Ebenen dieser Tetraeder umhülien einen Kegel zweiter 
Ordnung, der die zu / polare Tangente und die Sehnittkurven von 7^* 
mit u und ß enthält. Jedes Tangentendreikant der Fläche ist in zwei 
ihr an beschriebenen Tetraedern enthalten, 

4. Von einem der Fläche F" zweiter Ordnung anbeschriebenen 
Tetraeder sind allemal die Gegenkanten konjugiert in bezug auf F*, 
d. h. jede seinem Kanten schneidet die Polare der gegen öberliegen den 
Kante (3., 3.). Die Kanten und Eckpunkte der anbeachriebenen reellen 
Tetraeder liegen alle anf einer (der äußeren) Seite der Fläche. 

5. Die Polarebeuen der Eckpunkte eines der Fläche F" anbe- 
scliriebflnen Tetraeders bilden ein zweites ihr an beschriebenes Tetraeder. 
Die zwölf Kanten dieser beiden Tetraeder sind paarweise reziprok polar 
nnd berilhreu die Fläche in den nämlichen sechs Punkten. Jede Kante 
des einen Tetraeders schneidet zwei Gegenkauten des andern (4.); die 

AMttir dmt MBthtioMlfc nnd Phyjfk III. K«ih«. IX. 15 
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Tetraeder sind demnach „desmisch" und liegen auf vier Arten 
spektiv. ') 

6. Die sechs Ebenen, die je eine Kante eines der F^ anbescliriebeiiq 
Tetraeders mit dem ßerühmngspnnkte und der Polare der gegenüb«! 
liegenden Kante verbinden, sebneideu «eh in einem Punkte S «i 
dreien in den vier Geraden, die S mit den vier Eckpunkten verbinden 
in demselben Punkte .S' schneiden aicb folglich die drei Geraden ff, dj 
die Berührungspunkte von je zwei Gegeukanten verbinden (Steiner')' 
Der Punkt S möge der „Berührungspol" der Fläche und des ih; 
beschriebenen Tetraeders heißen; er liegt innerhalb der Flüche. 

1. Die sechs Schnittpunkte der Tetraederkauten mit den Polarn 
ihrer Gegenkanten liegen in einer Ebene 6 und zn dreien in den vül 
Schnittgeraden von a mit den Ebenen des Tetraeders. BezQglicb dfl 
Fläche F^ ist a die Polarebene des Beruh rungspoles S. Die drei Pi 
Berühningscbenen von F^, in denen die drei Paar Gegenkanten dg 
Tetraeders liegen, schneiden sich in di-ei Geraden g^ der Ebene ff, natu 
lieh in den Polaren der drei Geraden ff, die die Beröhiongspunkte 
je zwei Gegenkanten verbinden. 

8. Diese drei Geraden g sind konjngiert und bilden mit ihrfl 
Polaren (?{ die drei Paar Gegenkanten eines Polartetraeders von ^ 
Das anbeschriebene Tetraeder und das zu ihm polare bilden mit dieasi 
Polartetraeder ein „desmisches Tripel". NU ml ich jede Kante ein« 
beliebigen der drei Tetraeder achneidet zwei Paar Gegenkanten dl 
.beiden übrigen in zwei Punkten und liegt mit ihnen in zwei Eben^ 
diese Ebenen sind durch zwei Ebenen des Tetraeders harmonisch 
trennt, die beiden Schnittpunkte aber durch zwei seiner Eckpunkt) 
Jede Ebene des Tetraeders ist die Involutionsebene, und der gegenüboi 
liegende Eckpunkt ist das InvolutiouB?;Bntrum einer Perspektiven Iq 
volution, die die ültrigen beiden Tetraeder ineinander transformiert' 

9. Einem gegebeneu Tetraeder lassen sich oo' Fhichen F* zweiti 
Ordnung anbeschreiben. Wird sein Berührungspol .S' beliebig angl 
nommeu, so sind die Berührungspunkte der sechs Kant«n bestimmt (0, 
und mit ihnen eine der an beschriebenen tlächen F' (Steiner a. a. O^ 

10. Zwei Räume lassen sich koUiuear so aufeinander bezieh« 
daß in ihnen zwei Tetraeder, die je einer Fläche zweiter Ordnung t 



1) Tgl. Hermes in Crelle« Journal G6 S.S13 (1859); Stephanoa in ßullel 
lies acieucee matli el astron.. 8*. Si^rie. t. S (1879); VeroneBe im Metnoiie da 
R. Accad. ilei Lincei (1880— 91); Beye in Acta math. 1 8 99 (I88sy 

a) Stoiner. Gesamtnelte Weike I S. IST und iu Oergonne, AoiwIm 
HftÜi. t 19 p. 1^8. 

8) Roy« iu Act» inatli. 1 S. lo.). 
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beschrieben sind; und zugleich deren Berührungspole einander ent- 
sprechen. Die beiden Flächen aber entsprechen dann einander in den 
kollinearen Räumen (9.), sind also kollinear aufeinander bezogen. 

11. Eine Fläche zweiter Ordnung geht bekanntlich durch (x>^ 
Kollineationen in sich selbst über. Die ihr anbeschriebenen (X)® Tetra- 
eder werden durch diese Kollineationen ineinander transformiert, und 
zwar ein beliebiges von ihnen in jedes der übrigen Tetraeder durch 24 
der Kollineationen (vgl. 10.). 

12. Einer Kugel x lassen sich oo* reguläre Tetraeder anbeschreiben. 
Sie gehen durch Drehungen um die Durchmesser von x ineinander 
über und haben das Kugelzentrum zum gemeinsamen Berührungspol. 
Sie alle sind einer mit x konzentrischen Kugel x^ einbeschrieben und 
einer anderen konzentrischen x, umbeschrieben; die Radien von x, x^ 
und Xj verhalten sich wie 1 : ]/3 : ")/|. Jede Tangente t der Kugel x 
ist Kante von einem der anbeschriebenen regulären Tetraeder; seine 
drei Paar Oegenkanten kreuzen sich rechtwinklig, und ihre Berührungs- 
punkte Uegen auf drei konjugierten Durchmessern der Kugel. Je zwei 
dieser Durchmesser bilden mit den Richtungen der beiden Gegenkanten, 
die den dritten Durchmesser schneiden, zwei halbe rechte Winkel; sie 
trennen also die unendlich fernen Punkte dieser zwei Gegenkanten 
harmonisch. 

13. Jeder nicht geradlinigen Fläche F^ zweiter Ordnung lassen sich 
oo' Tetraeder so anbeschreiben, daß sie einen beliebigen von F^ ein- 
geschlossenen Punkt S zum gemeinsamen Berührungspol haben (13., 10.). 
Sie alle sind einer zweiten Fläche F^ zweiter Ordnung ein- und einer 
dritten F\ umbeschrieben. Die Flächen F^y F\y F\ berühren sich 
längs des imaginären Kegelschnittes, den die Polarebene von S mit F^ 
gemein hat. Jede Tangente t von F^ ist Kante von einem der oo^ Tetra- 
eder; die ihr gegenüberliegende Kante t^ schneidet die zu t polare 
Tangente (4.) und berührt F^ in dem Punkte, der mit S und dem 
Berührungspunkte von t in einer Geraden liegt. Die Berührungspunkte 
der übrigen zwei Paar Gegenkanten des Tetraeders liegen mit S in 
zwei konjugierten Geraden g' , g'\ welche die Polare von g schneiden 
und die Schnittpunkte dieser Polare und der Tangenten t, t^ harmonisch 
trennen (12.). Sie sind hiemach konstruierbar, durch sie aber sind 
die übrigen vier mit t und ^ inzidenten Tetraederkanten bestimmt. 

14. Jeder außerhalb der Fläche F^ gelegene Punkt A ist Eckpunkt 
von (x>^ ihr anbeschriebenen Tetraedern (2.). Diese werden durch die 
oo* Kollineationen, für welche F^ und A invariant sind, ineinander 
transformiert. In ihnen liegen dem Eckpunkte A die oo* Berührungs- 
ebenen einer Fläche zweiter Ordnung gegenüber, und zwar jede der 

16* 



I 
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Ebenen in r>o' der Tetraeder; diese <x-' Tetraeder aber habeu alle dei 
Heiben Berührungspol S. Der ürt der Berührnngapole jener «>' 
beschriebenen Tetraeder, die A zum Eckpunkt haben, ist eine Fläcfai 
zweiter Ordnung; sie berührt die Fläche F' ^ngs ihrer Srhnittkun 
mit der Polarebene Ton A. 

16. Jede die FEehe F^ schneidende Ebene a ist in cc' der Fläcba 
anbesehriebenen Tetraedern enthalten (3.). In ihnen liej^en der Ebene ■ 
die Punkte einer Fläi:he zweiter Ordnung gegenüber, und zwar jcdec 
der Punkte in r^i' der Tetraeder; diese ^lo' Tetraeder haben alle den- 
selben Berührungspol. Der Ort der Berilhrungspole jener oo* 
achriebenen Tetraeder, die die Ebene « enthalten, ist eine FläclM 
zweiter Ordnung; sie berührt die Fläche F' längs ihrer Scbnittknn 
mit a. 

StraBburg, 27. Juni 1905. 



Zur Lehre von den quadratischen Resten. 

Von L. Saalschutz io Königsbei^ in Pr. 

1. Die folgenden Untersuchungen beziehen sich auf fjuadrutieol 
Reste und Nichtreste dei' Primzahlen von der Form 

2> = 4« + 1. 

Bezeichnen wir mit « einen quadratischen Rest, mit h einen qu&dr 
tischen Nichtrest für ]>, so lautet das Eulersche Kiiterinm dafiir, ob 
eine gegehenc Zahl liest oder Nichtrest ist, fnlgendermaBen ') 

1:::=-; 

Damit beweist man leicht folgenden bereite bekannten Satz: 

Satt I. Ist a ijuadra tischer Best für p, so ist auch p — 

quadratischer liesf, ist b quadrafisclier Nichtrest, so p — h ebenfalls') 
Insbesondere sind 1 nnd — 1 quadratische Reste. 

2. Suis II. Alle quaiiralischen /?ftste 3trfaUen in zicei Gruppen von 
n lÜemenfen; die Elemente der ersten Gn^tpc sind, für dm Modul 
koni/ruent den Quadrate mn Besten, diejenigen der anderen Gruf 
kongruent ilen Qaadrfiten von Nicktreslen. 



m 



(raod. p). 




1) Siebe i. B Haclimann, „Niedere Ziihlentheorie", 1. Teil 1903 in 
Teubn er Bellen ßAmmlung von mathematiaFlien l.etiib Q ehern , Ppjte I8fl, 
weiches Vtexk sich ancb liie fnlgendeii Zitate lieiiGhen, 

3) Siehe %. a. O. S. 3iM>, 
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Betveis. Sei a^ ein quadratischer Rest, dann ist aj auch quadra- 
tischer Rest oder kongruent einem solchen, etwa p^ (mod. p). Nach 
Saijs I ist dann p — a^ ebenfalls ein quadratischer Rest, also haben wir 

(2) - a^y = af = ()i (mod. i?). 

Ist nun a, ein von a^ und von p — a^ verschiedener quadratischer 
Rest und a| = q^, so ist 

Pjj-Pi = (a|-a2)(mod.;;), 

aber 0^ + tti nicht gleich ^; und < 2^), also inkongruent p, und a^ — a^ 
ebenfalls, folglich sind q^ und q^ voneinander verschieden. Aus den 
2h quadratischen Resten erhalten wir also n verschiedene Werte: 

Pi ft (>8 • • Qn 

Die noch übrigen n quadratischen Reste sind nicht kongruent den 
Quadraten von Resten, sie können also nur, da a* inkongruent &' ist, 
den Quadraten von Nichtresten kongruent sein. Wir bezeichnen sie mit 

^1 V| ^3 • • • an- 
setzen wir in (1) q statt a*, v statt 6*, wobei wir, wie im folgenden, 
i^end ein (beliebiges) Element aus der Klasse der (q) einfach mit p, 
^^ solches aus der Klasse der (v) einfach mit v bezeichnen, so er- 
g^ben sich die charakteristischen Gleichungen: 

(*) p" = 1 , i/» = — 1 (mod. p). 

^l^esondere ist für ein ungerades w : 1 ein p, — 1 ein v, für ein 
gerades n sind beide: 1 wie — 1, zu den q gehörig. Daraus folgt: 

Satjs IIL Ist für ein ungerades n der quadratische Best a ein q, 
so ist p ^ a (oder — a) ein v, und umgekehrt; für ein gerades n jedoch 
9^^^en a und p — a gleichzeitig zur Klasse der q oder zur Klasse der v. 
Sind femer q^^, p^, t/<, v^ beliebige Elemente aus der Klasse der p, 
^^glich der r, so sind p* * P*» '^i' '^g) Qf, ' ^< ^ Produkte quadratischer 
^^^^ wieder quadratische Beste; welcher Klasse sie aber angehören, sagt 
**" folgefide Satz. 

Saitz IV. Das Produkt zweier Elemente aus der Klasse der (q) 
^^^*^^ jBweier Elemente aus der Klasse der (v) gehört zur Klasse der ((>), 
^*^*® Produkt eines Elementes aus der Klasse der (q) und elftes Elementes 
^'^^^ der Klasse der (v) geliört zur Klasse der (v), oder in verkürztem 
i^druck: 

^'*) QXQ=^Qy VXV^Q, QXV=V. 

^^nxx in der Tat ist nach (3): 
^^»ivit der Beweis geführt ist. 



Multipliziert man Kwei Niehtreste miteinander, so kann ein p i 
ein V entstehen; niun kann aber die Niehtreste so in zwei Gnq 
verteileu, daß mim sofort ersehen kann, welche Art Ton quadratiaq 
Rest durch das Produkt liervorgebracht wird. 

Ein eiuFaches Verfahren zu diesem Zwecke ist folgendes, 
greife irgend einen Nichtrest, er sei h^, heraus, multipliziere ihn. 
allen Nichtrcsten: diejenigen, die dabei ein v ergeben, setze man m 
in cim Gruppe, die anderen in eine andere Gruppe, ilann ist das , 
dukt zweier Zahlen derselben Gruppe ein v, zweier Zahlen ans 
schiedenen Gruppen ein p. Der Beweis beruht auf folgendem 3 

Gibt das Produkt zweier Niehtreste b^ und b^ ein v, so verhl 
sie sich einem dritten Nichtrest 6^ gegenüber gleichartig, ei^ibt 
Produkt ein p, so verhalten sie sich einem dritten Nichtrest geg^U 
angleichartig. Denn 

{b,b,b;)* = V = b^b, ■ b„b^ ■ t./v 

3, Wir haben nunmehr zu unterscheiden, ob n iiH/ji'rade , 
gerade ist. 

Quadrieren wir im ersten Falle, also wenn p von der | 
;i = 8s + 5, die Größen p,, pj, - ■ . p„ weiter, so können nur wiöd 
entstehen, {auch die Quadrate der v liefern dieselben p); da aber i 
ein p^ kongruent einem p^, noch (siehe Satz III) ein pj kongj 
einem pj ist, so kann sich die Anzahl der p dabei nicht weiter 
ringern, hingegen können sie in einzelne Gruppen oder Perioden^ 
wir es nennen wollen, zerfallen, wovon wir später BUsfUhrlicher \ 
werden. Vgl. die angefügten Beispiele. 

Ist jedoch n i/erade, also p — Sx + l, so setzen wir 2n, 
and ordnen die beiden Gruppen der quadratischen Rest« der QrÖfiai 



Cp) 9i = h 9i,- 


Cv P-,+" ■■■ P— 1' P" 


(v) i'^i-s. . 




dann ist (,nach Satz III) 




and daher 


-P, ^■a + K-.-i-i.-P 
*^+i-; — *'/ ("»od. p). 



Erheben wir also die (p) zum Quadrat, so erscheinen w 
mentc der lleihe p, aber jedes zweimal, wir erhalten also nu 
einander verschiedene Elemente, die wir als p' bezeichnen w4 
Quadrieren wir die (v), so erscheinen auch Elemente aus der H 
der (p); da alier weder ein v gleich einem p^, noch gleich ;« — fl 
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so sind diese ()^ verschieden von den (p'), wir nennen sie v und er 
halten somit die beiden voneinander verschiedenen Gruppen: 

i^elche zusammen die ((>) bilden. 

Die Kongruenzen (3) schreiben wir jetzt in der Form 
* 

C5) (pj)». = «»;-' = 1 , (ff)», s v;-. = - 1 (mod. V) 

und schließen daraus wie früher 

yp) Q X 9 =" Q y V XV ^ Q , q xv ^ v . 

Das Produkt zweier v ist nach (4) ein q, ob aber ein q' oder v, 
läßt sich mit Hilfe eines bestimmten v und eines bestimmten v, oder 
auch nur eines bestimmten v in ähnlicher Art feststellen , wie es am 
Ende von 2. bezüglich der Nichtreste geschah. Wir gehen aber 
dai'auf nicht näher ein. 

Ist Wj ungerade^ so ist, (5) zufolge, 1 ein q\ — 1 ein v', also ist 
wegen der 3ten (6) — q' ein v, oder es ist, bei beliebiger Annahme 
des Index h und richtig dazu gewähltem Index i: 

0) Qh + Vi ^ p. 

Bei weiterer Quadrierung reproduzieren sich die pi, und die i/J' 
ergeben ebenfalls die (>/,, da beide Sorten quadratischer Reste Teile 
von Qk bilden, durch deren Quadrierung keine anderen Zahlen als die qh 
entstehen. Weitere Quadrierung veranlaßt also keine neuen Spaltungen, 
sondern die Gruppe (p') bleibt allein und unverändert bestehen. 

Ist n^ gerade = 2wj, und denken wir uns die pi, wie die Vi, der 
Größe nach geordnet, so ist 

durch die Quadrierung der q' entsteht ein zweimal erscheinendes, 
System der q\ das wir als (()") bezeichnen, durch Quadrierung der i/' 
ergibt sich, ebenfalls zweimal, das System der anderen Elemente der Qk, 
wir bezeichnen dasselbe als (v"), also 

\Q ) Q1Q2 ' "Qn^'^ 

V) 1/1 Vj . . . !/„,. 

Die (()") und die (v") bilden zusammen die (p'). In dieser Art kann 
man nun weiter fortfahren, bis man zu zwei Systemen mit ungerader 
Anzahl n/ der Elemente q^^ und lA') gelangt, bei welchen die Operation 
ihr Ende erreicht. 
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Für alle diese Systeme gelten^ wie leicht zn sehen, folgende n^it 
(3) und (5), sowie mit (4) und (6) analoge Gleichungen: 

(8) pW* = 1 , iA'>"' = - 1 (mod. p), s =?/ 

(9) p^*) X pW = Q^'\ !/<•) X i/') = pW, p(') X !/<*) = v^'\ , :st 

Dagegen ist für s <C.t 

(10)* 9i') + <+,_*=i>, ''J.') + i/|;')^,_, = i>, • 

aber für s = t: 

(11) 91" + <]+._*=!'• 

4. Bevor wir diese allgemeinen Betrachtungen zum AbschlulP^ 
bringen, schalten wir einige speziellere Sätze ein, ohne jedoch deren. 
Beweis hinzuzufügen.^) 

Satz F. Folgende Summen: die Summe der (q), wie die der (v), die 
Summe der (p'), wie die der {y) usw,^ endlicli die Sumtne der {q^% wie 
die der {v^% sind sämÜich durch p teilbar. (Nur wenn n^ =- 1, pW » 1^ 
1/(0 =|>— ij tritt eine Ausnahme ein, indem die letzten Summen nicht 
durdi p teilbar sind.) 

Satz VI. Ergänzung des sogenannten Gaußsdien Lemtnas.*) Man 
multipliziere einen zur Prüfung vorgelegten quadratischen Best a mit den 
n Niditresten unterhalb \p und sucJie die positiven oder negativen^ absolut 
"kleinsten Beste nach p auf; ist die AnzaJd der negativen Beste un- 
gerade y so gehört a zur Klasse der v, ist sie gerade, so gehört a zur 
Klasse der q. 

Satz VII. Die ZaJd 2m = \-(p — 1) = r ist quadratischer Nichtrest 
oder Best, je naehdem n ungerade oder gerade ist, dagegen ist n immer 
quadratisclier Best und zwar immer ein q. 

Ist n gerade, so gehört r zur Klasse der q oder zur Klasse der v, 
je nachdem die Zahl 2 (die für ein gerades n immer quadratischer 
Rest isfc) zur Klasse der q oder zur Klasse der v gehört. 

Satz VI IL Bezeichyien wir das Intervall 1 . . . » cds das Ite, 
71 + 1 . . . 2n als das 2te, so gelten folgende Ergänzungen bekannter Sätze^) 
über die Verteilung der quadratischen Beste und Nichtreste. 

Für ungerades n ist die Anzahl der v im Iten Intervall gleich der 
Anzahl der ungeraden v in den Iten beiden, und die Anzahl der v 
im 2teii Intervall gleich derjenigen der geraden v in den Iten beiden. 
Genau ebenso für die p. 

1) Die Beweise befinden sich in den Händen der geehrten Redaktion. 

2) Siehe a. a. 0. S. 100. 

3) Siehe a. a. 0. S. 300 ff. 
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Für gerades n, falls 2 zur Klasse der q gehört, ist die Anzahl 
<]er V im Iten Interrall gleich derjenigen der geraden v in den Iten 
iDeiden und die Anzahl der v im 2ten Intervall gleich derjenigen der 
vmgeraden v in den Iten beiden; falls aber die Zahl 2 zur Klasse der 
^mß gehört, ist die Anzahl der v im Iten Intervall gleich derjenigen der 
geraden q in den Iten beiden, nnd die Anzahl der v im 2ten Intervall 
gleich derjenigen der ungeraden q in den Iten beiden. Hier darf 
:]iicht V mit q vertauscht werden. 

Satz IX. Für ein gerades n ist die Anzahl der quadratischen Beste, 
'wpie die der Nichtreste in jedem der beiden Intervalle 1 . . . n und n + 1 . . . 2n 
gerade oder ungerade, je nachdem 2 der Klasse der q oder der Klasse 
der V angehört. 

ScUz X, Bedeutet b einen beliebigen Nichtrest, und ist wieder 

r = ^T" = 2w, so ist 

l-2-3...r = £-&'' (mod. p), .= + 1 

worin der Wert von s unter anderem auch von dem gewählten b ab- 
hängig ist. 

Ist n ungerade, so ist 

iV'--1.2.3...nxl-3.5...(r— 1) = £ (mod. p), 

und € bestimmt sich nach folgender Regel: 

Man zähle die quadratischen Nichtreste unter den Zahlen 1, 2, 3, ... n, 
ihre Anzahl sei ^, dann sammle man die Nichtreste unter den Zahlen 2, 
4, 6, ... n — 1 und n + 2, w + 4, ...r— 1 und entscheide*), ob ihr 
Produkt q zu den v oder zu den q gehört, setze endlich 



dann ist 



1, wenn q ein v, 

Vf 79 ff ff Qf 

a = (- 1)«. 



Ist n eine gerade Zahl = 2nj, so läßt sich der Satz auch auf die 

Form bringen: 

1 • 2 • 3 . . . r = ± v**' (mod. p), 

worin v ein beliebiges aus der Klasse der v bedeutet, oder auch, wenn 
2 zur Klasse der v gehört, auf die Form: 

^4 = ± 1 i^^^' P)' 



itgoMlton 



2»G 
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Auch hier ist die BeBtimmung des Zeichens möglich, jedoch so weit- 
läufig, daß wir von der Darciüuhrung abseilen. 

5. Wir haben die qua.dratischen Reste für eine Primzabl der 
Form p ^ 4n + X für ungeradea und für gerades n durch fortgesetztes 
Quadrieren bis auf ein System einer ungeraden Anzahl von Elementen 
gebracht. Wir wollen nun zeigen, wie man dies S^ystem mittels anderer 
Hilfsmittel erhalten und daraus nach und nach auf die quodrati sehen 
Reate zurückschließen kann. 

Die Elemente dieses Syst«mB sind: 

Pi"-i, fl", ei", ■■(■'.';, 

oder wenn wir der Kürze wegen r statt u, und 6 statt p"* schreiben: 



(12) 



1^1- "i, ' 



Die ö können sich durch nochmaliges Quailrieren in ihrer Ge- 
samtheit nicht mehr verändern, da nach (9) ff ■ ö = ff, also auch ff^ = ffi 
ist, und da femer die Summe irgend welcher zweier a nicht =-/i (siehe 11)) 
uud also auch kein Element p ~ \ {oder — 1) unter ihnen vorhandea 
ist; wir können sie daher so geordnet denken, daß folgendes System 
von Gleichungen besteht 

(13) ff* = ffj, al = (f^, ffj = ffj, . . , fl*. = fl, (mod. p), 
daraus folgt 

(14) uj"'"' = ff, oder ej'"^'-' ^ 1 (mod. p). 

Hierbei kann m gleich oder kleiner als r sein; da nun auch 

(15) fff-' = 1 (mod. p), 
so muß 2"'-' — 1 mit p ~ l oder, da ersteres ungerade ist, mit r einen. 
Faktor gemeinsam haben. Ist i eine Primzahl, so muß es ein Teiler 
von 2"'"' — 1 sein, und ist noch 2 primitive Wurzel fiir r, so moB 
m = T sein. In diesem Falle, und nur in diesem Falle, besteht also 
dafl System der a, abgesehen von der 1, aus einer Periode. Ist r eine 
Primzahl, für welche 2 nicht primitive Wurzel ist, so gehört 2 
einem Exponenten tl, der ein Teiler von t — 1 ist, und zwar SM 
t — 1 = kd] dann erbalten wir k Perioden zu je d Gliedern. 

Allgemein ist aber in folgender Art zu verfahren. Sei | eine jtrimi- 
Hve Wurzel der Kongruenz 



(16) 



j' = 1 (mod. p), 



L p* 



d. h. der ersten Kongruenz (8) für s '^ t, der jedes a genügen muB. 
Dann lassen sich die quadratischen Reste ff der Zeile (12) so ordntm; 



1, e, s", i; 
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und es kommt die Aufgabe darauf hinaus^ die Exponenten 1^ 2, 3, . . ., 
T — 1 , T zweckmäßig zu gruppieren. Sei nun dh irgend ein Teiler 
von t mit Einschluß von 1 und von r selbst^ und bedeute q> die be- 
kannte zahlentheoretische Funktion, so ist bekanntlich 

h 

und man erhält die gewünschte Anordnung^ indem man sich einer 
gebräuchlichen Beweismethode dieses Satzes erinnert. Versteht man 
nämlich allgemein unter 0(n) den Inbegriff aller Zahlen, die kleiner 

als n und zu n teilerfremd sind, so bilde man die Zahlen j <^(^a); 

Ä = 1, 2, 3, . . ., wobei 0(1) =» 1 ist. Wie man leicht übersieht, wird 
dabei die ganze Reihe der Zahlen 1, 2, 3, . . . r genau reproduziert.^) 
Sei nun d irgend einer der Teiler d^, d^, d^, . . ., so gilt, da alle 
Teiler ungerade und somit 2 prim gegen alle ist, die Kongruenz 

(17) 2v^^^ = 1 (mod. rf). 

Gehöre nun 2 zum Exponenten ^^ »= 8 (nur wenn d eine Primzahl- 
potenz ist, kann 2 eine primitive Wurzel der Kongruenz (17) sein), so 
lassen sich d der Zahlen 0{d) 1, 2 etc. durch Potenzen von 2 dar- 
stellen, an deren Stelle für Zahlen > d selbstverständlich die Reste 
nach d zu substituieren sind. Ist dies geschehen, so nehme man irgend 
eine andere der Zahlen 0{d)f etwa Z] auch diese genügt der Kongruenz 

(18) sfP^^^=l (mod. d;; 

da nun auch 

2'^ = 1 (mod. d) 

1) Beispiel r = 46 = 3* • 6. 
d, = 46, ^id,) = 1, 2, 4, 7, 8, 11, 18, 14, 

16,17,19,22,28,26,28, r^,,, . „ . « ^ /j x «. 

29;81,82,84,87,88;4i: afi<^^)-^^^^^^'^ etc. <p(ei.) = 24; 

48, 44; 

a, = 16, ^(d,) = 1,2,4,7,8,11,18,14; |4^(d,) = 8, 6,12,21,24,83,89,42<p(d,)= 8; 

d, = 6,^(d,) = l, 2,8,4; ^*(d,) = 9,18,27,86 <p(d,)= 4; 

d, = 9, ^(dj = 1, 2, 4, 6, 7, 8 ; J- ^(dj = 6, 10, 20, 26, 85, 40 <p (d,) = 6 ; 

r/,«8.^(d,) = l,2; ;^^(d,) = 16, 80 <p(rf,)= 2; 
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ist, wo s irgend eine der Zahlen 1, 2, . . . 8 bedeutet, so ist auch 2* • g 
eine Wurzel der Kongruenz (18), d. h. die Zahlen g, 2z, 2^Zj . . . 2^~^z 
gehören ebenfalls der Reihe 0({Q an. Ist die Zahlenreihe 0{d) damit 
noch nicht erschöpft, so kann man eine der noch übrigen Zahlen, 
etwa z^, herausgreifen und die Gruppe z^y 2z^y 2^z^y . . .2^'^Zi bilden, 
und wenn man in dieser Art weiter fortfahrt, so zerteüt man da- 
durch die Zahlen 0{d) in h Gruppen zu je d Zahlen. Nimmt man 

die Zahlen einer solchen Gruppe nach Multiplikation mit -i als Ex- 
ponenten von I an, wie z. B. 

^ *« *'«. «'«<' — 1 

— « —-2* —-2*« —-2 i 

(19) 5" , 1" , 1- , . . . S" 

SO hat man dadurch eine Periode der quadratisdien Beste 6 gewonnenj 
d. A. eine Reihe von Zatdefi, deren jede das Quadrat der vorangelienden 
und deren erste das Quadrat der letzten ist. VoUführt man diese Ope- 
ration für alle Teiler von t, so luU man dadurch alle quadratischen 
Beste 6 in Perioden der gesdiilderten Art geteilt, — 

Eine primitive Wurzel | der Kongruenz (16) kann leicht mit Hilfe 
der primitiven Wurzeln für Primzahlen, für welche Tabellen vorhanden 
sind, ermittelt werden. Ist nämlich k eine primitive Wurzel für |>, und ist 

(20) i) = 4n + l, n^qxy 
so ist 

(21) l = - l^K 

Denn |' = — il=^«' = — A^"; da nun k primitive Wurzel für p ist, so 
kann nur il'" = — 1 (mod. ^) sein, also ist |'^1 (mod. /)). Wäre 
aber schon 5** = 1 (mod. p\ wo a ein Teiler von r, also auch ungerade 
sein müßte, so wäre wegen (21) ;i*"v = — l (mod.|)), also il*"*=l (mod./>), 
wo aq < n, also k gegen die Voraussetzung keine primitive Wurzel 
für jp wäre. 

6. Sind nunmehr die 6 oder (»^'^ in der beschriebenen Art ermitt-elt, 
so können wir umgekehrt sämtliche quadratischen Reste und Nicht- 
reste für p finden. Zuerst folgen sehr leicht die t^^'^ mittels (11) aus 
den Q^^\ Die p^'^ und die i/'* bilden zusammen die ()('"" ^\ Um die 
lA'-^) zu finden, suche man unter den t/') ein Quadrat oder eine Zahl, 
die, um ein Vielfaches von p vermehrt, ein Quadrat isi Eine solche 
Zahl zu finden, ist immer möglich. Die nach Belieben positiv oder 
negativ genommene Quadratwurzel aus dieser Zahl ist ein iX'—^), wir 
nennen es v{f~^^; multipliziert man dieses mit allen (>^'"~^^ so erhält 
man sämtliche iM—^K Die (>^'~^^ und die lA'— ^) bilden zusammen die 
qf'*~^\ und die t^'— *^ findet man aus den i/'"*) und den p('~*) in gleicher 
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Art wie die i/'"*^^ aus den i/^'^ und den p^'"~'^ und so kann man bis 
KU den Q und v, nnd schließlich bis zu den a und b gelangen^ wobei 
man die letzteren mittels der v und der a oder einfacher, indem man 
die Yon a nicht okkupierten Plätze der Zahlenreihe 1, 2, . . . 4n für 
die b in Anspruch nimmt, finden kann. 

Beispiel jp = 73, w ■« 18, w^ = r =» 9, g = 2. 

Für dj = 9, rf, = 3, ^ = 1 sind die Zahlengruppen ^ 0(dt) (fc = 1, 2, 3) 

"^ 

folgende: 1, 2, 4, 8, 7, 5; 3, 6; 9. Die kleinste primitive Wurzel für 

73 ist 5, also nach (21) 

I = - 5* = 32 (med. 73) 

oder auch 

I =-32« = 2 (mod. 73), 

da der Exponent 2 prim gegen r = 9 ist. Mit ^ =° 2 erhalten wir die 
Perioden für tf oder p': 

Q = 2, 4, 16, 37, 55, 32; 8, 64; 1, also der Größe nach: 

p'= 1, 2, 4, 8, 16, 32, 37, 55, 57, 64; daraus v =p-Q: 

v = 9, 18, 36, 41, 57, 65, 69, 71, 72. 

^q' = 219 = 0, ^v = 438 = (mod. 73). 

Quadrate unter den v sind 9 und 36, also können wir fQr Vg eine der 
Zahlen ± 3 oder -^ 6 nehmen. Z. B. wird für v^ = 3: v = 3, 6, 12 etc. 
27, 54, 108 = 35 etc., also der Größe nach geordnet: 

p = 1, 2, 4, 8, 9, 16, 18, 32, 36, 37, 41, 55, 64, 65, 69, 71, 72; 

v = 3, 6, 12, 19, 23, 24, 25, 27, 35, 38, 46, 48, 49, 50, 54, 61, 67, 70. 

Die () nnd die v bilden zusammen die quadratischen Reste, die zwischen 
1 und 72 fehlenden Zahlen sind die quadratischen Nichtreste. 

7, Weüere Beispitie. — 1) Für p von der Form S^r + 5 : p= 29, 37, 
53, 61; 2) fBa p von der Forni 8e+l:p = n, 41. 

j» = 29. o == 1, 4, 5, 6, 7, 9, 13, 16, 20, 22, 23, 24, 25, 28. 

p = 1, 7, 16, 20, 23, 24, 25; v = 4, 5, 6, 9, 13, 22, 28. 

Perioden der p = 1; 7, 20, 23; 16, 24, 25. 

p = 37. a = 1, 3, 4, 7, 9, 10, 11, 12, 16, 21, 25, 26, 27, 28, 30, 33, 34, 36. 

p = 1, 7, 9, 10, 12, 16, 26, 33, 34; v = 3, 4, 11, 21, 25, 27, 28, 30, 36. 

Perioden der p = 1; 7, 12, 33, 16, 34, 9; 10, 26. 

p = 53. a = 1, 4, 6, 7, 9, 10, 11, 13, 15, 16, 17, 24, 25, 28, 29, 36, 

37, 38, 40, 42, 43, 44, 46, 47, 49, 52. 
p = 1, 10, 13, 15, 16, 24, 28, 36, 42, 44, 46, 47, 49; 
v = 4, 6, 7, 9, 11, 17, 25, 29, 37, 38, 40, 43, 52. 



) StAÜDB; 

Perioden der j - 1; 10, 47, 36, 24, 46, 7, 49, 16, 44, 2S, 42, 15, li. 
,1 - (iL a - 1, 3, 4, 6, 9, 12, 13, 14, 15, 16, 19, 20, 22, 25, 27, 34, 

36, 39, 41, 42, 46, 46, 47, 48, 49, 52, 56, 57, 58, 60. 
(> - 1, 9, 12, 13, 15, 16, 20, 22, 25, 34, 42, 47, 56, 57, 58; 
» - 3, 4, 5, 14, 19, 27, 36, 39, 41, 45, 46, 48, 49, 62, 60; 
Perioden der j - 1; 13, 47; 9, 20, 34, 58; 12, 22, 67, 16; 15, 42, 56, 26. 
p - 17. o - 1, 2, 4, 8, 9, 13, 15, 16; 
(> - 1, 4, 13, 16; !• - 2, 8, 9, 15; ()' - 1, 16; ■•' - 4, 13; (." - Ij, 

v" - 16. 
j, _ 41. n - 1, 2, 4, 5, 8, 9, 10, 16, 18, 20, 21, 23, 26, 31, 32, SSj 

36, 37, 39, 40. 
p - 1, 4, 10, 16, 1«, 23, 25, 31, 37, 40. 
v-2, 6, 8, 9, 20, 21, 32, 33, 30, 39. 
p'- 1, 10, 16, 18, 37; V- 4, 23, 25, 31, 40. 
Perioden der p'- 1; 10, 18, 37, 16. 
Königsberg, d. 9. Januar 1904. 
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Über die Erzeugenden der Fläche 2. Ordnung. 

Von Otto Staufie in Rostock. 

Die Analytische Beatiiiimung der Erzeugenden einer durch ihra 
Gleicliiiiig gegebenen Fläche 2. Ordnung wird gewShnlicli an ein« 
Nomialform dieser Gleichung angi'knüplt. ') Dabei erledigt sieb du 
Problem zwar einfacher, aber sein Charakter tritt weniger deutlich hei> 
vor, als bei Zugrundelegung der allgemclnm Gleichung der Flächa 
2. Ordnung. 

Der Kernpunkt des Problems ist nämlich die Bestinimung der 
Wiirzeln und Elementarteiler einer Ikterminavte 6. Grades. Die De- 
t4'rminanten dieser Art sind ganz allgemein von Voss*) nnt^^rstx'ht 
worden. Aber seine Bezeichnungs weise paßt sich nicht unmittelbar 
an die übliche Benennung der PlUckerschen Linienkoordinaten i 
Bei der Wichtigkeit des Problems dürfte es daher angemessen sein, 
demselben eine unabhängige Darstellung zu widmen, welche, ohne all- 
gemeine Sätze vorauszusetzen, doch die analytischen Grundlagen des 

1) Wie bH LiDilcmann. Vorleanni^eD ilher Geometrie (Raum) S. lU. 
i) VoBB, Mnth. Ann. 10 (18Tö| R. 143; 18 {IHIH) S. 320. 
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Problems in allgemeiner Fassung hervortreten läßt. Dies ist in No. 1 — 10 
der vorliegenden Abhandlung geschehen , indem die Gleichungen von 
zweimal 6 linearen Komplexen (Formeln (24) und (25)) hergeleitet 
sind^ von denen je drei eine Schar von Erzeugenden der allgemein ge- 
gebenen Fläche (1) und (2) bestimmen. 

Im Anschluß hieran ist in No. 11 — 18 die bisher noch nicht be- 
handelte Frage nach den analytischen Kriterien für die Unabhängig- 
keit irgend dreier von den genannten Komplexen erledigt. Den Mittel- 
punkt dieser Betrachtung bilden gewisse Identitäten (No. 17), welche 
die Erzeugung der Fläche 2. Ordnung und 2. Klasse durch drei lineare 
Komplexe unmittelbar zum Ausdruck bringen. 

1. Bezeichnungen, — Die Gleichungen einer Fläche 2. Ordnung und 
2. Klasse in Punkt- und Ebenenkoordinaten seien: 

4 4 

(1) f-^^'(^ki^k^i-^ («*i = «u) 

1 1 
und 

(2) 2?'«^^^*'"*«' = ^' 

1 1 

wo die Koeffizienten Aj^^ die Unterdeterminanten der nicht verschwinden- 
den Determinante: 

(3) A^\a,,\ 
bedeuten. 

Die Unterdeterminanten 2, Grades von A\ 



W ^kl.mn 






sind durch eine Zeilenkombination kl und eine Kolonnenkombination 
mn bestimmt. Wir bezeichnen*) die Kombinationen: 

(5) kl = 23, 31, 12, 14, 24, 34 

bei fester Reihenfolge der beiden Elemente k und l bezüglich mit: 

(6) A-1, 2, 3, 4, 6, 6 
und setzen demzufolge: 



-^hi7 



wenn kl die Ate und mn die ite Kombination der Reihe (5) ist, z. B. 



^1 



»1» «18 



«2« «1 



28 



1) Nach Baltzer, Determinanten. 4. Aufl. S. 9. 
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Wegen a^, = a^^ ist auch 

(8) ^ki-^ik- 

Mit h bezeichnen wir die zu k jjcomplementäre^^ Kombination der 
lleihe (5); die mit h zusammen alle 4 Zahlen 12 3 4 enthält, z. B. 
jk = 24 zu t = 31. 

Zwischen den Unterdeterminanten cc^^ bestehen die Beziehungen^): 

6 

(9) yia^^a-^^^A für m = l] =Ofürm + L 

1 

Die 6 Strahlenkoordinaten der Verbindungslinie zweier Punkte af^^ 
und oi^> bezeichnen wir mit Benutzung der Nummern (6) für die Kom- 
binationen (5) mit: 

(10) i>*=A,==4'^^l'>-^^^^ 

z.B. P3 = 4i)4«)-4i>4*>. 

Diese Koordinaten erfüllen die Bedingung: 

6 

(11) P-PlPl +PiP6 +P9P6 - l^^PkPk = 0- 

1 

2. Bedingungen der Erzeugenden der Fläche, — Zwischen zwei 
reziproken Polaren p undp' der Flache (1) bestehen die 6 Gleichungen*): 

6 

(12) Qp^ = ^'^klPu *= 1,2, 3, 4.6,«, 

1 

wo Q einen Proportionalitätsfaktor bedeutet. 

Eine Erzeugende p der Fläche ist durch die Eigenschaft gekenn— 
zeichnet^ daß sie mit ihrer reziproken Polaren p' zusammenfallt. Ihres 
Koordinaten müssen also die 6 Gleichungen erfüllen: 

6 

(13) Qp-^ =2'^*'^" 

1 

ZU denen noch die Forderung (11) tritt. 

8. Die Determinante des Problems, — Damit die 6 linearen homo- 
genen Gleichungen (13) zwischen den 6 Größen p^ bestehen können 
muß zuerst der Faktor q eine Wurzel der Gleichung 6, Chrades sein 



1) Ebenda, S. 80. 

2) Lindemann, Vorlas, über Qeometrie (Raiun), S. 142. 
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(14) S{q) = 



«11 



ff. 



ti 

«81 



'^41 



ffi 



61 



ff. 



«1 



«11 


«IS 




«u- 


9 


«15 




«1« 


«M 


a»s 




«»4 




«»5- 


-Q 


«»« 


«M 


«M 




«^ 




«»5 




«J« 


«4» 


«43 




«44 




«45 




«4« 


«%» Q 


«8S 




«54 




«56 




«%« 


««t 


«M- 


Q 


«64 




««5 




«6« 



— Q 



-0, 



deren Eigenschaften wir zuerst ermitteln. 
4. Die Bessiprozität der Gleichung S{q) 



= ö. 



Die Determinante 



(15) 

hat») den Wert: 

(16) 



0(0) = A = 1 a, 



ti 



A = ^». 



Man erhält nun, indem man A in der Form: 



(17) 



ff 



44 
«64 
««4 
«14 
«J4 



ff 



46 



ff 



46 



ff 



66 



ff, 



56 



«41 

«81 



ff 



42 



ff 



48 



ff, 



51 



ff 



58 



ff, 



66 



«15 
«25 



«66 
«16 
«26 



ff. 



61 



ff. 



62 



ff, 



68 



ff 



84 



ff. 



86 



ff 



86 



«11 
«21 
«81 



ff 



12 



ff 



18 



«22 



ff 



82 



«28 
«88 



anwendet, nach dem Multiplikationsgesetz der Determinanten und unter 
Benutzung der Gleichungen (9): 



A ■ Bio) = 



A- 



«419 




-«51 9 




-«61 9 




«11 9 




«si9 




-«81 9 


«4SP 


A 


«5S9 




«6» 9 




-««9 




«m9 




<^»9 


-«48? 




-«5s9 


A 


«6» 9 




«189 




«»»9 




«8S9 


«44? 




%49 




«649 


A 


«149 




-«S49 




-«849 


«459 




«^9 




«669 




«159 


A 


«»59 




«859 


«46 p 




-«569 




«669 




-«169 




-«m9 


A 


«869 



oder wenn man rechts den Faktor (— gf heraushebt, die drei letzten 
Kolonnen mit den drei ersten und ff^j mit a^J^ yertauscht: 



(18) 



^».0(p) = -p*.@(|).») 



1) Nach Baltzer, Determinanten, S. 68. 

2) Vgl. Voss, Math. Ann. 13 (1878) S. 322; vgl. auch Baltzer, Det. S. 184; 
Enzyklopädie I B 2, S. 382. 
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Setzt man in diese Gleichung für &{q) eine ganze Funktion 
6. Grades mit unbestimmten Koeffizienten ein und vergleicht beiderseits 
die Koeffizienten gleicher Potenzen yon q, so ergibt sich, daß der 
Koeffizient von q^ verschwinden muß, im übrigen aber 0(p) die 
Form hat: 



(19) 



@{q) = ä'- ä^q - AcQ* + CQ* + hg' 



q\ 



WO für 0(0) der Wert (16), (16) gesetzt ist, b und c aber noch zu 
bestimmen bleiben. 

6. Bestimmufig des Koeffizienten b, — Den Koeffizienten: — A^b 
von Q erhält man nach (14) auch in der Form: 

- ^'^ - «'W = - 2(1^ + M-. + Ä) = - 2^' («>* + "«» + "->•') 

Der Faktor von — 2A^ aber, die Summe der drei ünterdeterminanteu 
^Af ^6; ^ ^^^ Null*), so daß: i = 0, und damit nach (19): 



(20) 



®{q) = ^» — ACQ* + CQ^ - p«. 



6. Das Produkt 0(p) • 0(— q). — Multipliziert man die Determinante 
0(p) aus (14) mit der Determinante 0(— p), für die man aber die 
in (17) für A getroffene Anordnung der Zeilen und Kolonnen wählt^ 
so folgt nach (9): 

©(p). ©(-()) = 



A-Q* 








A Q* 








A- Q* 









oder'): 
(21) 



@{q) . ©(-> e) = (^ - Q'y. 

- Nach (20) ist nun »( 



?• @(fi) als vollständiger Kubus. — 
» &(q) und daher nach (21): 

e\(f) = iA- e«)S 

und, da nach (20) p* den Koeffizienten — 1 hat*): 

(22) eiQ) = (^ - (,»)». 



q) 



1) Nach den Frank eschen Sätzen, nach denen allgemein ^ — = A*'ayf 

vgl. Franke, J. f. Math. 61 (1868) S. 356; Baltzer, Det. S. 63. *' 

2) Wie direkt aus der Definition (4) folgt. 

3) Vgl. VoBs, Math. Ann. 18 S. 326. 

4) Znm Vergleich sei bemerkt, daß die Determinante G(q) schon in 
aJJgemeinefi Falle, wo die Elemente der a^^ (vgl. (4)) nicht der 
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Die Gleichung 6. Grades (14) hat also zwei dreifache Wurzeln: 

(23) q^+Yä und () = -yi. 

8, Die Elementarteiler van &(q). — Nach dem Mnltiplikations* 
verfahren von No. 6 ist, wenn wir für die Bildung der Ableitungen 
von B(q) Yorfibergehend a^^, und a^j^ als verschieden bebandeln: 



I 



« 















«Sl «8« «88 «84 «85 «86 "P 



«44 «45 «46 «41 +(> «42 



a 



48 



«54 «55 «56 «51 
«64 «65 «66 «61 



«52+9 «58 



« 



62 



«68 + 9 



1 
O 



«46 «66 



CC, 



65 



«15 «25 + 9 «85 
A-Q^O 

A-Q* 



«45 (^ - (>7 



da nach (22): 



©(- q) = &iQ) = (^ - Q^ 




t) ^(A- Q^y . e.^; ebenso: ^ = (^ - (>«)« • («« + q), 



^«14 



USW. 



«itBprechende Weise erhält man: 






«46 «66 



«44 «64 



' ^«14 ^«66 ^ ^^ 



«41+9 «42 
«81 «82 



USW. 



Jede der leiden dreifachen Wurzeln (23) der Determinante 0{q) ist 
zweifache Wurzel aUer ünterdeterminanten 5, Grades und einfache 
rzd aüer ünterdeterminanten 4. Grades.^) 

9. Folgerungen für die Gleichungen (13). — Die Gleichungen (13) 
^^=^Jien nach Nr. S und Nr. 7 nur bestehen^ wenn der Faktor q einen 



a.^ genfigen, einmal den Faktor A — q^ hat. In dem Spezialfall a.^ = 0, 



kk 



— a^^ ist -4 « (o,, Oj^ + 0^10,4 + a^agj • und wird: 

YA "" a,s^4 ~I~ ^1 ^4 ~h ^11^4 genommen ist. 

1) Vgl. Voss, Math. Ann. 10, S. 147. — Ffir die Determinante (22') in Nr. 7, 
^^^erknng, ist die fOnf fache Wurzel von 0{q) vierfache Wurzel aller ünter- 
rminanten 5. Grades usw. bis zuletzt einfache Wurzel aller Unterdeterminanten 
es. 

16' 
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der Werte (23) hat. Nach Nr. 2 sind also die Erzengenden der Fläche 
durch das eine oder andere der beiden Gleichnngensysteme: 

(24) YÄ . pi -^€c,,p„ (25) -VÄpi -^««ft 

1 1 

dargestellt, zn denen noch die Bedingung (11) tritt. 

Nach Nr. 8 sind aber in jedem solchen System drei Gleichungen 
eine Folge der drei andern, so daß jedes die Gleichungen yon drei 
lifiearen Komplexm vertritt Die gemeinsamen Geraden von drei linearen 
Komplexen bilden aber eine Regelschar. In diesem Sinne stellen also 
die Gleichungensysteme (24) und (25) die beiden Begdscharen von Er- 
zeugenden der Fläche (1) dar, 

10. Beziehung der beiden Regelscharen untereinander. — Ist j) 
ii^end eine Gerade der einen und p' irgend eine der anderen Schar, 
so ist nach (24) und der mit einer nur formellen Änderung geschriebe- 
nen Formel (25): 

1 1 

Durch Multiplikation beider Gleichungen und Summation Qber i 
folgt: 



oder nach (9): 



6 66/6 \ 

1 1 1 \ 1 / 



6 



- A '^ PkPk = A '^Pip{, 



1 
oder da beide Summen dieselben sind: 



2A'^ptpi^0. 



Dies bedeutet aber, da A=^0^ den Satz: 

Jede Gerade der einen Schar (24) oder (25) schneidet jede Gerade 
der andern. 

11. Bemerkung über die Bedingung der vereinigten Lage von Punkt 
und Geraden. — Die Bedingungen für die vereinigte Lage eines 
Punktes x imd einer Geraden p lauten: 

Pl = i>6^2 - PS^S +Pl^A = 
P% = Pl^S - i>6^1 + ft^4 =- 
J^8 = Ä^l - P4^2 +Pi^l = 

Pa = -Pi^^i -P2^i -JPs^a = 0, 



(26) 
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wo JP^f Pg; P3, P4 nur als Abkürzungen fär die linken Seiten der 
G^leichongen gebraucht werden. 

Betrachtet man hier die p als gegebene, der Bedingung (11) ge- 
nüg'ende Größen, so ist^) die Determinante der in den x linearen 
Grieichungen: 

P« = 0, 






Pe 


-Ps 


Pl 


p« 





Pi. 


Pt 


Ps 


Pi 





Pi 


Pl 


P» 


P» 


ü 



un.<l verschwinden auch alle Unterdeterminanten 3. Grades als ünter- 
Aet;^rminanten 3. Grades einer verschwindenden schiefen Determinante 
4:. Cirades.*) Den Gleichungen (26) genügen daher 00^ Punkte x, die 
solmon durch zwei Gleichungen bestimmt sind. Z. B. geben für i>e + 
beiden ersten Gleichungen x^ und x^ linear und homogen durch x^ 

a;^ dargestellt. 

Betrachtet man dagegen die x als gegeben, so genügen den 
Öl^ichungen (26) cx)* Gerade, die schon durch drei Gleichungen be- 
s^ixiamt sind. Z. B. geben für ^4 + die drei ersten Gleichungen PiyP%yP^ 
►ar und homogen durch p^y p^, p^ dargestellt. Diese Werte Pi, p^y ft 

Jen aber von selbst für alle Werte von p^, p^, p^ nicht nur der 
**- Gleichung (26), da identisch: 

P,x, + P,x^ + P^x, + P^x^ - 0, 
^^'xJem auch der Gleichung (11), da identisch: 

Als lineare Gleichungen in den 6 Größen p zählen €Uso die 4 
^^^^<^ichungen (26) fikr 3 unabhängige und ziehen als solche die Gleichung 
nach sich. 

12. Gerade und Punkte der Regel fläche dreier linearen Komplexe, — 
Gleichungen dreier linearen Komplexe seien: 



r>i 






*=i, 2. s. 



Die gemeinsamen Geraden der drei Komplexe bilden eine Regel- 

^^tur. Ein Punkt x, der mit einer Geraden der Regclschar vereinigt 

^^^, genügt den Gleichungen (26), während gleichzeitig zwischen den 

^Größen p die Gleichungen (27) und (11) bestehen. Nach Nr. 11 ist 

1) Lindemann, a a. 0. S. 101. 2) Baltzer, Determin. S. 17. 
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aber, wenn es sich um Berechnung, bezüglich Elimination der p handelt, 
eine der Gleichungen (26) — für x^'^O die letzte — und die Gleichung 
(11) überflüssig. Es bleiben also nur 6 in den p lineare Gleichungen:, 



(28) 



CiiPi + CiiPi + CtaPa + CuPi + <i5l>s + CitPt = 

^iPi + "nPi + ^'nPa + ^iP* + %1'6 + «lei'e = 

<^ii>i + CmÄ + f^Ps + <'uPi + CtsPi + <h»Pt = 
XiPi — x^Pf, + a;,i)g = 

««A + XiPt - «iPs = 

XiP» - a;»i»4 + x^p^ = 0. 



Die Elimination der p aus diesen gibt in: 



(29) 



Ca 


^i 


<ij 


Cl4 


Cl6 


Cl« 


^1 


c« 


<^» 


«14 


Cj5 


<i« 


Cjt 


c»» 


Cn 


Cj4 


C»5 


c«. 


x^ 











«, 


^1 





«4 





«» 





-rr, 








«* 


-a^ 


«1 










die Bedingung für den Punkt x. Es ist die Gleichung der Begdficu^^ 
der 3 Komplexe (27) in Punktkoordinaten. Die Gleichungen (28) s^bsi 
bestimmen die Koordinaten p derjenigen Geraden der Begdschar (J^7)^ 
die durch einen gegebenen Punkt x der Fläche (29) geht 

13. Die Gleichung der Begdfläche der 3 Komplexe in Pu^tmMr 
koordinaten, — Entwickelt man die Determinante (29) nach den Uiiti«r- 
determinanten der 3 ersten und 3 letzten Zeilen und setzt zur .Ab- 
kürzung: 

(30) c,, c,, c,^ ^{klm) = '-(lkm), 

's* 



Zk 



<h, 


Clm 


<^l 


<^m 


c,, 


<^M 



SO lautet die Gleichung (29): 

(31) 

wo 

C32) 



Xi-9 = 0, 



ff =. (234)a;» + (315)a^ + (126)a:| + (456)«» 
+ [(125) + (316)]a;,a;, + [(245) - (364)]«,«, 
+ [(236) + (124)]«,«! + [(356) - (145)]«,«, 
+ [(314) + {2S5)]x,x, + [(164) - (256)]«,«,. 
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Hätten wir bei yorstehendem Verfahren, statt die 4. Gleichung (26) 
zulassen (Nr. 12), die 1., 2. oder 3. weggelassen, so hätten wir 
t (31) erhalten: 

aber x^, x^y x^, x^ nicht alle sind, folgt aus (31) und (33): 

9 

) 9-0. 



s ist also die Gleichung der Regdfläche 2. Ordnung der 3 Korn- 
re (27) in Punidkoordinaten; vgl, (32).^) 

14. Die Gleieimng der Regdfläche der 3 Komplexe in Ebenen- 
rdinaten. — Die zu Nr. 11 — 13 duale Betrachtung ergibt als Be- 
gpmg dafElr, daß eine Ebene u mit einer gemeinsamen Geraden der 
Komplexe (27) vereinigt liegt: 









<ii 


«ij 


<ha 


Cl4 


«16 




«16 


= U 




«« 


Cn 


Ots 


Cu 


% 




C,9 






«»1 


Ca 


C3» 


c>i 


c» 




C»6 






- 


-«s 


«> 


«4 














«j 





«1 





«4 











«1 


»1 













«4 




nach den ünterdeterminanten 3. Grades 


der 


3 ersten Zeilen ent- 


U: 


• 


u^G 


-0 








me de 


a Faktor 


«,: 















G - (561)wJ + (642)m| + (453)u| + (123)tiJ 
+ [(452) + (643)]t/,t*3 + 1(512) - (631)]u,w, 
+ [(563) + (451)1^3 te, + [(ß23) - (412)]«i,t«, 
+ [(641) + (562)]u,«, + [(431) - (523)]ti,w, 



= 



\ Ableitung der Gleichung (34), (32) aus (27) ist zuerst von Plücker, 

. 466; 505 (1865) und Neue Geometrie (1868) S. 112 ff. gegeben, femer 

;denen Wegen von Gordan, Zeitschr. f. Math. 18 (1868) S. 59; 

,th. Ann. 4 (1871) S. 558; Pasch, J. f. Math. 76 (1878) S. 181 ff.; vgl. 

)dler, Raum 1, 4. Aufl., S. 142. Doehlemann, Arch. Math. Phjs. 

S. 166. Das Auftreten der überflüssigen Faktoren x, , x,, x,, x^ in 



Die Koeffizieaten in (32) and (37) untersclieideii aicii nur du 
Vertauschung der Indices 1, 3, 3 bezüglich mit 4, 5, 6. i 

15. Die Frage der ÄuswaU dreier unabhängiger unter den w 
chungen (34) und (25). — Aus 3 von den 6 linearen Komplexen ^ 
oder (25) müssen sicli nach dem Verfahren von Nr. 12^14 wie 
rückwärts die Gleithungen fl) und (3) ergeben, wie aus (27) 
Gleit^hnngen (34), (32) und (37). Wäreu nun die Koei^ienten die 
letztgenannton , falls wir für die 3 Komplexe (27) irgend 3 aus (! 
oder (25) ausgewählte Komplexe annehmen, direkt wieder die KcH 
zienten «j, und A^, von (1) und (2), so würden irgend drei Kompl 
aus (24) oder (25) eiiie Regelachar der Fläche (1), (2) bestimmen. | 
ist aber nicht der Fall. 

Die Auswahl von dreien unter den ti Komplexen (24) oder Q 
kann nämlich auf 20 Weisen geschehen, Dabei wird sich zeig 
daß jfde dies^ 20 Auswalilen durch einen gemeinsamen Faktor der 
Koeffiienien der Gleichung (34), (32) oder (37) charakterisiert ist, de« 
Verschwinden im einzelnen Falle gerade die betreffende Auswahl 
unbrauchbar kennzeichnet. Um daher die Frage nach der Aaa4 
dreier unabhängiger unter den G Gleichungen (24) oder (25) xa t 
scheiden, müssen diese 20 Faktoren ermittelt werden. 

16. Die Unterdeterminanten 3. Grades der Determinante A. — ] 
in (32) und (37) mit (hlm) bezeichneten Koef^zienteu sind im * 
Heftenden Falle Untenleterminanten der Determinante 8(q) in (14), ; 
bildet mit dem Werte Q ~ ±Yä. Diese kommen aber im wesi 
liehen auf die Unterdetcnniuantea 3. Grades der Determinante A in f| 
zurück. Diese sind durch eine Zeilen- und eine Kolonnenkombinai 
3. Grades der 6 Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, i> individualisiert. Beide Kaj 
binationen sind vertauschbar. Wir geben, ohne auf die einfache . 
lettnng') einzugehen, die Werte eines Teiles dieser Dnterdeterminas 
3. Grades, soweit er hier in Frage kommt, in den folgenden 4 
Tabellen an: 



(81) und (33) lie^ inBofern in der Natur der Sache, als uchon lii 
(Sfl) für die vereinigte Ija^e von Punkt und Geraden „überzählig" 
ohne eine solche 7otBUSHetzang, wie 2, +0, nicht entscheiden 
den i Gleichungen wegfallen darf. 

I) Sie beruht im wesentlichen darauf, daß jede der Determinanten 3, Gi 
Ai, gewiase «i, iiU ihre Unterdeterminant«ii 2, Grades hat, und daß daher rW 
■KÜita die tli-tenninanten der «,, ni^^h durch J^, und seine Element« "|, ftusdraetai 
vergl. Haltxci. Det. 8. 6ä, suwie die DiaBerlation von F. Biocfcmann, B«d4 
lÖUl. Einige der Formeln (3H) gibt Pldcker, System (1846), 3. 68, MB». 1 



als Bchon die Bedingiurf 
überzählig" eind, and m 
Ucheiden laBt. w«lc^ ■ 

■J 
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(38) 





561 
4» 


642 
-4|, 


453 


123 


234 





315 




126 



456 


561 

1 









642 








453 


^1, 






Aal 






Aa\, 








123 












234 










^»?s 


Aal 


315 




i 


-- — -■ 


Aal, 


AaU 


Aal 


126 




A< 


456 




Aal 



Dies bedeutet also z. B. dem 2. und 20. ausgefüllten Felde der 
Tabelle entsprechend: 



^65 ^M «61 
«45 «46 «41 



«16 «26 «! 



Sl 



— A ^ 



«14 «15 «IS -0. 
«24 «25 «28 



«64 «65 «63 



(39^ 





245, 364 


356, 145 


164, 256 


512, 613 


623, 421 


431,532 


561 


-4,1 -dji 


-^1-^11 


-^1 1-^21 


-^11 -^41 


-^21-^41 


-481-441 


642 


-^-^2 


-^12-^22 
-^M8 ^8 


-^12 -^42 


-^22 -^42 
-4,3^43 


-432-44, 


453 


-^28 -^8 
-^21-^4 


-^18-^48 


-488-443 


123 


^u^u 


-^14 -^4 


-^14-^44 


A^^A^ 


-434-444 



(40) 





512, 631 


623, 412 


431,523 


245, 346 


356, 154 


234 


^0,1 0,1 


-*o»i«ii 


^«11^21 


Aa^^a^ 


1 

^«21 «41 


315 


Aa„a,t 


-4 a», Ol, 


^«12 082 


^«12^42 


^«21 «42 

1 


126 


Aa„a„ 


1 


^«18 0^48 


^«M«« 


456 


Aa^a^ 


^Ö84«14 


^Ö14«24 


^«14 «44 


^«»4»M 



164, 265 






-4 a«, a 



81 "'41 



-4^82 «42 



^«88 «48 



^«84«U 



242 



Otto Staude: 



Hier kann von den 2 über jeder Kolonne stehenden Kombinationen so- 
wohl die eine^ wie die andere genommen werden^ also z. B. dem erstei 
Felde der Tabelle (39) entnommen: 



«»5 


«16 


«« 


■= 


«45 


«46 


«41 




«56 


«5« 


«51 





«36 Öfje «81 
«65 «66 «61 ' 
«45 «46 «41 



— ^,1^31 



17. Rückkehr voti den Gleichungen (24) und (25) zu (1) utid (2), 
Unter Benutzung der Tabelle in Nr. 16 ergibt sich nun, wenn wir vo 
den 6 linearen Komplexen (24) etwa die der Zeilenkombination (123 
entsprechenden herausgreifen und nach (35) und (29) zu der von ihne 
erzeugten Regelfläche übergehen: 




(41) 



a 



11 



Of 



18 



a 



IS 



Of 



14 



-VÄ 



«21 



a, 



28 



a 



2S 



a 



84 



Of 



Sl 



«38 



-u. 



a. 



33 



a 



34 



u 



8 



u. 



u. 



-Ml 



— u 



8 



U 



(42) 



ce 



11 



Of 



18 







13 



a 



14 








«15 

«25 

«36 


U^ 



«16 

«36-^3: 







= ^4^44 







M. 



a 



15 



Of 



16 



Of 



81 



a, 



88 



Of 



23 



Of 



24 



a 



85 



-VA a 



86 



Of 



31 



Of 



38 










^4 





Of 






33 



Of 



34 



Of 



35 



Of 







X, 



»A/e 





X 



36 



'8 



y^" 



-a;,l/^il„/V 



1 



^1 





mit beliebigem, aber beiderseits gleichem Vorzeichen von )/j[. Die 
linke wie die rechte Seite beider Gleichungen sind in den Koeffizienten 
a^, von /* vom 6. Grade. 

Die Identitäten (41) und (42) sind für A^^O der unmittelbare 
Ausdruck dafür y daß jede Tangentialebene u und jeder Punkt x der 
Fläclie F =0 oder f=0 mit einer gemeinsamen Geraden der 3 ersten 
Komplexe (24) vereinigt liefjt. 

Wie nun der Zeilenkombination (123) beim Übergang von (24) 
zu F der Faktor ^1^^ in (41) und beim Übergang zu f der Faktor 

YA ' A^ in (42) entspricht, so ergeben sich für die 20 Zeilenkombi- 
nationen (khn) der Gleichungen (24) beim Übergang zu F folgende 
Faktoren 3. Grades in den a^,: 
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(561) : A^, (642) : ^, (453) : A,, (123) : A,^ 

(234) : a^, ^A (315) : a,, ^Ä (126) : 033 |/Z (456) : a^ YÄ 

jiöl2): A,,-a,,yÄ (623) : J,, - a,, )/I (431) ^^.-a,,]/! 

^\Ce31):A,^ + a,,yA (412): A,, + a,,YÄ (523) = ^3, + a, Y'Ä 

X24b):A^,-a,,yA (356) : ^3, - a,, 1^4 (164) = ^,,-a3,y£ 

'(364) : A,, + a,,Y2 (Üb) : A,, + a,,yÄ (256) = A,, + a,,yA ; 

imd beim Übergang zu f die nur um yÄ von diesen verschiedenen 
Faktoren: 

4) (561) : A,i yÄ (234) : Aa^, (512) : ^«^3 - A^^yÄ (245) : Aa,^ - A^yÄ usw. 

Die Formeln (41) bis (44) beziehen sich auf die 6 Gleichungen (24). 
Um sie auf die 6 Gleichungen (25) anzuwenden^ hat man überall das 

Vorzeichen von ]/j. umzukehren^ sodaß z. B. gegenüber (43) zu den 
Kombinationen (512), (631), (245), (364) die Faktoren gehören: 



(45) 



(512) : A,^ + 0,3 yj (245) : A,, + a,, YÄ 

, (631) : A^^ — 0^3 yÄ (364) : A^^ — a^^ yÄ usw. 



Tue 20 Faktoren (43) können nun für A=^0 niemals aUe ver- 
^^^'^^Hnden, Denn aus: 

^4 - a,3]/Z = A,^ + a„l/Z = 
^^:i:-<ie folgen: 

^i^-=-0, a23 = 0. 

Mit den 20 Faktoren (43) würden daher alle 20 Koeffizienten a^, 
A^^ in (1) und (2) verschwinden, was ausgeschlossen ist. 
Daher hmn man aus (43) stets einen nicht verschwindenden Faktor 
entsprechend eine Kombination von dreien der 6 Komplexe (24) oder 
auswählen, welche wirUich die FläcJie (1), (2) erzeugen^ indem ihnen 
s Identität von der Form (41) oder (42) entspricht, 

18. Abhängigkeit der Auswahl vom Vorzeichen von yÄ. — Die 
"^ »^iMuigigkeit eines Teils der Faktoren (43) von dem Vorzeichen von 

*^-^ (vgl (43) mit (45)) bedingt, daß unter Umständen eine Zeilen- 
^^^^^'nbination, die für eine der beiden Regdscharen (24) und (25) ztdässig 
y «5 für die andere nicht ist. 

Wir erläutern dies an dem Beispiel der Fläche 2. 0. und 2. Kl.: 

/«- 2a^x^x^ + 2a^^x^x^ = 0, F=^2A^^u^u^ + 2A^^u^u^ = 0. 
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Hier ist: 

-^11 ^ -^22 



<^u 



^ = «28^14 -^8 ^ «28^14 -^14 ' 

= Ogj = «44 =» ajj = «1, = 0,4 = 0,4 
= ^58 « ^44 = ^1 = ^, = ^4 = ^ 



Wir verfügen über das Vorzeichen von Yä, indem wir setzen: 

Dann sind von den 20 Faktoren (43) nur zwei von verschied 
nämlich: 

(631) :A,, + a,,yÄ^ 2ala,, , (364) : J„ + a,, YÄ - 2a„af, 

und von den 20 Faktoren (45) ebenso: 

(512) : A,, + a,, YÄ = 2al,a,, , (245) : A,, + a,, YÄ = 2a^a\^. 

Daher sind von (24) nur die Zeilenkombinationen (136) und (346); 
von (25) nur (125) und (245) zulässig. 

In der Tat verschwinden alle a^^, bis auf die vier: 



a 



11 



-«237 «44 



— a 



14 ; 



«25 = «28 «14^ «86 = — «28 «14' 

Die Gleichungen (24) und (25) lauten daher mit Substitution des Wert^es 
von YÄ und gekürzt: 



(«28l>i + «14P4 - 



(24') 



1>6 = 
«28A + «14/>4 = 

1^8 =-0 



(25') 



«28^1 — «14 P4 



«28^1 



«I4P4 



= o 

= o 



wo die Striche die Gleichungen andeuten, deren sämtliche KoeffizienU^^ ^ 
verschwinden Hier ist nun evident, daß hei (24') nur die Zeilen (1^^ 
und (346), bei (25') nur die Zeilen (125) und (245) je 3 unabhäng^^ 
Gleichungen büden, wie es unsere allgemeine Theorie erfordert. 

Rostock, den 31. Oktober 1903. 
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Neuere Anschanangen der Elektrizitätslehre mit besonderer 
Beziehung anf Probleme der Lnftelektrizität. 

Von Eduard Rieckk in Güttingeu. 
{Schluß,) 

9.') Ionisierung durdi Kathodensirahlea. — Wir wenden uns nun 
zu Untersuchungen, durch welche die Ei^ebniase der bisherigen Be- 
tracLtnng nach einer ganz anderen Seite hin ergänzt werden, AJa 
Quellen der Ionisierung haben wir bisher nur die Flammen und die 
«^in^enstmhlen kennen gelernt. Es gibt aber noch eine Reihe 
anderer Vori^Dge, durch welche in einem neutralen Gase Ionen erzengt 
Wer- Jen. 

Bei der lonenbildung in Flammen kann die Uraache der Er- 
scHeinung in deu chemiBiibeu Prozessen liegen, die sich in der Ilamme 
«bsjiielen; die Ionisierung kann auch eine einfache Folge der erhöhten 
Temperatur sein. Für die letztere Auffassung spricht der Umstand, 
d&ß die Luft auch durch erhitzte Metalle ionisiert werden kann. 

Eine sehr wichtige Beobachtujig, welche nach verschiedenen Seiten 
"in aufklärend gewirkt und eine neue Quelle der Ionisierung aufgedeckt 
"at, verdanken wir Lenard. Es gelang ihm zunächst die Kathoden- 
shrablen, die in hoch evakuierten Gcißlerschen Röhren vou der nega- 
tiven Elektrode ausgesaudt werden, in die freie Luft austreten zu 
lassen. Es beruht dies auf der Fähigkeit jener Strahlen, dünne Melall- 
»chichten z. B. Aluniiniurablatt zu durchdringen. Man verschließt die 
»»eißlersche Rühre auf der der Kathode gegenüberliegenden Seite mit 
ein« Metallplatte, die in der Mitte eine kleine Öffnung bat; diese 
wird mit einem Aluminiumblatt überdeckt. Man läQt nun aus diesem 
AJuminiumfenster Kathodens trab leii in die Luft austreten. St«Ut man 
'V'or das Fenster ein geladenes Elektroskop, so wird dieses entladen 
gleichgültig, welches das Zeichen der ihm mitgeteilten Elektrizität ist, 
Die Wirkung beruht darauf, daß die Kathodenstrahlen in der Luft 
'oöea erzeugen. Die Kathodenstrahlen selber bestehen aus negativ 
WektrJHchen Teilchen, Elektronen, deren Masse Oberaus klein, etwa 
'^^^'OO Mal kleiner als die eines Wasserstoffatom es ist. Durch die ab- 
stoßenden Kräfte, die von der negativen Ladung der Kathode ausgeben, 
*®*"deu sie von der letzteren gelöst und erlangen in dem vor der 
:^^l»ode sich ausbreitenden Felde eine sehr große der Licbtgeschwin- 
1) Rieck«, Niichrichten der K. Geselhchart der WiBsenso haften in GUttin^n, 
■"»th. phjs. Kl, 1903, Heft 11. 
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digkeit sich niilieriide Geschwindigkeit. Durch ihren Stoß zerlegen sie 
die Moleküle der Luft in positiv und negativ elektrische Beatandteile; 
diese müHseu sich dann wieder mit neutralen Molekülen der Luft ver- 
binden, um die Ionen zu bilden, welche, wie wir gesehen haben, eiu 
grüUereB Gewicht als die Moleküle der Luft besitzen. 

10. lonisicmng durch ultraviolette Straiilett. — Die JoniBierende 
Wirkung der Kathoden strahlen erklärt in Überraschender Weise eine 
andere von Hallwachs entdeckte Tatsache. Wenn man eine negativ 
geladene Metallplatte mit nltra violettem Lichte bestrahlt, so verliert 
sie ihre Ladung sehr schnell. Bei positiver Ladung tritt keine Änderung 
in den Verhältnissen der Zerstreuung ein. Lenard hat gezeigt, daß 
die Eraeheinung nicht durch eine unmittelbare Wirkung des ultra- 
violetten Lichtes erzeugt wird. Die primäre Wirkung besteht darin, 
daß die in dor Platte absorbierten LichtstrahUn Kathoden strahlen aus 
dem Metalle entwickeln. Diese ftlhreu negative Elektrizität mit sich 
fort und bedingen dadurch die rasche Zerstreuung der Ladung. Daza 
trägt aber noch ein zweiter Umstand bei; die Elektronen, die sjch von 
dem Metalle lösen, stoßen auf die Moleküle der Luft und erzeugen 
positive und negative Ionen. Die positiven werden von der negativ 
elektrischen MetiiUplatte angezogen und neutralisieren eineu T^ ihrer 
Ladung. Die negativen Ionen werden abgestoßen und entfernen alch 
von der Platte, bis sie ihre Ladung an irgend welche in der Umgebung 
befindliche Konduktoren abgeben. 

Aus den Beobachtungen von Lenard folgt noch eine andere 
wichtige Tatsache. Die ionisierende Wirkung von Kathoden strahlen, 
die aus einer negativ geladenen Metallplatte durch Belichtung in einem 
Inftver dünnten Raum entwickelt werden, hört auf, wenn die Spannung 
der Platte weniger als 1 1 Volt beträgt. Die Geschwindigkeit, welche 
die Elektronen unter diesen Umständen erreichen, ist etwa 2tl0 Mal 
kleiner als die Lichtgeschwindigkeit. Bei noch kleineren Geschwindig- 
keiten sind also die Elektronen nicht mehr imstande die neutralen 
Moleküle der Luft in Ionen zu zerlegen. 

11. Ionisierung durch Ut^cquerelstraklen: Becgua-el strahlen ttnd Ka- 
thodcnsti-ahlen. — Auf die im -vorbeigehenden betrachtete Eigenschaft 
der Kathoden strahlen reduziert BJch noch eine Erzeugungsart der Ionen, 
die für uns von hervorragendem Interesse ist, die Erzeugung der Ionen 
durch Becquerel strahlen. Die Entdeckung dieser Strahlen knüpft sich 
zuerst an eine von Becquerel beobachtete Tatsache: das metallische 
Uran besitzt die Fähigkeit geladene Konduktoren, die in seine Nahe 
gebracht wej-den, ihrer Elektrizität zu berauben. Es zeigte sich, daß 
diese Eigenschaft nicht dem Uran selber zukommt, sondern gewissen 



Metulleii, (lie allerdin^ in verschwindender Menge in d^u Uraoerzeu 
sich finden. Man hat inabnaondere von zwei solchen Metallen Ver- 
bindungen in annähernder Reinheit dargestellt, von dem Riidiuin und 
dem Polonium, Das erste ist in seinen elienüachen Reaktionen uahezn 
identisch mit dem Baryum, der zweite mit dem Wisinath. Außer in 
d«n Erzen des Urans finden sieh diese Metalle auch in thorhaltigeu 
Mineralien. Körper, welche wie das Radium und das Polonium die 
Kigenschaft haben geladene Konduktoren zu entladen, nennen wir 
radioaktiv. Die weitere Untersuchung hat gezeigt, daß die radioaktiven 
Ünbatiinzeu Strahlen aussenden, die im wesentlichen identisch sind mit 
d«i Kitthodenstrahlen. Wie diese erregen sie Fluoreazen?; und besitzen 
fhotograpbische Wirkungen; wie diese erzeugen sie Ionen und darauf 
beruht ihre Biitladende Wirkung; sie unterscheiden sieh aber von den 
Kithodenstrahlen durch die sehr viel größere Geschwindigkeit, mit der 
sich die Elektronen in ihnen bewegen. Nach den Messungen von 
Knafmann steigt diese von 80 bis auf 95 Prozent der Liehtgeschwin- 
%keit. Zugleich hat sich aber noch ein anderes höchst Öberras eben des 
Reaidtat ergeben. Bei den Kathodenatrahlen ist die Masse der sie 
"ildenden Elektronen konstant d. b. unabhängig von ihrer Geschwindig- 
'f<'it; bei den Becqnerelstralilen dRgegen wird diese Masse umso größer, 
J*^ größer ihre fieachwindigkeit ist. Diese Veräuderlicbkeit der Masse 
"iderspricht einem fundamentalen Prinzipe der Physik. Abraham hat 
den Widerspruch durch eine mit den Beobachtungen gut überein- 
Btbuncnde Theorie in folgender Weise gehoben. Die Elektronen bc- 
^iteen nach ihm überhaupt keine Masse in dem gewöhnlichen mechn- 
luachen Sinne. Sie erzeugen aber durch ihre Bewegung elektrische 
'ttd magnetische Veränderungen in dem sie umgebenden Felde; diese 
Elften auf die bewegten Elektronen zurück mit einer Kraft, die der 
wschleunigang proportional und der Bewegungsricbtung entgegen- 
gesetzt ist. 80 kommt es, daß die Elektronen sich bewegen, als ob 
^'^ met^banische Masse besaßen; aber diese Masse ist abhängig von der 
"eschwindigkeit und von den elektromagnetischen Eigenschafton des 
"'^ Elektronen umgebenden Raumes, sie ist nicht mechanischer 
äondem elektromagnetischer Natur. Körper, welche Becquerelstrahlen 

»"••Widen, verlieren hiemach nichts von ihrer pouderabeln Masse. 
WftAtwi wir die negative Elektrizität als einen Bestandteil des Äthers, 
* tteUen sich Kathodenstrahlen und BeciiuerelstrahJen als reine Vor- 
ginge in diesem dar, als Vorgange die man dem Fortschreiten eines 
"itbels in einer Flüssigkeit vergleichen kann. Es unterliegt keinem 
'•*eifrl, daß man damit der WeUentheorie der Kathodenatrahlen, wie 
sie von Hertz bevorzugt worden war, wieder näher gerückt i.st. 



12. Induzierte liadioaktivitäi. — Wir sind durcli die letzteu Be^ 
traehtnagen über das gesteckte Ziel liinausgefütirt worden, kehren aber 
nun zu der Uutersuchung der Becquerulstrahleu zurück, um den früheren 
Bericht iu einigen Punkten zu ergänzen. Zunächst ist zu bemerken, 
daß die Eigenschaft Bectiuereletrahlen auszusenden nicht an «inen 
bestimmten Aggregatzuatand gebunden ist. Herr und Fran Curie, 
denen zuerst die Darstellung von HadiumBalzen in annähernder Heinheit 
gelungen ist, haben aus Hadiumprii paraten aktive Gase entwickelt. Als 
ein weiteres bemerkenswertes Ergebnis führen wir an, da6 Körper, die 
sich in der Niihe von Radi um prii paraten befinden, selber vorübei^ehend 
radioaktiv werden. Man bezeichnet die so erzeugte Aktivität als eine 
induzierte. Es handelt sich dabei nicht um eine unmittelbare Wirkung 
der Strahlen; denn der Erfolg tritt auch ein, wenn die zu aktivierenden 
Körper gegen direkte Strahlung geschützt sind. Man kann daran 
denken, daß zunächst in der Luft ein radioaktives Gas entst«he und 
daß dieses die damit zur Berührung gelangenden Körper aktiv mache, _ 

Eine wichtige auf diese Verhältnisse bezügliche Beobachtung wurde ^ 
von Rutherford gemacht. Er lud einen in der Nähe eines Thoriuni- — 
Präparates betindlichen Draht mit negativer Elektrizität. Der Draht .^* 
wurde dann radioaktiv. Rutherford löste die Oberflächen schiebt des ^^ 
Drahtes in Salzsäure; wurde die Losung eingedampft, so war der trockeue s^^i 
Rückstand viel stärker radioaktiv als die Thorerde selber. 

Elster und Geitel fanden, daß der Rutherford sc he Versuch aucL«:;Äi 
iu Luft gelingt. Wenn man einen Draht in Luft ausspannt, ihir^^n 
negativ lädt und ein paar Stunden exponiert, so wird er radioaktiv ~^^. 
Man kann die aktive Oberfiächenschieht mit einem Lederlappen ab- «r^- 
wischen; sie wird dann auf eine verhältnismäßig kleine Fläche kon- .«rm- 
zentriert und kann nun auch durch die photo graphische Wirksamkei'' ^^ it 
der von ihr ausgesandten Strahlen nachgewiesen werden. Aus deii^n:Wi 
Versuche folgt, daß die radioaktiven Beetundteile der Luft, welch* ^^oe 
auf dem negativ elektrischen Drahte sich sammeln, selber poslti^ -^^ 
elektrisch sind. v 

Positive Ladung des ausgespannten Drahtes erzeugt nach den Vei^cj^fl 
SQchen von Elster und Geitel nur eine sehr schwache Aktivität. ^ 

13.') Ionen in der freien Atmospfiäre. — Die bekannte Erschein uii^v^ig 
der Elektrizitatszer Streuung, des allmähHgen Verschwindens der einerr. iiJ 
Konduktor erteilten Ladung, pflegte man froher als eine Wirkung d^— 
in der Luft suspendierten Staubteilchen und Nebeltröpfchen zu ^-^ 

1) In den SitÄungsberiuliteu der Münchner Akadoinin gebt dieser NiiiniE=»tir 
ein Kapitel voran, daa die tHiencbrift ti^t: Die WiederrereiDignug der lorm«« 
und ihre maiimaie Dichte. Ked. 
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klären. Nun fanden aber Elster und Geitel, dnß die Zeratreuuug 
iin Widerspruche zu dieser Voretelluiig im allgeniPinen um so kleiner 
ist, je mehr die Luft von Nebel und Staub erfüllt ist. Sie af^hlosaen 
daraus, daß die Zerstreuung durch Ionen TemrBaclit wird, die in der 
freien atmosphärischen Luft Torhanden sind. Von einem elektrischen 
Körper werden die mit ihm ungleichnamigen Ionen angeKogeu; sie 
geben ihre. Ladung an den Körper ab nnd neutralisieren mit der Zeit 
Beine Elektrizität. Diese Vorstellung gibt nun Veranlassung zu zwei 
Terschiedenen Reihen von Untersuchungen, Man wird pinmal zeigen 
müssen, wie die Erscheinungen der atmos]>hUri sehen Elektrizität aus 
den Eigenschaften der Ionen sich erklären, wie diese Eigenschaften 
durch Beol)achtungen über atmosphärische Elektrizität bestimmt werden 
können. Auf der anderen Seite wird man nach den Quellen der 
Ionisierung zu suchen haben. Denn wenn die Ionen einen beständigen 
Teil der atmosphärischen Luft bilden, so muß auch eine ununterbrochen 
wirkende Ursache der Ionisierung vorhanden sein. 

Was die erste Aufgabe, die Bestimmung der Eigenschaften der 
iitmosph arischen Ionen, anbelangt, so erscheint als die wichtigste die Er- 
niittelung ihrer Dichte, die Ermittelung der Zahl von positiven und 
ö^gativen Ionen, die sich in einem ccm Luft befinden. Diese Aufgabe 
^ird gelöst durch den von Ebert konstruierten Aspirationsapparat. 
™'Ui könnte annehmen, daß damit die ganze Frage erledigt sei, da ja 
"'S Qbrigen Eigenschaften der Ionen: Beweglichkeit, Diffusionskoeffizient, 
"molekulare Geschwindigkeit und Masse ganz unabhängig von luftelekt- 
""iBchen Beobachtungen bestimmt werden können. Allein man darf die 
^■"'gehnisse, welche im Laboratorium mit trockener staubfreier Luft er- 
"filten werden, nicht ohne weiteres auf die freie atmosphärische Luft 
Q'iertragen. Vielmehr scheint es wlln sehenswert, die Eigenschaften der 
atmosphärischen Ionen für sich zu untersuchen. Von den Beobachtungen, 
"*'* man zu diesem Zwecke benützen kann, wird in den folgenden Ab- 
schnitten die Rede sein. 

in der Frage nach der Ursache der Ionisierung der atmosphärischen 
^oft bieten sich zwei verschiedene Möglichkeiten dar. Es kann sich 
*"n eine spontane Dissoziation neutraler Moleküle in positive nnd 
''^Sative Ionen handeln ähnlich wie bei der Dissoziation der Elektrolyte. 
'^'e Ionisierung kann aber auch durch äußere Ursachen bedingt sein. 
"sto wird dabei in erster Linie an radioaktive Substanzen denken. Die 
'^'txtcre Aimahme wird insbesondere diu-ch die Untersuchungen von 
*-l3ter und Geitel sowie von Ebert Über die radioaktiven Eigen- 
'"'^naften der im Boden enthaltenen Luft gestützt. Möglich ist natürlich 
*^ch, daß beide Ursachen zusammen wirken. Die spontane Ionisierung 
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würde sk'h daon auf alle Teile der Atiuosphäre eretrecken, einu 
stärkte loDifliening überall da auftreten, wo radioaktive Substanz«! 
die atmosphäriHche Luft wirken. 

14. ElektrizUätszerstreuurtg in der Atmosphäre. — Die Methode^ 
nach der wir die ElektrizitätezerBtreuuiig in der atmoeph arischen Luft 
mesaea, ist von Elster und Geitel ausgearbeitet worden. Man benutzt 
dabei ein Alnnilniumblattelektroskop, in dessen Innerem nur ein äußerst 
kleiner Elektrizitätsrerluat stattfindet. Auf die metallene Säule, die zu 
ihren beiden Seiten die Aluminiumblätter trägt, setzt man mit Hilfe 
eines dünnen Stiftes einen Metallzylinder, den ZerstreuungskÖi-per. Man 
lädt Körper und Elektroskop mit dem positiven oder dem negativen 
Pole einer Zamboniscben Süule und beobachtet dann die zeitliche Alh 
nähme der Ladung. Dabei läßt man den Zerstreuungskörper entwedl 
frei in der Luft, oder man umgibt ihn mit einem zur Erde abgeleiteti| 
Schutz Zylinder, dessen obere Öffnung durch einen Deckel geschton 
wird. Im ersten Falle ist der Zeratreuungskörper elektrischen Stömnf 
in der Umgebung oder in der Atmosphäre ausgesetzt, im zweiten F^ 
ist er davon frei. 

Hat der Zerstreu ungs kör per zu irgend einer Zeit eine Ladang: 
und nimmt die Ladung in der Minute um einen Betrag Si ab, so na"^ 
man das prozeutiscb berechnete Verhältnis: 

100^' 
t 

den Zerstrenungsko effizienten. Als ein wichtiges Resultat der ] 

obachtungen möge angeführt werden, daß an der Oberfläche der El 

die Zerstreuung negativer Ladungen im ganzen stärker ist als 

positiver. 

16. Über die Theorie der JSlektrinitälszerstreuung. — I. Die The<n 
der Zerstreuung kann nur in sehr wenigen Fällen in einükcher W« 
entwickelt werden. Findet die Zerstreuung in freier, ruhend gedacht 
Atmosphäre statt, so tritt kein stationärer Zustand ein. Zwar 1 
man die Geschwindigkeiten, welche den Ionen durch eine bestimm 
Ladung des Zerstreunngskörpere erteilt werden, für jede Stelle 
umgebenden Raumes berechnen; aber zu der durch elektrische Krä 
erzeugten Verschiebung kommt noch die Ditfusionsbewegaiig hin 
die lonendichte hängt außer von diesen Vorgängen noch von Neubildm 
und Wiedervereinigung ab. Sie verändert sich nicht nur von Ort zu ft 
sondern auch von Zeit zu Zeit. 

II. Einfacher gestillten sich die Verhältnisse, wenn sich der ^ 
streuungskiirper im Inneren eines vollkommen geechloesenen Kauni 
befindet. Bei der Entwii^klung der Theorie wird man sich auf 
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Betrachtnng eines ZeitraumeB beaitfaränken, innerhalb deasen die T^adiiog 
des Zerstreuangahörpers als unverändert betrachtet werden kann. Beeitzt 
die Ladung eine hinreichende Qröße, so erhält man eine stationäre 
Strömung, im einfachsten Falle einen SättigungsEtrom. In diijBem 
Kalle ist die Abnahme, welche die Ladung des Zerstreuungekörpers in 
einer Minute erleidet, gleich der gesamten Ladung der poeitiven oder 
der negativen Ionen, welche in jener Zeit in dem ZerstreuungBraum 
entatehen. 

ni, Ein zweiter Fall, in dem das Problem der Zeretreuung eine 
einfache Lösung zuläßt, ist gegeben durch einen Zerstreu ungskörper, 
der sich in einer gleichförmig strömenden, unbegrenzten Luftmasse be- 
findet. Hier lassen sich die Verbaltnisse schon bei mäßigen Wind- 
geschwindigkeiten so einrichten, daß der Einfluß von Neubildung und 
^Wiedervereinigung der Ionen vernachlässigt werden kann. Die Zer- 
streimng ist dann unabhängig von der Windgeschwindigkeit, aber 
Verschieden je nachdem der Zeratreuungskörper positiv oder negativ 
geladen ist. 

IV. Wenn man, wie Üblich, die Zeratreuungskoeffizienten bestimmt, 
'^tthrend der Zerstreunngskörper von dem SchutKzylinder umgeben ist, 
*« liat man mit komplizierten Verhältnissen zu tun, die eine strenge 
'^lieorie des Versuches unmöglich machen. 

Man könnte zunächst die Venuutung hegen, daß der Schntzzy linder 
"^''nähernd wie ein geschlossenes Gefäß wirke, daß man also mit Be- 
*«gungen der Ionen zu rechnen habe, die sich dem Zustande des 
^^ttigungsstromes nähern. Die Vermutung wird widerlegt durch die 
■•■^tflache, daß die Beobachtungen im allgemeinen eine wesentliflie Ver- 
^'^h.tedenheit der Zerstreuung bei positiver uud bei negativer Ladung 
*^*^eben, während bei dem gewöhnlichen Sättigungsstrom die Zeretrennng 
**>n dem Vorzeichen der Ladung unabhängig ist. 

Man kann weiter fragen, ob nicht die Formeln des vorhergebenden 

-Abschnittes mit einigem Rechte auf die mit dem Zerstreuungsap parat 

^on Elster und Geitel erhaltenen Werte angewandt werden dürfen. 

■*> der Tat kaun man wohl annehmen, daß jene Formeln auch bei 

ttör^el mäßiger Bewegung der Luft gültig bleiben, sofern dabei nur 

immer neue Liiftmengen an den Zerstreuungskörper heran geführt 

*etden. Inwieweit aber diese Bedingung bei den einzelnen Beobach- 

^Qögen mit dem Zerstreuungsapparat erfüllt wird, inwieweit außerdem 

"ie Diffusion eine wesentliche Rolle spielt, entzieht sich der Beurteilung, 

Die Anwendung der angeführten Formeln auf diese Beobachtungen ist 

^^er von etwas zweideutiger Natur. 

lö. Das elekirisclie Feld der Erde. — Aus den elektrischen Wir- 
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kungen, die wir an der Oberfläche der Erde beobachten, folgt, daß dts 
Oberfläche der Erde der Regel nach eine negative Ladung beeitzb 
Die Dichte d dieser Oberfläehenladung ist mit der gegen die Erdd 
fläche gerichteten elektrischen Kraft S durch die Beziehimg 6 = 4«^ 
verbunden. Um die Kraft S zu erhalten, wird man die Potential« 
differen?. zwischen einem in der Höhe von ss cni über doni Erdbodi 
liegenden Punkte und zwischen dem Erdboden selbst mit Hilfe ein 
Elektrometers bestimmen. Die Differenz sei gleich V Volt. Für du 
Höhendifferenz von 1 cm beträgt dann die Zunahme des Potentiale 
der Potentialgradient Volt. Die elektrostatische Kraft ® berechni 
sich daraus nach der Formel: 

Für WolfenbUttel ergibt sieb aus den Beobachtungen von Eiste 
und Qeitel im Mittel: 

J = 2,21 Volt, 

somit @ = 0.0074 und d = — 0,00059 elektroatatiacbe Einheiten pro qcm. 
In der Atmosphäre selbst kommt außer der Wirkung der Obep- 
äüehenladung der Erde noch die der atmosphärischen Ionen hinzo. 
Nun ist die Dichte der positiven Ionen in den der Erdoberfläche 
benachbarten Schichten der Atmosphäre im allgemeinen großer als di« 
der negativen. Die Kraft <£, mit der die Einheit der positiven Elek- 
trizität nach der Oberfläche der Erde getrieben wird, nimmt also mit 
der Erhebung über den Erdhoden ab. Die Abnahme der Kraft auf 
der Längeneinheit, ihr Gradient, hängt uach einem bekannten Satae 
mit der Dichte der räumlichen Ladung der Atmosphäre zusanmieo. 
Diese aber ist gleich dem elektrischen Elementarquantum t, multipli- 
ziert mit dem Überschuß der Dichte der positiven Ionen über dia 
der negativen. 

Eine Abbandlnng vonGauß über Erdmagnetismus und Magnetometer 
beginnt mit den Worten: „Zwei große Naturkräfte sind auf der Erd» 
allerorten und in jedem Augenblicke gegenwärtig: die Schwere und die 
erdmt^etische Kraft. Die Wirkungen der Schwerkraft sehen wir auf 
jedem unserer Schritte uns begegnen. Die Wirkungen der erdmagne- 
tischen Kraft fallen nicht von selbst in die Augen, sondern wollen 
gesucht sein: Jahrtausende vergingen, ohne daß man nor von der 
Existenz dieser Kraft wußte. Von der ersten Kraft werden alle Ver- 
hältnisse des physischen Lebens durchdrungen, von der andern wenige™ 
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oder gar nicht berührt." Wir können den von Gauß genannten 
Kräften eine dritte hinzufügen ^ die elektrische Kraft der Erde. Auch 
sie entzieht sich im gewöhnlichen Laufe der Dinge einer oberfläch- 
lichen Beobachtung; aber von Zeit zu Zeit sammelt sie sich zu den 
Entladungen des Gewitters, und sie breitet über weite Kreise der Erde 
die Strahlen des Nordlichts. Sie hat nicht die Stetigkeit der erd- 
magnetischen Kraft; vielmehr verschwindet der bleibende Grund der 
Erscheinungen hinter den unregelmäßigen Schwankungen. Damit hängt 
es zusammen; daß eine allgemeine Theorie der Luftelektrizität, ein 
Seitenstück zu Gauß' Theorie des Erdmagnetismus, fehlt. Zudem be- 
ziehen sich unsere Beobachtungen vorzugsweise nur auf die Oberfläche 
der Erde; der Zusammenhang der Erscheinungen kann aber nur dann 
deutlich werden, wenn wir das Verhalten der Luftelektrizität in dem 
ganzen die Erde umhüllenden Luftmeere kennen und die hierauf ge- 
richteten Forschungen sind erst in den Anfängen begriflFen. Noch eine 
große Arbeit wird notwendig sein, ehe wir imstande sind die vielen an 
die Erscheinungen der Luftelektrizität sich knüpfenden Fragen zu beant- 
''^orten. Diese Arbeit kann aber nicht von einzelnen geleistet werden, 
sondern nur von einer die Erde umschauenden Organisation, deren 
^^ründung als eine würdige Aufgabe für die internationale Assoziation 
"®r Akademien erscheint. 

Beiträge znr Geometrographie m.^) 

Von R. GüNTSCHE in Berlin. 

Im vorliegenden Teil der „Beiträge" soll gezeigt werden, wie sich 
^^^ einfaches Lösungsprinzip, das sich auf ganz elementare Potenz- 
^^K^nschaften des Kreises stützt und aus der Theorie des Kugel- 
K^btlsches*) ohne weiteres entnommen werden kann, zur geometro- 
S'^phisphen Behandlung einer Reihe von Aufgaben verwerten läßt, 
^gründe liegt der Betrachtung die konstruktive Lösung der quadrati- 
schen Gleichung, welche in der folgenden Aufgabe gefordert wird. 

1. Die quadratische Gleichung. 

Zu XLI und XLn*). Eine Strecke BC (innen oder außen) so zu 
*^*feit, (hiß das Produkt der Abschnitte dem Produkte zweier gegebenen 
^^^ccken a undb gleich ist. PQ = a, RS = 6. 

1) Beite. I 8. da. Zeitschr. (8) 8, 191 — 194, 1002; Beitr. II s. (3) 6, 
^to-^Ue, 1908. 

8) Th. Beje: Synthetische Geometrie der Kugeln usw. Leipzig, 1879. 
3) Diese Kammern beziehen sich auf ,,Scientia''. 
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fahren für die äußere Teilung zu einer zweiten geometrographischen 
Konstruktion mit dem Einfachheitskoeffizienten 15; welche der in 
Scientia (8. 50) mitgeteilten an die Seite zu stellen ist. 

Die Übertragung der behandelten allgemeinen und besonderen 
Aufgabe auf das Mascheronische Verfahren ist ohne weiteres aus- 
führbar. 

Es soll nun im folgenden dargetan werden ^ wie die soeben be- 
schriebenen Konstruktionen auf die Kreisteilung angewandt werden 
können y sodann^ wie das in ihnen enthaltene Lösungsprinzip mit ge- 
ringer Modifikation zu Konstruktionen der vierten Proportionale, der 
inversen Punkte und der harmonischen Teilung führt und mit der 
Theorie eines bekannten Inversionsinstrumentes zusammenhängt; hieran 
knüpft sich die Anwendung auf Aufgaben aus der projektivischen ^) 
und analytischen Geometrie. In ähnlicher Weise soll schließlich eine 
Konstruktion der Potenzlinie zweier Kreise, deren Lösungsprinzip dem 
erwähnten verwandt ist, auf andere Aufgaben übertragen werden. 

2. Zur Kreisteilung. 

Die obige konstruktive Lösung der quadratischen Gleichung für 
den speziellen Fall a = b kann zur stetigen Teilung einer gegebenen 
Strecke a benutzt werden. Ist x der größere Abschnitt, so ist der 
Gleichung a(a — x) ^ x^ oder x^ + ax — a^ =^ zu genügen; es ist 
also die Strecke a außen') so zu teilen, daß das Produkt der Abschnitte 
dem Quadrat von a gleich ist, oder es sind folgende Gleichungen, in 
denen a =» 1 gesetzt ist, konstruktiv zu lösen: 

X* ^"~ X^ ^^ A , X\ Xa ^~~ JL . 

Die Konstruktion, zu welcher die ökonomische Behandlung (unter 
Benutzung der Tarry-Bernesschen Tangentenkonstruktion ^) führt, hat 
den Einfachheitskoeffizienten 14, erfordert also eine Operation mehr als 
die geometrographische Konstruktion*). Auf die Kreisteilung angewandt, 
führt sie jedoch zu geometrographischen Konstruktionen: 

1) Weitere Beispiele dieser Art folgen im nächsten Teil der „Beiträge". 

2) Das Gegenstück dazu, den goldenen Schnitt durch innere Teilung, hat 
Herr H. Bodenstedt in der Versammlung deutscher Philologen und Schulmänner 
zu Halle (Sept. 1908) vorgetragen (Bodenstedt, Ein Vortrag über Geometro- 
graphie. Zeitschr. f. math. u. natw. ünt. 85, 303, 1904). 

8) „Scientia", S. 32, XXXIV, premier cas. 

4) DafQr hat sie aber (neben jener von Herrn Bodenstedt a. a. 0. mit- 
geteilten) vor den vier geometrographischen wie vor der klassischen den Vorzug, 
daß sie eine größere Bewegungsfreiheit gewährt (vgl. R. Güntsche: Zu Herrn 
B. Mehmkes Bemerkungen usw., Jahresber. d. D. Math.-Ver. 12, 294, 1908). 




Fünf' und Zehiiküuny der Peripiierie e/w» i/egebetten Kreises. 

ISecliste gvometrotfiraphische EottstruHi/m^) (Fig. 17). Um einen be- 
liebigen Punkt B der Peripherie des gegebeneu Kreisus 0{r) beschreibe 
_^ man mit einem iuiierbalb gewisser GrenzeE'l 

/ -^^7^ . beliebigen Kadiue p den Kreis li{fi), welcher 

' /ftT^'^^X *'*"^ gegebenen Kreia in Ä und 6' schneidet 

\ ^f~^ ^-4 V \ ('-''s + ^'3)1 ziehe den DnrobniesBer AOA^ 

^^^i2^-!.,__),\--. (2i?i + 7fj), beschreibe den Kreia Ä {AC) 
\"^Zi-^::^-''T'r (2t', + Cä}. welcher B{e) in I) trifft, sowie 
^-|C /'' /JA 0{AC) (Ct+t-s). der.^(.4r) in r/ schneidet. 
2^ — '\ »md beschreibe (*) J{OD) (iCj +f',), der die 

p. ^, Verlängerung von OA in X und X' trifit; 

A{AX) liefert auf der Peripherie von 0{t) 
A^ nnd A> A{AX") A^^ und ^^ (3 (', + 2 O,); durch die Punkte 
jIj, A^, A^, A^, ,1g ist die Fünfteilung ausgeführt; die Kreise 
^j(^X') und A^{AX') (2C, + SCj) liefern die nußer A^ (d. 1. Ä) zur 
Zehnteilung noch fehlenden Punkte .d,, A^, yl,, .4^. Die Symbole sind: 
Füufteilung: Op.: (3Jii + Ji, + 8C; + <?, + "C»); S.: 18; E.: 11; 
1 Gerade, 6 Kreise. 

Zehuteilung: Op.: (2«, + K^ + l'**^! + ^^ + «C^) 8.: 22; E.: 13; 

II Gerade, 8 Kreise. 
Die im Teü II der „Beiträge" mitgeteilte vierte geonietrograpbische 
Konstruktion") läBt sich aus dieser Konstruktion leicht durch Speziali- 
sierung von (I ableiten. 
Die Mascberonische Konstruktion, vrelche man aus dieser sechsten 
geunietrographiBchen Konstruktion ohne weiteres enhiehmen kann, in- 
dem man den Durchmesser vr^gläßt und dafür das Spiegelbild J' von J 
in bezug auf diesen Durchmesser einführt, hat für die Fünfteilung (bei 
welcher man zum Schluß A^ durch A^i^A^A^ findet) den Einfnchheitfl- 
koeffizienten 20, für die Zehnteilung (bei welcher A^ durch A^^AX') 
erhalten wird) den Einfachheitsgrad 23, Diese Zirkelkonstruktion hatte 
ich früher*) als die im geomctrftgraphiscben Sinne einfachste bezeichnet: 
inzwischen hat sich jedoch herausgestellt, daß die Mascheronische 
' Fünf- und Zehnteitung'), welche aus der vierten geometrographi sehen 

1) Üb«r die erste bis fünfte b. den vor, Teil der „Beitrage", über die siebente 
loduDBtedt: Oeomptrographische Fdiif- und Zeh necka- Konstruktionen, Unt-Bl, 
Uftth, 11. Nnturw. 10, 11>04. 



S) nämlich \T{yf, iVs). 
8) Buitr. U, S. U&. 
4) Die qDftdratiachc Gleichung u 
fi) Bcitr. U, S. UU, Fig. 15. 



a. ti. 0. S. 22, 23; Beilr. U, 3, 144, F«! 
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Konstruktion abgeleitet und somit als Spezialisierang der sechsten an- 
zusehen isty sich einfacher gestaltet^ wenn man nicht den Radius, son- 
dern eine dem Badius gleiche Sehne nach dem goldenen Schnitte teilt, 
ja daß sie eine weitere geometrographische Konstruktion darstellt: 

Ächte geometrographische Konstruktion (Konstruktion mit detn Zirkel 
allein, Fig. 18). Man beschreibe um irgend einen Punkt A auf der 
Peripherie des gegebenen Kreises 0{r) den 
Kreis A{AO) (C, + (7, + Cj), der 0(r) in ^^ ^ \>^ 

F und F' trifft, beschreibe F(FF') .!fJ A^^^ 

(20^ + Gj), der 0(r) in Aq schneidet, und 
AiFF') (C^ + C^), der F(Fr) in J und 
eT trifft, sowie J(AA^) und J\AAq) 
(SCj + 2C3), die sich iu X und X' schnei- 
den; ^(^X) und A(AX'){3C, + 2C^) 
geben durch die Punkte A^, A^, A^, A^ 
nebst A^ die Fünfteilung; Op.: (10 C^ + (7, 
+ TC,); S.: 18; K: 11; 7 Kreise; A^(Ax') 
und A^{AX') (2C\ + 2C3) und Al^ (d. i. A) vollenden die Zehnteilung; 
Op.: (12Ci + Ci + 9^8); S.: 22; K: 13; 9 Kreise. 

Die soeben beschriebene sechste und achte geometrographische 
Fünf- und Zehnteilung erscheint deshalb von Wichtigkeit, weil das in 
ihnen enthaltene Prinzip ohne weiteres auf die Kreisteilung nach den 
übrigen 6 au Bischen Primzahlen übertragen werden kann.^) In der 
Tat, der Vergleich lehrt, daß die sechste geometrographische Fünf- 
und Zehnteilung bis zum Zeichen (*), d. h. bis zur Auffindung des 
Punktes J, buchstäblich mit der zweiten kanonischen geometrographi- 
schen Siebzehnteilung ^) übereinstimmt. Entsprechendes gilt von der 
aus dieser abgeleiteten Mascheronischen Siebzehnteilung ^), wenn man 
sie mit der achten geometrographischen Fünfteilung vergleicht; nur 
muß man bei ihr dasselbe vereinfachende Verfahren anwenden wie bei 
dieser; sie möge deshalb hier kurz mit dieser Modifikation beschrieben 
werden. 

Siebeehnteüung des Kreises (Konstruktion mit dem Zirkel allein). 

L Man beschreibe um irgend einen Punkt A der Peripherie des 
gegebenen Kreises 0{r) den Kreis A{AO)y welcher 0{r) m Fund F' 
schneidet, hierauf zeichne man F{FF'), welcher 0{r) in Al^ und A{AO) 

1) Eine Übertragung auf die 257 -Teilung behalte ich mir vor. 

2) B. Güntsche: Geometrographische Siebzehnteilung des Kreises. Sitzungs- 
berichte der BerL math. Ges. 2, 10 — 16, 1903. Die erste kanonische geometro- 
graphische Siebzehnteüung rührt von Herrn C. Moreau her. 
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in A' trifft, ÄiFF'), der F(FJ") in J und J', sowie 0{r) bH 
schneidet, und J{A'H) sowie iT^A'H), die sich in J, Bolineiden (J ff 
etellt rVl dar) (8C, + Cj + 5 Ca). 

n und ni. Man bescJireibe J-^iJ' A), der /"(FJ") in Ä" und Ä' 
sowie ^(FK) in Z, und L' trifft, ferner £(ji„) sowie K'(.iA^), 
welche eich in K^ schneiden, und L{AAq) sowie L'{AA^, welche sirb 
in /., treffen (8C', + 5Cj). 

IV. Man bcBchreibe K^iV A), welcher ÄiFF") in M* trifft, 
L^(L'A), der ^tFi'") in Jlf und M' schneidet, sowie M{FM*) un* 
M'{FM*'), welche sich in -W, und Jlf, treffen (7C, + 4C,). 

Bei dieser Konstruktion ist folgende Reihenfolge der Buchstftkii 
auf einer gedachten Geraden inne zu halten: L^, M,, J,, Jlf,, A, F, £,- 

Bis zur Bestimmung der Seite AM^ des einbeschriebenen regel- 
Diäßigen Vierunddreißigecks ergibt sich dann folgendes Symbol: 
Op.: (23f!, 4- Q + UC,); S.: 38; E.: 24; 14 Kreise. 

Die Festlegung der Teilpunkte erfordert IIC, + 9C^, so daß man 
als Sjmbol für die gesamte Mascheronische Siebzehnteiltmg bis mi 
Festigung sämtlicber Teilpunkte erhalt: 

Op.: (34C, + C, + 23f?a); S.: 58; E.: 35; 23 Kreise. 

3. Die vierte Proportionale. 

Für die Konstruktion der vierten Proportionale zu drei Strecken 
hat Herr C. Moreau unter Verwendung seines schon früher erwähnteii 
Verfahrens für die Schlußzeichnung („4purc definitive"}') den Einfach* 
heitsgrad 19 aufgestellt, wodurch die bisherigen sieben geometro- 
graphischen Konstruktionen („Scieutia" luid Beitr. II, 139—142), derea 
Einfachheitsgrad 21 ist, aufhören, georaetrographisch zu sein. Auf 
Grund der obigpn konstruktiven Lösung der quadratischen Gleichung 
erhalten wir nun eine zweite geometrogmphische Konstruktion: 

XXXVllI. Zu drei genefienen StrcrJcen M, N und P die vierte Pro- 
portionale zu konstruiere»; X. = ~-- AB = M, CD — N, EF~ P. 

Ziedle geomclrngraj^iis^ Konstruktion {Fig. 19). Man verlängern 
CD um DG = FF(3Ci + Cj) und beschreibe mit dem beliebigen, hin- 
reichend großen lliidiua (f die Kreise C(q) nnd (r|p), die sich in K 
schneiden, sowie A{^) I^C\ + 'dC^), darauf B(DK), der A{(f) in L 
trifft, und L{DK) (4C, + 2C\), der AB (außer in it) in J trifft tJi 
it^end einen Punkt S der Zeichenebene beschreibe man sohlieBIii 

1) Ueiti. 11. S. U3, FuQnote. 
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JS{AJ) (2 Cj + (7,) ; der Radius dieses Kreises ist, unabhängig von der 
liage der gegebenen Stücke, die verlangte vierte Proportionale zu üf, 
N und P; Op.: (120^ + 7C,); S.: 19; E.: 12; 7 Kreise. 

Das Verfahren ist dasselbe, wenn man CD um EF nicht ver- 
längert, sondern verkürzt; die entsprechenden Suchstaben sind in der 
Pigur durch einen Akzent bezeichnet. 

Will man das hier auf die Schlußzeichnung angewandte Moreau- 
sche Verfahren vermeiden, so kann man — nachdem man ± EF auf 

p y — ^ M 

s- 1 

Fig. 19. 

DC abgetragen hat — AB slu eine beliebige Stelle der Ebene ver- 
legen und mit der Zeichnung von ä(q) usw. fortfahren; man kommt 
dann auf den Einfachheitsgrad 20. 

Diese Konstruktion ergibt sich unmittelbar unter Anwendung des 
Sehnensatzes aus der Figur eines Kreises K(q), zusammenfallend mit 
Z(p), in welchem zwei Sehnen CG und AH sich in einem Punkte D 
(d. i. J) der Peripherie eines konzentrischen Kreises schneiden, der AH 
zum zweiten Male in B trifft; die Potenzgleichung lautet CD -DG 
^AJ'JH, also ^AJ'AB. 

XXXV 3) und 4). ' Eine Strecke AB und zwei Strecken p und q 
sind gegeben; es soU AB in C derart geteilt werden, daß 

3) ACiAB^piq-, 4) ACiBA^piq. 

a) Entweder 3) oder 4). Zweite geometrographische Konstruktion^) 
Man beschreibe B{p) (3Cj + Cj), der AB isi der Richtung AB in G, 
in der Richtung BA in G' schneidet, imd A{g) (3Ci + Cj), der -4jB in 
der Richtung AB m H, in der Richtung BA in H' trifft, sowie mit 
einem beliebigen, hinreichend großen Radius q A{fi) und G{fi) {C^ '\-2C^, 
die sich in K treffen; hierauf beschreibe man H(BK) (3(7i -f- C,), der 
A{q) in L trifft, und L{BK) (C^ + Cj), der AB in dem gesuchten 
Punkte C schneidet. Statt G und H hätte man auch gleichzeitig G' 

1) Die erste s. Beitr. II, S. 185. 
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und H' wählen kötiuen. Um C , der die Aufgabe 4) löst, statt C vi 
finden, hat man G durch G' oder // durch H' zu ersetzen. Jede 
dieaer beiden Konstruktionen hat hiernach das Symbol Op.: (11 C\ +6Cj); 
S.: 17; E.: 11; (i Kreise. 

b) 3) und 4) zugleich. Dritte gcomelrographische Konstrttklm.^] 
Hat man C gefunden, so erhält man C durch A(ÄC) (2C\-\-C,); 
Op.: (13C, + TC's); S.: 20; E.; 13; 7 Kreise. 

■I-. lüverae Punkte, Polaren, harmonische Punkte. 

Zu XLIV. Ein Kreis um <kn Punkt mit dem Radius E tiiirf 
die Punkte A^, A^, . . . A^ seien gegeben: es sollen eu diesen Punklm 
die incerseit Punkte A'^, -^jj ■ - ■ -4i in bceug auf den Kreis grfmdm 
ifcrdeTu 

Geotnetrographische Konstruktion pir n> 1. Man zeichne den durch 
Ai gehenden Durchmesser S0C{2R^ + flj) und beschreibe mit dem 
beliebigen, hinreichend großen Radius p -B(p) und C{q), die sich in K 
flchneiden, sowie 0(p) (30, + 3Cj); ferner nehme man OK anf (CJ 
und beschreibe fQr ;,-=l, 2, ...n die Kieise ^,(Ofi:){«C', + nCj), 
welche 0{(i) in L^ und L't treffen, zeichne L^(OK), der OA, in A[ 
trifft, und beschreibe für A = 2, 3, . . . n die Kreise L^^OK) und 
Li{OK), die sich in Ai schneiden [(2n — 1)C', + (2« — 1)6',]( 
Op.: LäJii + iJg + (3H + 3)C, +(3h + 2)C3]; S.: 6m + 8; E.: 3h + 5; 
1 Gerade, (3h + 2) Kreise. Da (für /; - 1, 2, . . . m) OL^ = BK ist, 
so ist die Potenz von in hezug auf L^(OK) gleich der von B is 
bezug auf K(OK), also in der Tat OA^ ■ OAi = B0^, d.h. = BK 

In „Seientiit" ist nicht diese allgemeine Aufgabe, sondern nnr dei 
besondere Fall behandelt, daß die Ponkte A^, A^, ■ ■ A^ auf einem 
Uurchmesser liegen; in diesem Falle kommt man mit der obigen 
Konstruktion auf S.: 4» -\- lü. Diese ist also der in „Scientia" an- 
gegebenen, welche den Einfachheitsgrad 6« + 5 besitzt, für n > 2 
überlegen. 

Die für die allgemeine Aufgabe beschriebene Konstruktion bedarf 
nur einer geringen Abänderung, um eine Kon.'itrukiinn inverser Punkte 
mit iletn Zirkel allein darzustellen: Man beschreibe um den auf der 
Peripherie des Kreises 0(R) beliebig angenommenen Punkt /) D{DÖ) 
(C, + C, + Oj), der 0(H) in B und E trifft, ferner mit einem be- 
liebigen Radius p ß(p) und i'(p) (f, -\- "-iC!,), die sich in K treffen, 
und 0(BK) (SC, + Cj); dann nehme man OK auf (C,) und boachreibe 
fBr ft = 1, 2, . . . ti die Kreise Ä^(OK) (nC^ + nC^), wodurch auf 0{BK) 

1) Die ente i. „ScientiBi", die zweite Beitr, II, tj. ISS. 
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die Schnittpunkte Z^ und Lj^ entstehen, und schließlich Lj^{OK) und 
Ll{OK) (2wCi + 2«qj), die sich in A^ schneiden; Op.: [(3» + 6) C^ 
+ C, + (3n + 4)(73l; S.: 6» + 11; E.: 3» + 7; (3n + 4) Kreise. Diese 
Konstruktion ist zwar nicht so einfach wie die von Herrn A. Adler*) 
beschriebene, aber sie ist stets in unveränderter Fassung anwendbar ^^). 
Man überzeugt sich leicht, daß sie auch aus der Theorie des In- 
versionsinstruments von Peaucellier*) abgeleitet werden kann, mit 
der sie im Prinzip übereinstimmt. 

Zu XL VI. Die Polaren von n Funkten A^, A^, Al^, • • • -^n *^ ^^" 
zug auf einen Kreis vom Badius R und MiUdpunJct zu zeichnen. 

Man könnte hierzu die oben beschriebene Konstruktion der rezipro- 
ken Punkte fortsetzen, indem man noch 2n Gerade zieht. Diese Kon- 
struktion wäre aber nicht geometrographisch; für n>l ist ihr die 
folgende Konstruktion überlegen, welche sich auf die Erwägung stützt, 
daß ein Punkt G der Polare, der von um q entfernt ist, vom Pol A 

(wobei OA = a sein soll) die Entfernung Yq^ — 2JB^ + a* hat 

Geometrographische Konstruktion für « > 1. Man zeichne durch 
A^ den Durchmesser BOG {2Rj^ + R^) und beschreibe mit einem be- 
liebigen, hinreichend großen Radius q B{q) und 0(9), die sich in D 
schneiden, sowie 0{q) (ßC^ + 3C3), lege durch ^, ^g, ... die Kreise 
0(0A^), 0{0A,), . . . [(n - 1)C, + (n - l)^,], die BC in JE,, E^, . . . 
treflFen, nehme OD auf {€,), beschreibe B(OD) und C(0D)(2C^ + 2(7,), 
die sich in F schneiden, und zeichne A^{A^F), ^,(£',2^), A^(II^F), . . . 
[(3n -1)C^ + n(7,], welche 0{q) in G^ und G[, (?, und (?,', G, 
und 6r^, . . . schneiden; G^G[y G^G'^y . . . (2wJBi -f- niZ,) sind die ver- 
langten Polaren ; Op. : [(2 n -h 2) iJ^ -f («+ 1 ) iJ, -f- (4 n + 4) Q -h (2 « -|- 4) G,] ; 
S.: 9n 4- 11; E.: 6w -f- 6; (n -f- 1) Gerade, (2n -f- 4) Kreise. 

Zu LIX. Es seien auf einer Geraden zwei Funkte B und C, sowie 
n Funkte A^, A^, ^, ... -4, gegeben; zu -4,, ^, . . . A^ die konjugier- 
ten harfHonischen Funkte A[, A'^, - - * An in hezug auf B und C zu 
finden, 

Geometrographische KonstruJction für n > 1 (Fig. 20). Man beschreibe 



1) A. Adler: Zur Theorie der Mascheronischen Konstruktionen. Wien. 
Ber. 99, 910 ff., 1891. 

A. Adler: Zur Theorie der Zeicheninstrumente. Berl. math. Ges. 1, 26, 1902. 

2) Vergl. A. Adler, Wien. Ber. a a. 0. Seite 911 u. 914, femer „Scientia", 
S. 64, XLIY, letzte Konstruktion. 

8) Eine ähnliche Bemerkung gilt für die Zirkelkonstruktion der vierten Pro- 
portionale, Beitr. H, 8. 141, Fig. 9, im Vergleich mit der von Mascheroni. 

4) Vergl. Bouchä et de Comberousse, Trait^ de G^om. Paris 1900, I, 
No. 406, S. 309. 






262 B. Güntschb: 

mit dem beliebigen, hinreichend großen Radins q B{q) nnd C(q) (2 0^ + 2 C,), 
die sich in K und K' schneiden, ziehe KK' {2R^ + ü,), die BC in M 

^ trifft, beschreibe Jtf ((>) (C^ + C^), 

nehme MK auf (Cj), besdireibe 
^ ,^ ^v- für A; =» 1, 2, . . . n die Kreise 

^^^* j ^ "^A -4,(Jf 20 (nCi + n C,), die M{q) in 

^'^ ' ^^ IS ^i^^^"^ wC^sX welche JSC in den gesnchteE 

I Punkten At schneiden; Op.: [2Jßi + 

\ '/.. i2, + (2n + 4) Ci + (2»t + 3)CJ; 

^'^ S.: 4n + 10; E.: 2ft + 6; 1 Ge- 

rade, (2n + 3) Kreise. 

Da MLj^ = BK, so ist die 
Potenz von M in bezug auf den Kreis L^{MK) gleich der von B in 
bezug auf K{MK), also MA^ • Jf^i = Jf jB*, mithin in der Tat Ü 
zu ^^ konjugiert. 

5« Aus der projektivischen Geometrie. 

Die Doppdpunkte E und F zweier aufeinanderliegender prcjAüm- 
scher Punktreihen m finden, von defwn außer dem Träger die FhuU- 
putikte J, /' und ein Paar homologer Punkte A, A' gegti)en sind.^) 

___ Man hat bekannt- 

/""'^ ^"^v lieh E (und F) so 20 

^N,^ .Ä\ suchen, daß die Glei- 



Fig. so. 



\ 



\ 



V 

^\ \ chung besteht: 



/ 



. , ., —-,3 . 1 — JE'Er^JA'Al', 

A' »X ^FT^ aTp] 

yj ^^ die eingangs beschrie- 

bene konstruktive Lö- 
sung der quadratischen Gleichung findet also hier unmittelbar An- 
wendung: 

Geometrographische Koftstruktion (Fig. 21). Man trage auf JT 
r P = A'A ab (SCj + Cj), beschreibe mit einem beliebigen, hinreichend 
großen Radius q I^q) und P{q\ sowie J{q) {2C^ + SC,), der P(q) in 
K und I'ig) in L schneidet, und beschreibe L{AK) (3(7, + C,), der 



1) Tergl. z. B. H. Hankel: Die Elemente der projektivischen Geometzie, 
Leipzig 1875, S. 104, 105. Die daselbst mitgeteilte Eonstroktion eine« onbekann- 
ten Autors f welche Hankel als schön nnd elegant bexeiehnet, erfordert 65, bei 
ökonomischer Behandlung 44 Elementaroperationen, also drei- bis Tiennml so Tiel 
als die obige, deren Deduktion überdies bei weitem einfacher isl 
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Jr in den gesuchten Doppelpunkten E und F triflft; Op. : (SC^ + 5Gj); 
S.: 13; E.: 8; 5 Kreise. 

Die Diskussion der Fälle^ die sich aus der verschiedenen Lage der 
gegebenen Punkte zueinander ergeben, möge hier übergangen werden. 

6. Aus der analytischen Geometrie. 

Es soU das Paar der durch die Gleichung ax^ + hxy + cy^ = 
^^ hemg auf die beiden Koordinatenachsen X und Y dargestellten 
f^^^aden gezeichnet werden; ÄÄ'^a^ BB' = b, CC' = c sind nach 
GrxSße und Vorzeichen gegebene Stredcen, a wird positiv angenommen. 

Für diese Aufgabe (welche auch von Herrn Lemoine^), aber ohne 
Angabe des Einfachheitsgrades, erwähnt wird) stellte Herr Moreau 
**ls Einfachheitsgrad zunächst die Zahl 38, später, unter Anwendung 
^^^ oben mitgeteilten konstruktiven Lösung der quadratischen Gleichung, 
di^ Zahl 34 auf; die beiden Konstruktionen, welche diesen Einfachheits- 
Si^s^d bieten, beruhen darauf, daß man das Paar von Punkten kon- 
stxiaiert, für welche y = a und x^ + hx + ac =^ ist; durch diese und 
dexi. Koordinatenanfangspunkt sind die beiden Geraden beeckimmt. 

Erste und zweite geometrographische Konstruktioti, Man trage auf 
CO' C'D^a ab, beschreibe 0{a), der E auf OX und F auf OY 
ffesttegt, sowie E{a) und F{a)j die sich in G schneiden, und ziehe 
-F'ö(2Ui + J2, + 6(71 + 40,); dann trage man auf FG FH^b ab 
(3 Cj -}- Cj) und beschreibe mit dem beliebigen, hinreichend großen 
Radius Q F{q) und H(ff)y die sich in L treffen, sowie C(q) und D(q), 
die sich in K schneiden {3C^ + 40,), hierauf beschreibe man L(C'K) 
(3 q + C), der M und Jf' auf FG bestimmt; OM und Jf ' (4R^ + 212,) 
sind die verlangten beiden Geraden; Op.: {6R^ + dR^ + IbC^ + 10 Q); 
^•' 34; E.: 21; 3 Gerade, 10 Kreise. Auch die zweite geometrographische 
^^^^truktion der Parallelen hätte man zur Auffindung von FG ver- 
^©nden können. 

Das Symbol ändert sich nur wenig, wenn man, statt CC um a 
^ 'Verlängern, nach der Herstellung von FG entweder OS = c auf der 
''^^* Achse, oder GS' ^c auf FG abträgt und nun Punkt K so auf 
> O, JP oder S', (?, F bezieht, wie in der vorigen Konstruktion auf 
^> C', D; man erhält Op.: {QR^ + 32?, + 16Ci + 90,); S.: 34; E.: 22; 
^ Gerade, 9 Kreise. 

Dies die beiden Konstruktionen von Herrn Moreau. Man konnte 
^^h, sein Verfahren modifizierend, folgendermaßen vorgehen: 

Dritte geometrographische Konstruktion, Man beschreibe 0(6), der 

1) E. Lemoine: Prinoipes etc. Arch. (3) 1, 334, 1901, Aufgabe 12. 
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P anf OX festlegt (Sf, + C^). nnd zeichne C'{a), der P auf CC b&- 
Btimmt, sowie 0(«), der Ol" in F sctneidet, und P(a) {öt\ +3(^'); 
man ziehe sodann F{PO) (20^ + C,), der P{a) in B triSl, ferner F(() 
und H{q), die sieh in i und L' aelmeiden, sowie C(p) und /*(p), ü* 
sich in K treffen (3C, +4(^5); hierauf beschreibe man L{KC') wA 
L'{KC') {4C, + 2r,), die sich in M und Jl/' schueiden; OM und OK' 
(4Äi + 2^) sind die gesuchten Geraden; Op.: (4 Ji, + 27?, + HC, + llf',); 
S: 34; E.: 21; 2 Gerade, U Kreise. 

7. Die Potenzliuie und Verwandtes. 
XLVH. jyie Potemlinie sweier Kreise und 0' von den Baiiie« 
R und R' n( konstruieren. 

Für jeden Punkt dieser Potenzliuie ist die Differenz der Quadrate 
der Entfernungen von und 0' gleich R^ — R'-, also unabhünf^ig 
von der Lage der Kreise zueinander; man bringe also die Kreise iu 
eine zum Zeichnen der Potenzlinie bequemere Lage, nämlich in eine 
solche, bei der sie sich schneiden; ein Punkt dieser neuen Potenzlinie 
hat von den Mittelpunkten der beiden zugehörigen Kreise dieselbea 
Entfernungen wie ein entsprechender Punkt der gesuchten Potenzliuie 
von und 0'. 

Geametiographische Konstruktion^) (Fig. 22). Mau beschreibe um 
den beliebigen Punkt P den Kreis P(R'), der 0(R) in JV und N' 
trifil fC, + C, + C,), ziehe JVJtf' (2B, 
+ i?,), beschreibe mit dem beliebigen, 
hinreichend großen Radius ^ den Kreis 
0(e) (Ci + t\), der A'A" in Q schneidet, 
beschreibe 0'{P<J) (36\ + f.',), der 0(p) 
in M und Jtf' trifft, und ziehe MM' 
(27i, + R^); dies ist die gesuchte Potenz- 
Hnie; Op.: (47ii + 27?, + 50, + C^ + 3C,); 
"'^-^^ S.: 15; E.: 10; 2 Gerade, 3 Kreise. Man 

Fig. jg kann auch, nachdem P{R') beachriebeo 

ist, mit einem beliebigen Radius q' den 
Kreis P(p') zeichnen und dann NN'; der Einfachheitagrad wird der- 
selbe. Die in „Scientia" mitgeteilte Konstruktion, die den Eiufach- 
heitsgrad l(t besitzt, hört somit auf, geometrographisch zu sein. 

1) Aar diese Konstruktion uebat ihrem Spezialfall habe ich vor likngeror Zeit 
liingewieeen (Hie qaadrntiBche Gleichung ubw. a, a, 0, p. 33, die RiiKension über 
„Scientia" Arch, (Sj 4, 341, 1908); inzwischen iat sie auch, zugleich mit der dei 
Spezialfaila nnd der folgenden Aufgabe, von Herrn J. Renach verOfTeiitlicbl 
worden (.1, lieusch; rianimetriacha Konatniktionen in geometrographisch er Aui' 
rnhrung, I.eipiig 1U04, H. G. Teubner, S. 66— ö7), (Zusatz w&tirend der KorrektOT.; 
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Für das Potenzzentrum dreier Kreise hat sich aus der soeben be- 
schriebenen Eonstraktion keine geometrographische Konstruktion ergeben. 

Falls 0\R') zu einem Punkte zusammenschrumpft ^ ist der Kreis 
P(jB') ebenfalls unendlich klein, NN' wird also zu einer Tangente an 
0(JR); denkt man sich diese Senkrechte auf dem Radius nicht in einem 
Punkte der Peripherie, sondern im Kreismittelpunkt errichtet, so ge- 
langt man zu folgender Konstruktion: 

Geometrographische Konstruktion für den Fall, daß 0\R') unend- 
lich klein ist. Man ziehe einen beliebigen Durchmesser UO U' (Ri + Ä,), 
beschreibe mit dem beliebigen, hinreichend großen Radius q U{q) 
und U'{q), welche sich in Q schneiden, sowie 0(()) (36\ + 3(7j), und 
zeichne 0\0Q)(2C^ + C\), welcher 0(q) in M und M' trifft^; 
JfJfX2ili + 1?,) ist die gesuchte Potenzlinie; Op.:(312i+21i,+56\ + 4C',); 
S.: 14; E.: 8; 2 Gerade, 4 Kreise. Für diesen besonderen Fall wird 
also der bisherige Einfachheitsgrad durch die vorliegende Konstruktion 
um zwei Einheiten verringert. Die Tarry -Bernfes sehe Tangenten- 
konstruktion liefert für diesen Fall noch eine partikuläre Lösung mit 
dem Einfachheitskoeffizienten 13, die anwendbar ist, wenn 00' 

<R{2+V5). 

Die soeben beschriebene Konstruktion ermöglicht eine einfache 
Lösung der folgenden Aufgabe: 

Auf einer gegd)enen Strecke AB einen Punkt X zu finden, so daß 
XA^ — Xff dem Quadrat einer gegebenen Strecke q gleich ist. 

Man hat nur die Potenzlinie zwischen A(q) und B zu suchen; 
ihr Schnittpunkt mit AB ist der verlangte. 

Geometrograpliische Konstruktion, Man beschreibe A{q) (36'| + 6',), 
der AB in ü und ü' schneidet, femer mit einem hinreichend großen 
Radius q die Kreise ü(q) und Ü\q)j die sich in Q treffen, sowie 
Aq) (3C, + 3C,), endlich B{AQ) (2C\ + C,), der A{q) in M und Jlf' 
schneidet; MM'(2R^ + R^) trifft AB in dem getuchten Punkte X; 
Op.: (2R^ + jR, + 8Ci + 5C,); S.: 16; E.: 10; 1 Gerade, 5 Kreise. Die 
gebräuchliche Konstruktion *) würde etwa doppelt so viel Elementar- 
operationen erfordern. — Man konnte auch, ohne den Einfachheits- 
koefßzienten zu ändern, die erforderliche Senkrechte auf der gegebenen 
Strecke q selbst in ihrem Endpunkte georoetrographisch errichten. 

1) Man beachte, daß M{OQ) nnd M'{0(/) als Schnit^tmkt den inTcrsen 
Punkt von 0' in berog aof 0(R) ergeben würden, daß al§o diese Konttniktion 
mit den unter 4 mitgeteilten eng Terknüpft igt. 

2) VergL %, B. Mehler, Hauptsätase der Elementarmath., § 121b, Aafg. «. 
Herr Lemoine iteUte 1900 fBr die«e Aufgabe den EinfachbeituknefBanenten 18 
auf (Arch. (») 1, 334, 1901, Aufgabe H). 

AnMr an Watl i — rtk nmd rhjwik. Hf. timlhm. IX. IS 
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Die obige Figur zweier sich schneidender Kreise mit den MiiteV 
punkten und P, der Potenzlinie (gemeinsamen Sehne) NN* uixA 
einem Punkte Q auf derselben ergibt femer eine einfache Lösmig d^^ 
folgenden Aufgabe: 

Aus drei gegebenen Strecken a, h und c die Strecke x =» "/a^ + 6' — ^' 
zu konstruieren. 

Für diese Figur gut nämUch PQ^ ^ OQ^ + PN^ - ON^-, t-^ 
Vergleich mit der zu erfüllenden Gleichung führt unmittelbar zu folge 
dem Verfahren: 

Geometrographisclie Konstruktion, (Es sei a ^ 6.) Man beschreil 
um zwei beliebige Punkte und P der Ebene die sich schneidend^^n 
Kreise 0(c) und P(b) (40^ + 2(7,), zeichne ihre gemeinsame Seh^^c 
NN' (2R, + Äj) und beschreibe 0{a) (3(7i + G,), der die Sehne in Q 
trifft; PQ ist die gesuchte Strecke X] Op.: (2R^ + B^ + lCi + 3^*^»)» 
S.: 13; E.: 9; 1 Gerade, 3 Kreise. Es ist leicht zu zeigen, daß di c-.- se 
Konstruktion allgemein ist, d. h. daß die Zentrale OP stets so gewab=:ilt 
werden kann, daß 0(a) die Potenzlinie schneidet. Falls eine ^^Cer 
Strecken b oder c zu Null wird, ist die Konstruktion zu modifizierten. 

Für a=^b, also x = ^2 a* — c*, findet man mit ihr den Einfachhei^^B»- 

koeffizienten 11, also denselben wie für a:=|/a* — c*. 

Berlin, 9. Januar 1904. (Schluß folgt.) 

Hyperbolic Functions. 

By J. Edalji bf Qujarat College, Ahmedabad. 

The following method of treating the subject of hyperbolic functior»^^ 
has, I think, certain advantages over the method now commonly adopted- 

If the semitransverse axis of a given rectangular hyperbola is /^f 
and the semidiameter (whether real or imaginary) parallel to an^ 
straight line AB is r, the hyperbolic value of AB may be define^ 

to be Ä'. The hyperbolic ratio of two straight lines AB and Ä^ 

is the ratio of their hyperbolic values, i. e. the ratio of to — r— ^ 

r and r' being the semidiameters of the given rectangular hyperbola 

parallel to AB and A' B\ If — = — r— , AB and A'B' are said to 

be equiL}T)erbolic. 

The hyperbolic measure of a very small angle A is the ratio of 
the hyperbolic arc subtending it to the semidiameter parallel to the 
small hyperbolic arc, if we draw a rectangular hyperbola similar to the 
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giyen rectangalar hyperbola and having the angular poiut A for its 
Center. The hyperbolic measure of any angle is the sum of the hyper- 
bolic measares of the indefinitely small angles into which it may be 
divided. Hence the hyperbolic measnre of nn angle whose circular 
measnre is a, and which is measured from a straight line parallel to 

a 

the transyerse axis of the given rectangular hyperbola^ is — f sec 2xdx 



*or — . log "^ . " • Hence it follows that if ö is the hyperbolic measure 

of any angle contained within the angle between the straight lines 
di^&wn to the fixed points at infinity on the given rectangular hyper- 
bol&y and tnh B is its hyperbolic tangent which will be defined hereafter^ 

ö==i,logJ-i^-*?^ = tnh0~itnh»Ö + itnh5Ö-- • ., 
2 t ^1 — \ tnh Ö 8 • 6 y 



itnhe = 






If OA and A3 are conjugate with respect to the given rectan- 
gular hyperbola, snhO or the hyperbolic sine of the angle AOB 
is the hyperbolic ratio oi AB to OB, csh or the hyperbolic cosine 
of ihe angle AOB is the hyperbolic ratio of OA to OB, tnhO or 
thö hyperbolic tangent of the angle AOB is the hyperbolic ratio of 
-^-B to OA, cthO or the hyperbolic cotangent of the angle AOB is 
ttie hyperbolic ratio of OA to AB, seh or the hyperbolic secant of 
ttio angle AOB is the hyperbolic ratio of OB to OA, and cschO or 
^h.^ hyperbolic cosecant of the angle AOB is the hyperbolic ratio of 
O^to AB. 

If OC is conjugate to OB and equal to it^ and CD is drawn 
P^Mllel to AB, CD and DO are equal to 0^ and AB respectively. 

**^nce snh A OC =- 7.-77 -r-= =* w » • tt^ = csh A OB, since OE 

OC ofV—I ob OE ' 

^^^d OF are conjugate and equal. Also csh AOC = -yy^- q^ 

**** —TTö ' :;^=^ = — snh^O-B. Hence if the anirles AOB and BO(J 

OB OFy^l . ^ 

^^ denoted by* and H, snh(Jff-f 0)=cshO, and csh(fi+0) = -snhO. 

-'^ese formulae may be shown to be universally true. 

It may also be easily proved that snh(2fl^+ 0) = — snh 0, 

^^h(2H + 0) csh 0, snh(- 0) snh 0, and csh(- 0) = csh 0, 

^hatever the magnitude of the angle may be. 

We will now prove the formulae Bnh(A -\- B) =^ BnhA cahB 
+ csh J. snkB, C8h(-4. + JB) = csh^ csh-B -f snh-<l snh-B, snh(yl — B) 

IQ* 
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= aaiiA wiiB — C8li-4 anWB, and csh(^ — B) = csh^ cshB 
— anh ^ snh i}. 

Let AOB and BOP (Fig. 1) be the given angles A and B. Draw 
P^ conjngate to OB, and draw A'Q and PM parallel to AB, ud 
NE parallel to 0^. 




w. , T,, P^ OPy^l FM FR-i-BM 
Bn\i{A + B}^ ,j-p - ^p^_- = op 07-^ 

FR OC-^^ PN OPi^^ QN OB ON Oi^r 

PN ' oFy-1 ' oP ' ocy-i ■*" o^ ' 0Fy~i ' op' üb' 
= cshA BiihB + mihA csh B, 

Also 

.^.fA.m OJtf OFV-i {og+ QM)V-i 

0(? OB ON^ 9^V-_^,^ß ocy^ PN opy^ 

~ ON ' O'E Ol'' OB "^ PN ■ OJ-J ' OP ' OC^-I 

— cBhA ca\\B + sahA snhB, 

NR OCy^ NO OB , . 

smce y^ ■ 0^ - = Q^ ■ -^^^,^= = Bnh A. 
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jcoudly let EOB and BOP (Fig. 2) be the given angles Ä and 
niw PM and PN conjngate to OE and OB reapectively, and 
fQB and OF parallel to PM, and PB and OC parallel to QM 
N respectively. 




N_Q 
ON 



OSl/— I OJV OP T. 4 ^.^l , -l a i. n 

■ — ^—~ ■ „„ ■ ■ ~i^-~ = — cahjl snnii + anbAcahJi, 

0Fy~i OP os}f-i 

PN Opy^ ON OK ^°-^' 

ON OP . „ 

OF OBy-l 



031 OP _ 
' ÖP ■ OE ~ 



QM-QO 
ÖE 



" ON 



OE OP OByTTi 



NR OC PN OP 
^'PN ' OE' OP ' OC 



= BohA avhB + cahA cshB, 
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NR 
PN 


OC 
OE 





QN OBY-I 
ON 02?y=l 






ON 


OP 






OP 


, — Cl 

oBy-1 
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Bince pivr • 77^ TTt^ • ^'r-r w^^; 



and 



It can be easilj proved that these four formulae are true for auj 
values of A and B. 

Two angles are said to be equihyperbolic if their hyperbolic mea- 
sures are equal or if the straight lines containing them have eqnal an- 
harmonic or cross ratlos with the straight lines drawn to the fixed 
points at infinity on the given rectangolar hyperbola. 

If two angles whose hyperbolic measures are A and B are equi- 
hyperbolic, the angles whose hyperbolic measures are A -{- B and 2i 
are equihyperbolic, and snh^ = snh-B, and csh-4 = cshÄ Hence 
snh2^ = 2 snh^ csh^, and C8h2^ = csh*^ + snh^A, and similarly 
other formulae can be easily deduced. 

It may be easily shown that if the sides AB and BG oi sl triangle 
ABC are conjugate, 6* = a* + c^, a, b and c being the hyperbolic 
values of the sides of the triangle. Also if ABC is any triangle, 
b^ = a^ + c^ — 2ac cshü, and therefore 



snhf = T/-(-=^(i^ and csh | =l/^(*-:^ • 
2 f ac 2 V ac 

Similarly other formulae may be deduced. 

If ABCD is a parallelogram having the sides AB and BC con- 
jugate, and the hyperbolic values of AB and BC are a and 6, ^^ 
hyperbolic area of ABCD may be taken to be a6 which can "® 
proved to be equal to 

the area in circular functions AB ■ BC sin B 

—-^: or — z^= 

V-i y-i 

Hence the hyperbolic area of a triangle 

, , -r» the area in circular functions / / t-t ^-r-p A 

{ (i c snh 7? = - — — -___ = ys{s — a) (s — b){s— ^i 



b^BnhÄ snhC 
27nhB 



oh 



Tlie hyperbolic value of a semidiameter of a rectangular hyper 
wliich is similarly situated to the given rectangular hyperbola ^" 
which touches the side BC of a triangle ABC and the other ^^^ 



S 



of 



sides AB and AC produced is -— , _ , and the hyperbolic valu^ 
a semidiameter of a rectangular hyperbola wliich is similarly situ.»^^ 
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to tte giyen rectangular hyperbola and which touches the side BC oi 
a triangle ABC and the other two sides AB and CA produced is 

, , _ , where S is the hyperbolic area of the triangle ABC. The 

hyperbolic value of a semidiameter of a rectangular hyperbola which 
is similarly situated to the given rectangular h3rperbola and is described 

about a triangle ABC is — — r-^- or 4 o * Similarly other trigono- 

metrical formulae can be easily deduced. 

If the hyperbolic values of the coordinates of any two points P 
aad Q are (ar^, y^) and (x^y y^, the hyperbolic value of 



J^6 = V{^1 - ^2)^ + {Vl - ViY + ^{^1 - ^2)(j/l - Vi) est CD, 

o being the angle between the axes. 

If the hyperbolic yalues of the coordinates of any three points 
Ä, H^ Cy are {x^, y^), (a?2, y^), (x^, y^), the hyperbolic area of the 
triangle ABC 

1 

8 



Xi, 


Vu 


1 


x^, 


Vi, 


1 


^iJ 


Vi, 


1 



the axes being conjugate. Hence the hyperbolic area of the triangle 
^^^^ the area of the triangle^in circnla ^nnction^ ^ 

^'milarly the hyperbolic area of a quadrilateral may be expressed in 
törnis of the hyperbolic values of the coordinates of its angular points. 
If the hyperbolic values of the polar coordinates of any two points 
" and Q are (r^, ö^), and (r^, ög), the hyperbolic value of 



PQ -Vfi + fi- ^r,r, csh(0, - ÖJ. 
^*so the hyperbolic value of the area of a triangle 

= 1 [r^r^ snh(Ö, — 0^) + r^r^ snh(03 — 0,) + r^r^ 8nh(0i — 03) } . 

The equation of a straight line in hyperbolic coordinates is 
^ *^ mx + c, if the hyperbolic tangent of the angle made by it with 
^^ axis of ^ is m, and the hyperbolic value of the intercept on the 
^^is of y is c. The equation of a straight line in hyperbolic coordi- 
nates is — + ^ = 1, if a and 6 are the hyperbolic values of the inter- 

^pts on the axes of x and y. Similarly other equations of a straight 
**JÄe may be obtained. 

The equation of a cirde in hyperbolic coordinates is {x — d)' 
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— (y — e)' = a*, d and e being the hyperbolic valaes of the coordinates 
of the Center of the circle, and a being the h3rperbolie yalae of the 
radius of the circle parallel to the transverse axis of the given rec- 
tangular hyperbola. The equation of the tangent at any point (x^y') 

of a circle whose equation 
is x^~y^ = a^, is xx' —yy 
= a* in hyperbolic coordi- 
nates. 

Let OA and GB be the 
conjugate diameters of any 
given ellipse which are^also 
conjugate with respect to the 
fixed rectangular hyperbola, 
and let SS^ and 88^ be 
the tangents to the ellipse 
which pass throngh the 
points at infinity on the 
fixed rectangular hyperbola 
Since CA and GH make 
equal angles with the 
Pig. 3. asymptotes of the fixed 

rectangular hyperbola, C&^ 
= CiSg, and the polar XM o{ S is parallel to S^S^. From any 
point P on the ellipse draw PM and PN parallel to GA and CB. 

Since ^^,- 
coordinates 




PN 



+ Rr'T = 1? ^^^ equation of the ellipse in hyperbolic 



BC 



X' 



y' 



is evidently -^ — ^ = 1, 



a^ and 6' being positive. 

Let the ratio of SA to -4X be denoted by e, Then SA^=^e'AX, 
and SA' = e-A'X, therefore GS = 6- CA, and CA^e GX, Again 
because S^^SS^ is a right angle, CS^ == CA^ + CB^, and therefore 



X' 



y' 



a^c^ = a^-{-b^. Hence the equation of the ellipse becomes -j «r «—i^ 

= 1, and therefore (ae — x)^ + y^ = e^lx — ) . Hence the hyperbolic 

ratio of SP to PM is equal to e which is constant for all positions of P. 

If we call Sy S\ S^, and S^ the hyperbolic foci of the ellipse, it 

can be easily proved that the suin or difiference of the hyperbolic 

values of the distances of any point on an ellipse from the opposite 

hyperbolic foci is constant. 

The equation of the tangent at any point (x', y') of an ellipse iß 
xx' ytf _ . 
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Similarly it may be shown that the equation of an hyperbola in 

erbolic coordinates is -r + 5« = 1? <* ^^^ ^' being positive, and 

equation of the tangent at any point {x\ y') is — ^ + ^==1. 

ce it follows that tbe equation of a rectangular hyperbola is 
i^ » a', and the equation of the tangent at any point on it is 
^ yy' ^ a*. Similarly other equations and properties of conics 
be deduced. 

Ahmedabad, 21^ February 1903. 
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• Weller, Physikbuoh. Eßlingen und München 1902, J. F. Schreiber. 

Der durch seine elementaren Lehrbücher physikalisch-technischer Bich- 

in weiteren Kreisen bekannt gewordene Verfasser bietet in den vor- 

^^enden fünf Bändchen verschiedenen Umfanges von zusammen über 

OX) Seiten einen vollständigen elementaren Lehrgang der Physik, ein Lese- 

^ Nachschlagebuch, das fär den Schulunterricht und zur Selbstbelehrung 

stimmt ist. 

In der Darstellung und der Einteilung lehnt sich das Werk an die 

r Schulbücher übliche Form an, bringt aber als Neuerung fast durchweg 

^«^K-bige Abbildungen, die das Verständnis erleichtern sollen und der Absicht 

u.<;h da entsprechen, wo gewisse Gegensätze in den Erscheinungen und 

irkongen anschaulich hervorgehoben werden sollen, verwickeitere elektrische 

mwege zu verfolgen sind, die Teile zusammengesetzter Apparate zu 

lerscheiden usw. Bei einfachen Figuren ist der Nutzen der farbigen 

i^edergabe allerdings nicht erheblich. Die Figuren selbst sind meist 

^^"Utlich, wenn sich auch hier und da weniger gelungene eingeschlichen 

'^^^en. So wer^n beispielsweise die Figuren 32 und 33 des vierten 

■**Äiidcbens (Wärme) trotz der Farbe kaum verständlich sein. Hierzu mag 

^^^<b die Bemerkung gestattet sein, die sich auch auf sehr vornehme Lehr- 

^^^«her der Physik bezieht, daß bei bildlicher Darstellung technischer 

^-'■^jekte, die sich nicht auf nur schematische Andeutung beschränkt, doch 

^'^^ch moderne Formen gewählt werden möchten und nicht so vorzeitliche, 

^^^ denen beispielsweise, wie auch hier, die Dampfmaschine aufzutreten pflegt. 

Der aus äußeren Gründen zuerst ausgegebene und umfangreichste Teil 

' ^ 90 Seiten, 439 Figuren) enthält die Lehre vom Magnetismus, der Elektro- 

^*^tik und Elektrodynamik, welch letztere wieder den breitesten Raum ein- 

*^^*^>nmt Besonderen Wert hat der Verfasser auf die technischen An- 

^ndnngen der Elektrizität gelegt, dem Zwecke des Buches entsprechend. 

,^_^h werden die Meinungen geteilt sein über die zweckmäßige Menge des 

^Mitzuteilenden, die man zugunsten vertiefter Behandlung des Wichtigeren 

Qhl beschränkt sehen möchte. Überhaupt wird der Verfasser gut tun, bei 
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späteren Auflagen eine schärfere Sichtung des Aufzunehmenden eintreten zu 
lassen. Einige Stichproben aus dem fast überreichen Inhalte mögen das 
bestätigen. Die alten Formeln für die Tragkraft der Magnete (S. 20) haben 
keinen Wert mehr und wirken auf den Anfänger, der eben in die moderne 
Auffassung des Magnetismus eingeführt werden soll, nur yerwirrend. Durch 
Teilung des Eisens wird die Hysteresis nicht vermindert (S. 19). Die 
wichtige Bestimmung der Horizontalkomponente (S. 34) müßte anschaulicher 
und eingehender erläutert werden. Die Figur 192 (S. 133) macht den Ein- 
druck, als wenn zwischen Magnetpol und Lichtbogen Abstoßongskrafte in 
der Verbindungslinie wirkten, und der Text läßt diese Unsicherheit bestehen. 
Das wichtige Grundgesetz von Biot-Savart (S. 165) müßte in seiner 
einfachsten Erfahrungsform mitgeteilt werden. Die Darstellung der uni- 
polaren, oder „axialen*^ oder „Rotationsinduktion^ als besondere Erscheinung 
(S. : 04) dürfte nicht mehr gerechtfertigt sein. In Figur 388 (S. 240) hat 
die Spannungsspule der Differentiallampe auf der einen Seite keinen An- 
schluß. Die im Anhange gegebenen mechanischen Yersinnlichungen der 
magnetischen und elektrischen Erscheinungen dürften bei ihrer (&* den 
vorausgesetzten Leserkreis viel zu kurzen Behandlung ohne rechten Nntien sdn. 

Das zweite Bändchen (Mechanik, 156 Seiten, 244 Figuren) halt sidi 
mehr innerhalb der für elementare physikalische Lehrbücher üblichen Grenzen 
und macht einen einheitlicheren Eindruck. Die Grundbegriffe sind sorg- 
fältig erläutert und die Erscheinungen meist recht zweckmäßig yeranschau- 
licht. Ein gewisses Zuviel mit teilweise nicht hinreichender Begrfindung 
ist allerdings auch hier nicht ganz vermieden. Kann das Ausflußgesetz von 
Torricelli (S. 116) nicht einfach begrifflich abgeleitet werden? Es ist 
nicht zweckmäßig, den Ausfluß der Gase als Folge ihrer eigenen Spannung 
zu betrachten (S. 146), im Gegensatze zu den tropfbaren Flüssigkeiten. 
Man begibt sich damit des Vorteiles, den Torricellischen Satz unmittelbar 
und ungezwungen auf Gase anwenden zu können, die Abweichungen dagegen 
als Folge der elastischen Spannung zu erläutern. 

Schwingungen pnd Wellen, einschließlich Akustik, die den dritten und 
kürzesten Teil bilden (52 Seiten, 80 Figuren), sind ähnlich wie die Mechanik 
unter Hinweis auf nur einfache Apparate und Versuche behandelt Übrigens 
ist das Lissajous-Vibroskop sowohl in der Figur (26) wie im Texte un- 
richtig angegeben. 

Die Wärmelehre (Band 4, 88 Seiten, 95 Figuren) ist ebenfalls nur 
kurz, behandelt, da etwa ein Drittel des Raumes der Wetterkunde gewidmet 
ist. Wie meist fehlt auch hier in der Thermometrie der sorgHlltige Nach- 
weis der einfachen Proportionalität zwischen Wärmemengen und Gasskala, 
dagegen sind die einfachsten Sätze der physikalischen Chemie mit auf- 
genommen. Auch der Entropie ist gedacht, wenn schon bei dem knappen 
Räume der Begriff nur gestreift werden kann. 

In der Optik (Band 5, 140 Seiten, 204 Figuren) kommt natnrgemiß 
die farbige Darstellung zur besten Geltung, und die Figuren erhalten 
dadun'h eine bemerkenswerte Klarheit. Als einzelne Stichprobe mag hi* 
erwähnt sein, daß die Fmkehrung der Spektral linien (^S. 96) eine zwar nodi 
nicht genügende, aber doch einleu«'htendere Erklärung findet, als man sonst 
in elementaren Lohrbüchem antreffen kann. 

Am Schlüsse des letzten Buches gibt der Verfasser anßer einer flhr den 
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Leserkreis wohl dienlichen Premdwörtererklärung eine geschichtliche Tabelle 
der physikalischen Entdeckungen. Das ist recht dankenswert, nur bliebe zu 
wünschen, daß dem historischen Momente im Texte selbst ein bescheidener 
Baum gewidmet würde. Die Einsicht in den Zusammenhang der Er- 
scheinungen wenigstens durch einige Andeutungen über den EntMdcklungs- 
gang zu unterstützen, ist ein erfreuliches Bestreben, das in der neueren 
Literatur sich mehr und mehr bemerklich macht. 

Bei der Schwierigkeit, ein elementares Lehrbuch der Physik zu schaffen, 
das sich gerade durch Reichhaltigkeit des Stoffes auszeichnen soll, werden 
die unvermeidlichen Unvollkommenheiten der ersten Auflage dem Verfasser 
nicht hoch angerechnet werden, der gewiß gleiche Liebe und Mühe auf die 
spätere Verbesserung seiner fleißigen Arbeit verwenden wird. 

Referent möchte die Gelegenheit noch zu einer allgemeinen Bemerkung 
benutzen. Die Begründungen und Beweise der physikalischen Sätze werden 
vielfach in gar zu bequemer Form gegeben. Es ist immer leicht, ein dem 
Darsteller bekanntes Ergebnis in der Weise scheinbar abzuleiten, oder eine 
ausgesprochene Behauptung dadurch zu begründen, daß mit einer kleinen 
Gleichung einige Umformungen vorgenommen werden, deren Ende dann in 
mathematischer Ausdrucksweise das nicht unbekannte physikalische Ziel 
darstellt. Von solcher Behandlungsweise kann weder der Leser, noch sollte 
der Autor befriedigt sein. 

Es wäre gewiß zu wünschen, daß namentlich in elementaren Dar- 
stellungen die rein begriffliche und auf den Zusanunenhang der Erscheinungen 
zielende Behandlung tunlichst bevorzugt würde, die zwar schwerer, aber 
auch im selben Maße nutzbringender ist, da sie unmittelbar die inneren 
Gründe gibt und nicht nur eine oft recht künstlich zurecht gemachte und 
deshalb nur scheinbare Entwicklung in mathematischen Zeichen. 

Berlin. A. Rotth, Oberingenieur. 

W. Weiler, Physikalisohes Experimentier- und Lesebuch. Eßlingen 
und München 1902, J. F. Schreiber. Mit 257 Figuren. 143 Seiten. 

Das kleine Buch ist vom Verfasser als elementarste EinfÜhining in 
die Physik gedacht, als Vorschule für größere Lehrbücher, wie des Ver- 
fassers „Physikbuch^^, zugleich aber auch als Anleitung zur Anfertigung 
einfacher Apparate. Die meist gut gewählten, ebenfalls farbigen Figuren 
entsprechen in ihrer Einfachheit und Faßlichkeit recht wohl dem Ver- 
ständnis des Leserkreises, an den sich das Büchlein wendet. 

Der Text beschreibt an Hand der Figuren ohne Gebrauch mathema- 
tischer Zeichen Grunderscheinungen aus allen Teilen der Physik. Manche 
der beschriebenen Apparate, beispielsweise die Elektrisiermaschine, dürften 
auch Lehrern an Mittelschulen willkommene Anregung bieten zur Selbst- 
anfertigung, in mehr oder weniger einfacher Form. Der erziehliche Einfluß 
einer solchen, das Nachdenken unmittelbar anregenden und zur Selbst- 
tätigkeit anspornenden Darstellungsweise wird jetzt wohl allgemein ge- 
nügend gewürdigt, um jeden Beitrag in dieser Hinsicht willkommen zu 
machen. 

Berlin. A. Rotth, Oberingenieur. 



(iraetz, L,, Kompendiiun der Flijsik. 3. Auflage. Leipzig imd Wien 
1902, Fraaz Deuticke. 

Wie der Verfasser im Vorworte angibt, hat er bei der Bearbeitung 
dieser 3. Auflage im neaenüichen die 2. Auflage um die neueren Er- 
scheinungen bereichert, während die ganze Anlage des W'erkes die gleiche 
geblieben ist. Die Art der Darstellung, die dem Buche so auBerordentlich 
viele Freunde erworben hat, ist also auch in der neuen Auflage gewahrt 
und wird auch dieser neben den alten eine groBe Beihe neuer Freunde 
zuführen. Die Art der Anordnung des Stoffes schlieflt sich der bei physi- 
kalischen Lehrbüchern üblichen Reibenfolge an, indem im ersten Abschnitte ^ 
die Mechanik, im zweiten die elastischen und molekularen Eigenschaften,^ 
im dritten die Warme, im vierten der Schall, im fflnften das Licht und im..« 
sechsten endlich Elektrizität und Sfagnetismus behandelt werden. DieseiMH 
Abschnitten y orangeschickt ist eine Einleitung, in der physikalische Begriff^^ 

und die Grundlagen der messenden Physik gegeben sind. Bei der Durch 

sieht des Buches sind mir einige Dinge aufgefallen, die ich in foIgenden~7a 
erwähnen möchte. 

Auf Seite 8 befindet sich bei der Besprechung der Dichtigkeiten ein^ 
Tabelle, die mir in dieser unvermittelten Form nicht recht in die Ein- 
leitung hinein zu passen scheint. In der Tabelle sind feste und flüssige 
Körper unterschieden. Es sind dikrin die spezifischen Gewichte für fest;« 
Körper angegeben, für flüssige Körper unter Angabe der Temperatur. Die 
Temperaturen sind im allgemeinen zu 15 Grad angenommen, das Queck- 
silber dagegen bei Grad. Infolge eines Druckfehlers finden sich dann bei 
Quecksilber die Dichten 3,596 und für Schwefeikohlenatoff 11,270 anstotl 
ISiSSfi und 1,270. Vergebens habe ich nun in den begleiteoden Teiten 
danach geforscht, warum bei den FlBssigkeiten die Temperatur angäbe erfolgt 
ist, und ich glaube, dafl sich diese Frage der Studierende, der erst in die 
physikalische Wissenschaft eindringen will, ebenfalls vorlegen wird, so duiS 
es jedenfalls gut wSre, den Grund der Temperaturangabe bei den flüssigen 
Körpern zuzufügen. Da sich späterhin bei der Besprechung des Ärcbimedi- 
Echen Prinzips eine weitere Tabelle nicht findet, so dürfte es vielleicht anch 
ganz angebracht sein, den Umfang dieser Tabelle etwas zu vergröSem und 
die Körper nach dem Schema: 

1. Metalle, 2. einige feste KQrper und 3. einige Flüssigkeiten 
%u ordnen. Der Mechanik, dem iweifellos wichtigsten Teile der Physik, 
der seiner vielen mathematischen Begriffe halber gewöhnlich nicht dem 
Studierenden zur größten Freude gereicht, ist ein recht breiter Baum 
gewidmet, und es sind die einzelnen Sätze so dargestellt, daß man sieh mit 
Vergnügen mit ihnen beschäftigt. Auf Seite 47 findet sich bei der Be- 
sprechung der Reibung ein Fall, wo die Last auf Räder gesetzt wird und 
nun nm'h den Reibungsgesetzen die geringere auftretende Reibung berechnet 1 
werden soll. Mit der Art, wie der Herr Verfasser diesen Fall behandelt, J 
bin ich nicht gan^ einverstanden , "weil sie zu Unklarheiten Veranlassung I 
geben kann, und ich möchte mir statt dessen folgenden Vorschlag erlaubeD:r 
Der Satz beginnt: „Ist (IV) der Weg, den die Last zurücklegt, und (AM 
die Kraft der Reibung beim Gleiten, ao ist die Arbeit, die gegen di« 
Reibung geleistet werden muß, Jix 11'. Befindet sich aber die Last »J 
Rädern, so wird, während die Last mit dem Rade den Weg W zurtcklsd 



die Achse sich in ihrem Lager nur um den Weg TV'x^ verschieben, 



-A der Achse ndui'chinesser 
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der Baddurchmesser ist. Bei 



g'leichen Reibungskoeffiiienten ist dann aber die nötige Arbeit Rx Tt'x— ■ 
TDadurch, daß man zwischen die reibenden Flächen ein Schmiermittel bringt, 
s«t£t man die Reibung noch bedeutend herunter. Soll die gleitende Reibung 
noch weiter vermindert werden, so lagert man die Achse zwischen zwei 
sogenannten Friktionsrädern, d. h. man wiederholt den ersten Yorgang noch 
einmal. Vollkommen beseitigt ist die gleitende Reibung hei den heute viel 
■verwendeten Kugellagern, bei denen ein Kranz von harten Kugeln zwischen 
^chse und Lagerschale umlfinft. 

Die elastischen und molekularen Eigenschaften der Körper bieten in 
ihrer Behandlung nichts besonders Neues. Auch möchte ich bei dieser 
Gelegenheit noch darauf aufmerkt^am machen, daß auf Seite 117, Fig. 82 
i'&Isch herumgedrückt ist. Auf Seite 127 scheinen mir die Turbinen etwas 
sehr stiefraiUterlich behandelt zu sein, die wohl namentlich den alten 
"Wasserrädern gegenüber bei ihrer heutigen Wichtigkeit etwas mehr Raum 
und unt-er Beifügung einer Abbildung eine etwas eingehendere Erklärung 
beanspruchen könnten. Auf Seite 160 werden nach dem Barometer die 
Qaecksil her- Luftpumpen besprochen und als erst« die GeiÖlersche Pumpe. 
Die Abbildung Nr. IIa, die eine solche Pumpe darstellt, ist unter Weg- 
lassong einiger Teile dem Müller-Pouillet mit geringer Abänderung ent- 
iiommen, dabei aber nicht verbessert. Es müßte gerade bei einem solchen 
l.ehrbuche, wie dem hier vorliegenden, von Seiten des Verlages alle Sorgfalt 
auf gute und richtige Abbildungen gelegt werden. Im Müller-Pouillet 
ist ^e Anordnung des Hahnes zum Rezipienten sinngemäß und richtig 
nogegeben, wahrend aus dieser Abbildung, wenn überhaupt etwas daraas 
au entnehmen ist, jedenfalls nur Falsches entnommen werden kann. Auf 
Seite 153 wird die Wasserluftpumpe von Bunsen besproclien. Die Be- 
sprechung, die nur sehr kurz gehalten ist, gibt nicht mit genügender 
Schärfe das Wesentliche des Konstruktionsprinzips. In der Abbildung ist 
«ine Verengerung gezeichnet. Die Abbildung ist auch wieder dem 
llfiller-Pouillet entnommen, wo sich übrigens derselbe Mangel in der 
TleBchreibnng befindet. Jedenfalls gibt die Erklärung das Prinzip der Pumpe 
nicht richtig an, denn das ganze Wesentliche liegt eben in jener Ein- 
schnürung 0. Der Vergleich der Sprengel pumpe mit der Wasserluftpumpe, 
der ganz verfehlt ist, sollte doch endlich einmal unterlassen werden; dann 
waren der letzteren einige Zeilen zu widmen. In der Akustik sind auch 
wieder Abbildungen, die sich der Verlag, wie die Nummern 138, 139 
und 145 nicht gerade zur Ehre anrechnen kann. Wenigstens kann ich 
bei meinem Eiemplare in dem vollkommen schwarzen Felde nur mit großer 
Mühe irgend eine Zeichnung erkennen. Auf Su'it« 244 bei der Beschreibung 
dei Phonographen bin ich auch mit dem Herrn Verfasser nicht ganz ein- 
verstanden. Vor allen Dingen muß der Phonograph von Edison und das 
Grammophon von Berliner vollkommen auseinander gehalten werden. Beim 
Phonographen pflanzt sich direkt resp. ntit einfacher Hebelübersetzung die 
hin- und hergehende Bewegung des Ahn ahme stifte» auf die Membran fort. 
Beim Grammophon dagegen muli durch WinkelhehelUhersetzung die Bewegung 
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dos Flilirungsstift«s, die zuD&chst parallel der Membran erfolgt, in eine um 
90 Grad gedrehte Bewegung versatet werden. Beim Phonographen schneidet 
der Aiifnalunestift, der zu einem scharfen Drehmeißel angeschliffen ist, eine 
tiefe Rille in den Wachszy linder hinein. Dui'cli die Schwingungen der 
Uembran wird die Schoitttiefe verändert, der nachher in der Rille laufendo 
kugelförmige Ahgabestift folgt diesen Erhöhungen und Vertiefungen. Beim 
Grammophon werden dagegen Wellenlinien auf eine Metallplatte, die mit 
Kupferstecherfimis fiberaogen ist, aufgeschrieben. Diese Wellenlinien werden 
eingeatzi Dadurch ermöglicht die Metallplatte entweder die direkte Wieder- 
gabe der Sprache oder aber ibre Vervielfältigung durch irgend einen 
Umdruck. 

Bei der Optik ist in der geometrischen Optik nach Besprechung der 
Re&ezionsgesetze der Gang der Lichtstrahlen durch optische Mittel be- 
schrieben, und zwar ist zunächst dabei die Annahme gemacht, es handele 
sich um einfarbiges Licht. Dabei wird aber diese Annahme nicht konsequent 
durchgeführt, indem mit einem Male, z. B. im § 368, die Konstruktion 
eines Dispergionsprismas beschrieben wird; an einer anderen Stelle dagegen, 
wo die Dispersion zxa Erklärung eiuer Konstruktion wirklich notwendig 
wäre, d. h. im Falle der Aehromatisierung eines Lin sen Systems , wird die 
Dispersion als unbekannt vorausgesetzt und die Korrektion als lediglich zur 
Hebuug der sphärischen Abweichung erfolgt angeführt. Das scheint mir 
doch ein wenig richtiges Vorgehen zu sein und vor allen Dinge u die 
historische Entwicklung der Korrektion zu verletzen. In erster Linie hatte 
sich nUmlich die Farbe nah weichung bei der Abbildung durch Linsen störend 
bemerkbar gemacht. Ihre Korrektion konnte nur durch Wahl einer positiven 
und negativen Linse aus verschieden zerstreuendem Glase erfolgen. Daß 
man gleichzeitig dabei die sphärische Abweichung beseitigen kann, ist eine 
sehr angenehme Zugabe. Jedenfalls bedingt aber die Korrektion der sphä- 
rischen Abweichung nur geeignete Verhältnisse der Liosenradien, nicht aber 
verschieden disp ergierende Gläser. Infolgedessen wäre es wohl angebracht, 
im Kapitel 1 die Dispersion zunächst zu behandeln. Die praktischen Nutz- 
anwendungen, wie Spektralanalyse usw., können ohnehin später folgen. 
Auf Seite 289 findet sich eine Beschi-eibung der Photographie, die wohl in 
demselbeu Baume wesentlich deutlicher und klarer gefaßt sein könnt«, wenn 
Wiederholungen , die darin sind , vermieden würden. Schließlich wäre ea 
auch recht angebracht, bei der Angabe von Entwicklern und von Veretärkem 
nicht gerade solche Verfahren zu wählen, die früher im nassen KoUodiim)- 
verfahren üblich waren, namentlich dann nicht, wenn man speziell vun 
Trocken platten spricht. Endlich ist im letzten Abschnitte mir wieder einiges 
aufgefallen, was aber auch wieder wesentlich Schuld der Verlagsbnchhandlnng 
ist. Als ich auf Seite 4.54 die Hertzschen Versuche durchsah, versuchte 
ich vergebens aus der Abbildung die Einrichtung, die Hertz benutzt hatte. 
mir verständlich zu machen. Die Origioalahbildung Nr. 24 auf Seite 104 
der Hertzschen Untersuchungen über die Ausbreitung der elektrischen 
Kraft ist auch nicht gerade hervorragend, aber jedenfalls doch klar und 
verständlich. Bei dieser Fig. 267 dagegen hat man den Eindruck, daß der 
Resonator mit dem Oszillator aus einem Stücke bestände, während in der 
Original abbilduQg deutlich /.wei gesonderte Teile gezeichnet sind. Aach die 
richtige Perspektive der Originjila.hbildung ist in der Reproduktion verloren 
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gegangen. Zur besseren Klarheit könnte es gar nicht schaden, wenn die 
schematische Art der Darstellung durch eine vernünftige 2ieiGhnung ersetzt 
würde. Das Gleiche gilt von den Figuren 272 und 274, die in jeder Be- 
ziehung unrichtig gezeichnet sind. 

Ich würde mich freuen, wenn in einer neuen Auflage, die ich dem 
Werke recht bald wünsche, namentlich von Seiten des Verlages, die er- 
wähnten Fehler beseitigt werden, um das Buch auch äußerlich so aus- 
zustatten, wie es seinem inneren Werte angemessen ist. 

Berlin. H. Boas, Ingenieur. 

Festschrift Ludwig Boltsmann gewidmet snin sechzigsten Geburts- 
tage 20. Febraar 1904. Leipzig 1904, Barth. 930 8. Jl. 18. 

Der gemeinsame Aufruf der österreichischen Physiker, zum sechzigsten 
Geburtstage L. Boltzmanns einen Beitrag für eine Festschrift zu liefern, 
fand nicht nur bei den deutschen Kollegen, sondern bei den Gelehrten der 
ganzen Welt einen lebhaften Beifall. Ein erfreulicher Beweis für die dem 
Jubilar gezollte Verehrung ist der vorliegende stattliche Jubelband mit 
117 Abhandlungen. 

Daß aber die Festschrifb auch ihren eigentlichen Zweck erreicht, er- 
kennt man schon beim Durchlesen der Titel, insofern als eine stattliche 
Reihe von Abhandlungen direkt an die grundlegenden Arbeiten Boltzmanns 
anknüpfen. 

Meines Erachtens ist eine der fruchtreichsten Leistungen des Jubilars, 
die Bedeutung des Maxwell -Bartolischen Ätherdruckes für die Strahlungs- 
theorie klar erkannt und mit Hilfe des zweiten Hauptsatzes der mechanischen 
Wärmetheorie das Fundamentalgesetz der schwarzen Strahlung abgeleitet zu 
haben. Man darf wohl behaupten, daß diese Tat Boltzmanns die überraschen- 
den und wichtigen Resultate gezeitigt hat, welche in den Strahlungsgesetzen 
und in den Gesetzmäßigkeiten der berühmten Kirchhoffschen Funktion ihren 
Ausdruck gefunden haben. 

Dementsprechend begegnen wir einer ganzen Reihe namhafter Physiker, 
welche das Problem der Strahlung und die damit innig zusammenhängende 
Theorie des Elektrons behandeln. Bei dem Bestreben, das Anwendungs- 
gebiet der schwarzen Strahlung zu erweitem, ist es nicht zu verwundern, 
daß man auch einmal über das Ziel hinausgeschossen ist und ihre Gesetze 
auch dort zu verwerten gesucht hat, wo diese vorläufig noch keine Gültig- 
keit beanspruchen können. 

Bekannt ist femer die Bedeutung der Boltzmannschen Arbeiten über 
die kinetische Gastheorie und die Hertzschen Gleichungen der Elektrodynamik. 
Dementsprechend finden sich mehrere Arbeiten, die einzelne Punkte weiter 
ausführen. 

Die übrigen Abhandlungen, welche zu den Boltzmannschen Arbeiten 
nur in losem Zusanunenhang stehen, drücken dem Jubelbande ein individuelles 
Gepräge auf. Geben sie uns doch durch ihre Mannigfaltigkeit ein inter- 
essantes Bild von dem Arbeitsgebiet so vieler ausländischer und deutscher 
Physiker und fuhren sie uns vor Augen, was zur Zeit im Vordergrunde 
des physikalischen Interesses steht. 

Charlottenburg. 0. Lummer. 
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H. Brlllonin. Fropagatlon de l'^leotrioitä. Paris 1904, A. Hermann. 
Der erste Teil der vorliegenden Vorlesimgeii ist einer historischen Dar- 
legung der Arbeiten von Cavendish, Ohm, Clausiua und Kirchboff gewidmet 
Er ermöglicht es, den zweiten Teil sofort mit der Theorie stationärer Ströme 
zu eröffnen, um diese dann auf die Bestimmung des Widerstands einiger 
Leiterforraen anzuwenden. Als Beispiet für die Theorie variabler Strümo 
(ohne Berücksichtigung der Induktion) wird die Ladung eines Kabels ein- 
gehend untersucht. Der diitte Teil wendet sich hierauf den Induktions- 
Wirkungen veränderlicher Ströme zu. Unter Zugrundelegung des Neumann- 
schen Gesetzes werden die TnduktionskoefSzienten von geradlinigen Drähten 
und von Spulen Wicklungen berechnet. Unverständlich erscheint hier Kap. IV. 
Die durch umständliche Reihenentwicklung in Bipolarkoordiuaten bestimmte 
Funktion ist in aller Strenge das logarithmische Potential zweier Kreisflächen 
(vgl. dagegen art. 208), und der schlieBlicIie komplizierte Mittelwert von 
pag. 207 ist einfach ^ v -}- log ii wenn zuvor durch Addition einer Kon- 
stanten zu F noch die Bedingung F^ = (vgl. art.. 227, wo für das Un- 
endliche e = statt (1 = uni3 o = gesetzt ist) erfüllt wird. ^ Den 
SchluB bildet eine ausführliche Untersuchung der Elektrizitätsbewegung tn 
einem Drahte, also die Diskussion der Telegraphengleichung- Dei' vierte 
Teil hat die Theorie der elektrischen Schwingungen zum Gegenstand. Zu- 
erst werden die Helmholtzschen Feldgicicbungen aus dem allgemeinen Induk- 
tionsgesetze hergeleitet, unter prinzipieller Vermeidung einer Theorie dar 
Dielektrika. Daher folgen dann die Maxwellschen Gleichungen nicht als 
Spezialfälle jener, sondern werden aus ihnen einfach durch Absonderung ge> 
wisser Glieder erhalten. Eine detaillierte Theorie des ungedämpft, wie auch, 
des gedämpft schwingenden Dipols liefert eine ei-ste Anwendung der Max- 
wellschen Gleichungen. Die zweite Anwendung bildet die Betrachtung der 
elektrischen Schwingungen der Kugel und des verlilngerten Rotati onsellipso- 
ides. Die Behandlang des letzteren bat nur für geringe EKzentrizitBLen 
Gültigkeit; trolzdem stimmt die DUmpfungs konstante nadelfitrmiger Ellipso- 
ide noch einigermaßen mit den Ahrahamschen Werten überein. 
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Giovautli Giorgi. Umt4 raEionali di elettromagnetiamo. Napoli 1901. 

(Estratto dal Nr. 24 Anno 1901 dpll'lugegneria Modema). 
~ n sifltema aaeoluto M. Kg. 8. Roma 1>I03. (Estratio dall' Elettricists, i 

1" Novcmbre 1902). 
Der Verfasser befiirwort.et ein Maßsystem, das mit dem sogenannten 
„technischen" Maßsystem der Maschineningenieure in der L Sangen einheit und 
Zeiteinheit übereinstimmt (Meter und Seknnde), als Massencinheit jedocb 
nicht 9.81 kg, sondern mir 1 kg hat. Die elektrischen Einheiten difse$ 
Maßsystems stimmen mit den Jetzigen sogenannten „praktischen" £inheit«o.' 
Volt, Anip., . . . Uberein, 
so schreibt: 



u 



i„r'-f^^''fee 




1 das Conlombsche Gesetz f^ £lektrizitit 
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(^tj == 3 . 10® — ^ = Lichtgeschwindigkeit) oder 

ee sek* 

Um außerdem den Faktor 47r aus den clektromagneiisdien Gleichungen zu 
beseitigen, wird im Anschluß an Fess enden vorgeschlagen, die magfietischen 
Einheiten durch folgende Schreibung des Coulombschen Gesetzes für Mag- 
netismus zu definieren: ^7 

4t%r^- / = - — mm 

(und nicht nach Analogie der sogenannten „absoluten^^ Maßsysteme 

47rr'« f= 4:7t ' 10 'ww'.) 

Der Vorteil dieser Festsetzungen besteht darin, daß ein Maßsystem entsteht, 
das sich einerseits auch in den Anwendungen auf Mechanik, Elektrizität 
und Magnetismus numerisch bequem Iconsequctit durchführen läßt, und das 
sich andrerseits den in der Technik eingebürgerten Einheiten fast vollkommen 
anschmiegt. 

Berlin. Fmtz Emde, Ingenieur. 

B. Weinstein. Elnleittuig in die höhere mathematisohe Physik. 

Mit 12 in den Text gedruckten Figuren. XVI u. 399 S. Berlin 1901, 
Ferd. Dümmler. 

Das Buch gibt eine gedrängte Übersicht über das gesamte Gebiet 
der mathematischen Physik. Wie im Vorwort bemerkt wird, ist es „nicht 
allein ffir Lernende, sondern auch für Lehrende geschrieben"; indessen er- 
scheint die Lektüre des Werkes doch weniger für Lernende als für Lehrende 
geeignet Denn die äußerst knappe Art, in welcher das umfangreiche 
Thema behandelt wird, dürfte wohl nur solchen Lesern genügen, die sich 
mit dem dargestellten Gegenstande bereits ziemlich eingehend vertraut ge- 
macht haben. Für diese mag das Buch, als eine Art Repetitorium, immerhin 
von einigem Nutzen sein. 

„Mit ganz besonderer Sorgfalt", so heißt es femer im Vorwort, „sind 
die Grundlagen einer jeden Theorie behandelt, der ganze erste Abschnitt 
des Buches beschäftigt sich mit diesen Grundlagen und setzt ihren natur- 
philosophischen und praktischen Wert auseinander. Der Verfasser hofft, 
daß gerade dieser Abschnitt willkommen sein wird; denn, so seltsam es 
klingt, auf eine hinreichende Durchdringung der Grundlagen wird auch gegen- 
wärtig immer noch nicht recht geachtet." Leider muß Referent bekennen, 
daß gerade diese Erörterungen über die Grundlagen und den erkenntnistheore- 
tischen Inhalt der physikalischen Begriffe fast nirgends befriedigen. Ins- 
besondere muß man den AusfGÜirungen jenes ersten Abschnittes — der den 
Titel trägt: „Gegenstand der mathematischen Physik und Grundlagen der- 
selben^' — fast auf jeder Seite widersprechen, und sehr häufig entbehrt 
die Ausdmcksweise des Verfassers der erforderlichen Präzision. Zur Be- 
gründung dieses Urteils seien einige Beispiele angeführt: 

In der Diskussion des Raumbegriffes wird gesagt: „Die drei Abmessungen 
des Raumes sind gerade oder die Lage eines jeden Ortes im Räume ist 

ArehiT der Mathinnatik und Phjtik. TU. Reihe. IX. 19 
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voUstjlnilig liestimmt, wenn mau drei gerade Linien angibt, die in dpm 
Orte Kuaanunenlaafen sollen ■ - ■ . Pht/sikalisdi aber folgt (!), daß Be- 
wegungen, die in unserem Räume in gerader Liniü beginnen, durch den 
Raum selbst eicht gezwungen werdeu, siuh za krümmen, daJl in unserem 
Baum gerade Bewegung zwanglos geschieht. " 

Noch merkwürdiger ist der Satz: „Die Zeit ist immer die n&mliche". 
Das Wort „immer" bedeutet doch wohl nichts anderes als „zu allen Zeiten" 
— also: die Zeit ist zu allen Zeiten die nllmlicbe. Aa anderer Stelle heißt 
es ilhnlich: „Der Raitm ist überall derselbe". Es scheint, daß der Verfasser 
mit den Wollen „der Raum, die Zeit" — die in lier Physik doch niibtt 
als abgekürzte Bezeichnungen sind ffir gewisse Zusammenbäiige von Er- 
scheinungen — irrigerweise die Vorstellung von etwas Substantiellem ver- 
bindet. 

Femer sei folgender Ausspruch zitiert: „Wollen wir also nicht annehmen, 
daB die Zeit auf verscliiedene Substanzen verschieden wirkt, so bleibt oidite 
flbrig, als vorauszusetzen," (sicl} „daß es überhaupt nicht die Zeit ist, wo- 
durch Vei^nderuDgen entstehen, sondern etwas anderes. Wir nennen dieses 
Andere Ursache und werden bald davon sprechen." Also: es ist nicht die 
Zeit, sondern die Ursache, wodurch Veränderungen entstehenl 

Weitjjr wird gesagt, „datt in der Zeit jede gleichförmige Bewepmg 
zwanglos geschieht Man stellt darum (I) auch Zeitabschnitte durch genie 
Linien dar." 

Von der Energie heißt es, sie sei „nichts anderes als das, was wir gt- 
wiihnlich mechanische Arbeit nennen. Weil aber der Physiker Dach d« 
Erscheinungsklassen verschieden« Arten von Arbeit unterscheiden rauU, ist 
ein Fremdwort als zusammenfassende BcKeichnung be(]ueni." 

Auch für die Detinitionen der weiteren physikalischen GrCBen ist 
groÜtenteils eine wenig präzise Form gewBhlt worden. 

In der Wärmelehre wird der Begriff der Temperatur zunftchst oliM 
jede Erläuterung angewendet. Später heißt es noch ausdrücklich: «Wir 
haben für diese Gr8ße -9 das Wort Temperatur benutzt, ohne zu sagen, 
wie diese Größe gemessen werden soll. Hierüber läßt sich auch ntchtl 
weiter angeben." Trotzdem oder glücklicherweise wird aber in den folgtQ- 
den Sßtzon noch ,,weiteres hierüber angegeben". 

Zum Schluß sei noch bemerkt, daß die Darstellung auch im sprach' 
liehen Ausdruck manche Flüchtigkeiten enthält 

Berlin. E. Aschkikabs. ' 
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Augusto Riglii und Bernhard DessAii, 

Mit 258 eingedruckten Abbildungen. '. 

Friedrich Vieweg und Sohn. 
„Das Buch über Telograpbie ohne Draht, welches wir hiermit, eint 
Aufforderung der Verleger Vi o weg in Braunsehweig und Zanichelli i^ 
Bologna folgend, gleichzeitig in deutscher und italienischer Sprache i 
Publikum darbieten, erhebt nicht den Anspruch, ein im eigentlichen Bii 
wissenschaftliches Werk zu sein. Dasselbe wendet sich an den großi S-^ 
Kreis der allgemein gebildeten Leser. Ihnen will es eine möglichst 
stSndige Kenntnis der Prinzipien vei-mitteln, auf denen die von Üuglieli 
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Marcotti geschaffene neue Anwendung der elektrischen Wellen beruht; gleicli- 
xeitig will es ihnen die Entwicklung vor Augen ttlhreo, welclie die Methoden 
und Hilfsmittel der drahtlosen Telegraphie, Daflk dem Scharfsinn Marconis 
«md zaiilreicher anderer Erfinder, unter den beständig wachsenden An- 
for«3eningeu der Praiis genommen hahen." 

Diese, dem Vorwort entnommeDen Satze kennzeichnen treffend den 
CViarakter des vorliegenden Werkes. Es enthalt eine ausfiihrliche Schilderung 
r- Technik der drahtlosen Telegraphie und eine wohlahgenindete, ein- 
gcliende Auseinandersetzung ihrer physikalischen Grundlagen. Den Verfassern 
ist; die Lösung der Aufgabe, die sie sich gestellt, in gaux vorzüglicher Weise 
gelungen, so daö die Lekttire des Buches bestens empfohlen werden kann. 
T>a keinerlei fachmännische Vorkenntnisse vorausgesetzt werden, so ist das 
^V"erk einem großen Leserkreise zngöuglich. Indem aber die Darstellung — 
untesi-hadet ihrer Gemeinverständlichkeit — bis ?.n den feinsten Einzelheiten 
»les behandelten Gegenstandes vordringt, nnd überall, wo es am Platze ist, 
eme wohlerwogene Kritik zu Worte kommen laut, wird das Studium dieses 
Buches auch für den Fachmann von grobem Werte sein. Der Physiker 
wird insbesondere seine Freud« haben au der eleganten Darstellung der 
wissen schaftliclien Prinzipien, aus denen joner neue Zweig der Technik em- 
porgewachsen ist. 

Der Lihalt des Werkes zerf&llt in vier Teile. Der erste gibt eine 
allgemeine Übersicht über „die elektrischen Erscheinungen" und ist in vier 
Kapitel gegliedert, die folgendermaßen betitelt sind: 1) Das elektrische Feld, 
2) Konstant* elektrische Strome, 3) Das magnetische Feld, 4) Der veränder- 
lich* Zustand des Stromes. Der zweite Teil trägt die Überschrift: „Die 
BleVtromaguetisehen Wellen". Hier werden im ersten Kapitel „die elek- 
trischen Seh win gongen" behandelt, soweit dieselben eine strahle nRJrm ige 
Ausbreitung noch nicht in die Erscheinung treten lassen. Au dieser Stelle 
ffetien auch ausführlich die Prinzipien der elektrischen Resonanz in höchst 
»oschanlieher Weise besprochen. Das zweite Kapitel behandelt — noch 
unter vorwiegend physikalischen Gesichtspunkten — „die elektrischen Wellen", 
JnrB Eigenschaften, sowie die Methoden ihrer Erzeugung und Beobachtung 
••[erden dem Leser vorgeführt auf (Jlrund der Untersnchungen , die durch 
'"^ berühmten Arbeiten von Heinrich Hertz eingeleitet wurden. Bekannt- 
'^<^h hat HeiT Righi selbst an dem weiteren Ausbau dieses Korschungs- 
K^bietes einen hervorragenden Anteil genommen; demgemäß läßt er auch 
^'Oen eigenen diesbezüglichen Untersuchungen eine eingehende Besprechung 
'■" teil werden. Ohne die Bedeutung jener Righischen Arbeiten verkennen 
^•^ Wollen, mag aber bemerkt werden, daß der Autor sich in dieser Hinsicht 
loch bisweilen eine größere Beschränltung htttte auferlegen können. So 
*"^ 1. B. der Righische Oszillator allzu ausführlich in einer großen Zahl 

I""" Ausfübrongsformen vorgeführt, die sich voneinander doch nur durch 
S*riiigfögige Modifikationen ihrer Konstruktion unterscheiden. Auch in dem 
^haphnitte, der der „Optik der elektrischen Schwingungen" gewidmet ist — 
''■ ^. den Versuchen, in welchen das dem des Lichtes analoge Verhalten 
ff Strahlen elektrischer Kraft zu Tage tritt — werden fast auaschlie Blich die 
^''genen Arbeiten Righis berücksichtigt; um von anderen Autoren zu schweigen, 
*" hattanhier doirh wenigstens die von Hertz ausgeführten Euperimente über pris- 
""•rtische Brechung und über Polarisation durch Gitter erwähnt werden sollen. 
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Ein besonderer Abschnitt ist den Indikatoren — den Vorritblim 
die zur Wahmehraung der elektrischen Wellen diunen — gewidmet, „i 
in allem", heiilt es hier, „kennt man beute 22 verschiedene Arten von 1 
katoren". Diese Zahl ergibt siuh jedoch auf Grund einer ziemlich willküar 
liehen Beiirtfiilung dessen, was als eine besondere „Art" anzusehen ist, ^^^^ 
wird z. B. das von dem Heferenten vor zehn Jahren angegebene Beobachtung 
mittel — ein Gitter aus Stanniol streifen — als Indikator besonderer . 
aufgeftthrt, wllhrend es doch, wie Refei-ent bald darauf nachweisen koni 
nur eine Ausfühningsform des Kobürers dai'stellt. Unerwähnt geblieben -7;^ ' 
übrigens das DyDamobolometer von Paalzow-Kuheus. 

Entsprechend ihrer Bedeutung für die Telegraphie ohne Draht ist c^ ^ 



„Itadiokonduktoren" — dieser Bezeichnung bedie 



ich die Verfasser n: 



'^^i 



l 



nlya Vorschlag für die Kohärer — das ganze dritte Kapitel des zweit^^ 
Teiles gewidmet. Nach einer Darlegung der Entdeckungsgeschichte diesoi 
merkwürdigen Indikators werden »eine komplizierten Eigenschaften und dir 
au ihm beobachtet«<n Phänomene auf Grund der umfangreichen einschlligigen 
Literatur ziemlich erschöpfend und sachgemäß besprochen. Auch die rar^ 
schiedenen Theorien, die für die Wirkungskreise der Kohärer aufgestellt 
worden sind, werden eingehend diskutiert. Mit Recht werden ab<-r alle biS' 
her gegebenen Erklärungsversuche als unzulänglich bezeichnet, indem im^ 
Besume der Verfasser lautet: „Überblicken wir das Gesagte, so müssen vir 
bekennen, daÜ von allen bis jetzt aufgestellten Theorien keine einzige di^ 
Erscheinung der Itadiokonduktoren vollständig zu erklären vermag'". 

In dem nun folgenden dritten Teile — „die elektrische Telegrepbi^ 
ohne Draht" — wenden sich die Verfasser zu dem eigentlichen Thema di^S 
Buches. Das einleitende erst« Kapitel handelt von der „Telegraphie darr.*» 
Leitung", — d. h. drahtlose Leitung durch den Erdboden oder darcl* 
Gewässer — „durch elektrostatische Influenz und darch Induktion''. Di-^ 
Titel der weiteren Kapitel lauten; 2) ,J)ie Telegraphie vermittels elektriscli^*' 
Wellen." 3) „Die Apparate der drahtlosen Telegraphie zwischen iw^' 
Stationen". 4) „Mehrfache und abgestimmte Telegraphie". Die Bearbeitm *? 
dieser Kapitel ist auf Grund eingehender Kenntnisnahme der zahlreiche ** 
neueren Publikationen und Patentschriften erfolgt, und es sei rühmend ht-m: 
vorgehoben, daß auf Grund dieser umfassenden Literaturkenntuis tili enl halbes^ *^ 
eine kritische und gerechte Würdigung der Bedeutung und des Wert<'S il-*i^*" 
einzelnen Leistungen stattgefunden hat. Dieses Verfahren war hier um ^*-*^ 
mehr geboten, als eine groüe Zahl der auf diesem Gebiete publiHnrt^?-** 
Erfind ungsideen noch nicht die Probe des Versuches bestanden hat oder ft *•*' 
von vornherein den Stempel der praktischen DnaustBlirharkeit au der Stir-«**' 
trägt. Durchaus begründet ist auch die Skepsis der Verfasser in ih«"*"' 
Stellungnahme zu der Frage der Abstimmung funkentclographischer St«tinn«*<^ 
Schon im zweiten Teile wird diese Frage gestreift und in zutreffend«' Wei-"** 
auf die physikalische Unmöglichkeit einer vollständigen Lösung di<^0<^ 
Problems auf dem bisher betretenen Wege hingewiesen — mit Hecht wir" 
n&mlich betont, daß ein Oszillator, der beträchtliche Energiemengen ntis- 
strahlt, gerade infolge der hierdurch bedingten starken Dämpfung J*"'" 
^hwingungen eine scharfe Resonanz des EmpfUngers unmöglich werden l&Ot —- 
und ia diesem dritten Teile begegnet man gegenüber den seitens der Erfini!'''' 
immer wieder aufgestellten Behauptungen, daß ihnen die Lösung jener A''f- 






gH.t>e geglückt sei, stets dem Ausdruck eines wohlbegründeten Zweifels. 
Aatih der Referent teilt io dieser Hinsicht diiirhaus den Standpunkt der 
Verfasser, da die spärlichen Versuche, welche überhaupt zur Pi-üfiing des 
an Pf üblichen Vorhandenseins einer Abstimmung von Geber und Sender aus- 
gp'fO.hrt worden sinil, niemals einwandsfrei auagefilhrt wurden oder gilnzlich 
dea- Beweiskraft emiangeln. In der Begel begnügten sich die Erfinder mit 
der bloßen Versicherung, daß mit ihren „Systemen" die Lösung des genannten 
I*»"obleras gelänge. 

Vollste Anerkennung verdient weiterhin die Objektivität, deren sich die 
Verfasser befleißigen hei der Würdigung der einzelnen Leistungen, durch 
welche die Entwicklung der Funkeatelegi-aphie geßrdert wurde. Dekaunt- 
liclt sind auf dem Felde dieses neuerschlosscneu technischen Gebietes schon 
IieLfie Prioritätsschlachten gescblagen worden. Die Verfasser sind stets 
Wmiüit, den Ansprüchen der verschiedenen Parteien durch sorgföltige 
Beobachtung der bezüglichen Publikationsdaten gerecht zu werden, über 
die bahnbrechende Leistong Marconis selbst wird sehr treffend iblgender- 
ma-ßen geurteilt: „ . . . . In den wesentlichen Einzelheiten seiner Apparate 
ktiDQ also Marconi auf Priorit&t keinen Ansprach machen .... Sein un- 
hestreitbares Verdienst bleibt es aber, daß er eine tatkräftige Initiative 
»entfaltet hat, wo andere nicht über schöctitemo Vorschläge oder tastende Ver- 
suche biitausgekommen waren, und daß er sofort und mit kühnem Griffe 
iQis praktische (üehiet übertragen hat, was anderen nur unbestimmt vor- 
geschwebt oder zn bescheidenen Experimenten gedient hatte. In vollem 
tJnifaiige offenbart sich seine Erßndergabe sodann in der Besiegung /.ahl- 
loser praktischer Schwierigkeiten und in einer Menge von Einzelheiten und 
ErTSänzungeu, die, so unbedeutend auch manche von ihnen für sich genommen 
er-Scheinen mag, doch für den praktischen Erfolg ungemein wesentlich sind." 
Mit der gleichen Sachlichkeit werden auch die Verdienste von Lodge, 
t*»*auM, Slaby-Arco etc. gewürdigt. Hierzu möchte sich Referent noch 
foXgi'Dde Bemerkungen erlauben bezüglich einer Bezeich nnngs weise, die sich 
l^i*ier schon allgemein eingebürgert hat, aber doch geeignet ist, die wahre 
l'^deutiing der Leistungen der einzelneu Erfinder in eine schiefe Beleuchtung 
t«-» rücken; Man spricht bekanntlich von einem „System" Marconi und da- 
»«sIbd von anderen „Systemen" der drahtlosen Funkentelegraphie. In Wahr- 
•>*rit gibt 08 aber nur ein solches „System", und dies ist allein an den 
'^ «men Marconis geknüpft. Dieses „System" benützen auch alle anderen 
^«^nder. An der Scholtuags weise und an speziellen Anordnungen, die nr- 
*l*Tttnglich von Marconi gewählt waren, haben sie Vevilndemngen vor- 
B^noauneo, die gewiß vielfach auch Verbesserungen darstellen mögen, aber 
■^^n prinzipiellen Teil der Marconischen Erfindung unberührt gelassen haben. 
*■ **i Grunde handelt es sich doch höchstens nur um Vei-vollkommuungen, 
^*Te sie die fortschreitende Erfahrung der Praxis hei der weiteren Aus- 
^T^lsltung einer Ei-findung allenthalben ku zeitigen pflegt, und wie sie auch 
^"cinMnrconi selbst in mannigfacher Weise an seinen nrsprüngliohen Sehal- 
^''Ml^rteiJ vorgenommen worden sind. 

Dpr vierte und letzte TeQ des Werkes behandelt noch die „drahtlose 
""«legraphie mit Hilfe des Liebts und der ultravioletten Schwingungen", 
'*iuchlieUlich der drahtlosen Telegraphie mittels des tönenden und lauschenden 
•jithtbügeos. In diesem Abschnitt werden auch die Untersuchungen der 



photo elektrischen Phänomene geschildert, die vou dar btuleutungsvoUeE 
iiertzsuhen Entdenkuag ülier den EiiiUuB des ultravioletteii Lichtes anf il%j 
Fun keil entladung ihren Ausgang nahmen. Irrtümlicherweise charukt^risiere^^ 
die Verfasser wiederholentUch jenen von Hertz heobaubteten EflVkt als ein»^ 
Herabsetzung des Entladungspotentials, während doch von Warburg docF^ 
gewiesen ist, daQ durch die kurzwelligen Strahlen keineswegs das Fuuke^^ 
Potential erniedrigt, sondern vielmehr <Üe sogenannte Veraö(r*rung aufgoHob*«- 
wird. Im übrigen tritt uns aber auch aus den letzten Kapiteln die ef^ 
dringende und umfassende Sachkenntnis sowie die hervorragende Darstelliinf _^ 
kunst der Verfasser entgegen, durch welche es ihnen gelungen ist, ein W«. -^ 
zu schaffen, das als eine schätzenswerte Bereicherung unserer physikalis^^ 
technischen Literatur gerühmt zu werden verdient. 

Berlin. E, 



Chwolson, 0, D., Lehrbucli der Physik. Erster Band. ÜbersetT^t p„ 

H. Pflaum. Mit 412 eingedruckten Abbildungen. XS u. Tfl 2 ^ 
Üraunschweig im>2, Friedrich Vieweg und Sohn. 

Aus der trüben Flut der leidigen Massenproduktion phjsikal isobar 
ünterrichtshücher taucht nur hin und wieder einmal ein Werk hervor, dif 
als ein wirklicher, wertvoller Gewinn unserer wissenschaftlichen LiterBtor 
beKeichnet werden kann. Zu den seltenen erfreulichen Erscheinungen disser ■ 
Art gehört der in deutscher LberaetKUng vorliegende erste Band des Leiuv 
bnchus der Physik von 0. D. Chwolson, Professor an der üniversitit » 
St. Petersburg. Vor allen Dingeu sei rühmend hervorgehoben, dofi e« dvK 
Verfasser mit glücklichem Erfolge gelungen ist, sich in mauuigfauher Hi»- 
sieht von dem altgewohnten Schema solcher Werke loszusagen. Sowohl il 
der Anoi'dnung wie in der Darstellung des behandelten Stoffes tritt <!i(H 
Originalität vielfai'h in die Erscheinung, Wir haben hier eine wirklidi 
selbständige Arbeit vor uns, und fast jede Seite des Buches läBt erkuDnii 
dafl der Verfasser sich nicht mit einer bloQen Wiedergabe des iiberliefeHM 
Stoffes nach Überkommenem Schema begnügt, sondern sein umfangniclicl 
Materia! für den vorliegenden Zweck erst iunerljch verarbeitet hat. 

Der gesamt« Inhalt ist in sechs Abschnitte gegliedert: 1 £>HlnfiWfi 
2. JäecJianik, 3. Meßapparate mid Meßmethoden, 4. Ldire von den öftiiV 
5. Li'hrc von diM Fläasiffkeitm, 6. Le)ire von den festm Köri>em. — Mil 
Recht werden in der Einleitung die erkenntuistheoretischen Prinzipien. ^ 
der physikalischen Wissenschaft zugrunde liegen, ziemlich eingebend erOrwrt> 
und nuch weitei'lnn werden stets mit hesoaderer Sorgfalt die begrifflifii* 
[■'imdamente der Definitionen und physikalischen GrSQen klargelegt. 

Die Mechanik wird in neun Kapiteln besprochen , deren eretes tmI 
kinematisch „nm dir Bfwegtinfl" handelt. Das zweit« Kapitel ist betlMlti 
„tHm dir ffro/i"; seltsamerweise vermißt man hier vollständig die Gewt» 
der Statik. Im dritten Kapitel bescbftftigt sich der Verfasser mit <!* 
,^rbeit und Energie^'; die diesbezüglichen Ansein and et Setzungen sind n»A 
Ansicht des Referenten stellenweise weniger gut gelungen; insbesouil"* 
werden nicht immer streng genug Tatsachen von Hyjwthesen geBchi^")- 
Durchaus angebracht erscheint es aber, daß in diesem Abschnitt« f'"" 
Mechanik in dem folgenden vierten uiul fünften Kapitel bereits ,^it kif 
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msdie Schwingungsbewrt/utu/'^ und die ,^triilile-i)iic Ambrvilung von Schwin- 
jungen'' behandelt werden. Hier finden sieh auch schon die Gesetze der 
[nterferenz, Reflexion, Brechnng,Huygenssches und Dopple rsrhes Prinzip osw. 
Es folgen die weiteren Kapitel: ti. Von der cäUfemeinen Gravitation, 7. Ele- 
ticnte der Ibtmliattheorif, 8. Von der Schwerkraft, 9. Von den Dimensionen 
Thysikaliseher Größen. Diese neun Kapitel über Mechanik füllen fast ein 
Drittel des ganzen Bundes aus. Warum ist aber die Rotationsbewegung so 
itiefmiitterlich behandelt? Man surfit vergeblich nach einer Besprechung der 
Creiselb«wegung, selbst der Foucaultsche Pendelversuuh bleibt unerwähnt. 

Der dritte Abs(.(bnitt zerfüUt gleichfalls in neun Kapital: 1. ÄUgemHnc 
Bemerkungen über physikalische Messungen. 2. Einige IHlfsapparntc. 
). Messungen von Längen und Flächen. i. Messung von Winkeln. 
>. Messung des Tolumens. 6. Messung von Kräfteti und Massen. 7. Messung 
ier Zeit. 8. Messung der Intensität der Schwerkraft. 9. Messung der 
Hittlrren Erddichte. — Der vierte Abschnitt, die Lehre von den Gasen, 
Mhandelt; 1. DUAte der Gase. 2. Spannung der Gase. 3. Barometer, 
Hanometer und Pumpen. 4. Berührung von Gasen mit Gasen, Flüssigkeiten 
ttul festen Körpern. 5. Grundlagen der kinetischen Gastheorie. 6, Gase 
M Zustande der Bewegung und des Zerfalles Hieran schlieBen sich die 
dm Kapitel des fOnften Abschnitts: 1. Grundeigensdiaflen und Bau der 
'lüssiffkeiten. 2, Dickte dn FlüssigkeUen. 3. KompressihÜität der Flüssig- 
tUen. 4. OberfUichenspanntmg der Flüssigkeiten. 5. Erst^einungen der 
\diiäMon und Ka^arität. 6. Lösungen von festen wirf flüssigen Körpern. 
, Zhffusion und Osmose. 8. Bdbung im Inneren der Flüssigkeiten. 9. Be- 
egung der Flüssigkeiten. 10. Kolloide. In dem vorletzten dieser Kapitel 
Sre wohl eine etwas ansftthrlichere Darstellung am Platze gewesen. Im 
ergleicbe zu der Reichhaltigkeit anderer Kapitel erscheinen die Auseinander- 
ttzungea ober die Hydrodynamik aaf jenen zwölf Seiten doch etwas 
Brflig. — Den Schluß bildet die Lehre von den festen Körpern: 1. Die 
faierie im festen Zustantle. 2. Didite der festen Körper. 3. Deformationen 
atfs festen Körpers. 4. Bähung und Stoß fester Körper. 

Das Werk ist in russischer Sprache zuerst im Jahre 1897 erschienen, 
ter deutschen Ausgabe, um deren Zustandekommen sich Herr Prof. Eilhard 
Piedemann bemüht bat, wurde die zweite Auflage des russischen Originals 
Dgroode gelegt; doch sind allenthalben noch zahlreiche Änderungen und 
Ergänzungen eingefügt worden. Die Übersetzung des Werkes — von 
I. Pflaum in Eiga — liest sieb ganz voiirefflich; an einigen, wenn auch 
licht zahlreichen, Stellen hätte noch die Verwendung von russischen Maß- 
inheiten ausgemerzt werden sollen. Die Literatur ist überall bis zum 
■ahre 1901 berücksichtigt worden. Ani Ende eines jeden Kapitels finden 
ich zweckmfißig zusammengestellte Verzeichnisse der wichtigsten ein- 
ehlSgigen Spezial werke tmd Originalabhaudlungen, Sach- imd Namen - 
egister, schöner Druck und Übersichtliche Figuren vervollständigen den 
fPert des ausgezeichneten Buches. 

Es ist nur zu wünschen, daß die Erwartung sich erfülle, die Herr Prof. 
^Tiedemann in einem vorgedruckten Geleitwort zum Ausdruck bringt: 
laß das Chwolsonsche Werk sich neben den besten der vorhandenen Lehr- 
tüdbar auch in deutscheu Leserkreisen einen Platz erobeiTi möge. 
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Klindt, A., Vorlesungen über Experimentalphysik, heransgi-gebeu vi^ ^ 

K. Sclieel. Mit dem BüdnU Kundts, 53i Abbildungen und ein» ^ 

farbigen Spekh-altafel. XXIV u. 852 S. Braimschweig 1903, Frii-dric^=^ 

Vis wog und Sohn. 

Die zahlreichen Schüler Hundts werden das Ersobeinea der Vo— ^^b. 

lesmignn ihrea vi^rehrten Lehrers sirherliuh mit Freuden begrüßen, ruft diM^^^^ 

; Lektüre dieser Bltttter wieder die Eriimerung wach an jene köstlich ^^k^_ 

Stunden, in denen der allzu frtth dahingesuhiedene Meister durch seii^n^j^ 

glänzende Vortragskunst die Schar seiner Hörer für die physikalisc^ ^ 

Wissenschaft zu begeistern veretand. Der eigenartige Vieh, der den Kund -g 

Bohen Vorlesungen innewohnte, entsprang dem Zaaber seiner gewinsenil ^^ 

Persönlichkeit und der inneren Freudigkeit, mit der er sein Thema ^g 

liehandeln pflegte. Hierzu kam die lichtvolle Klarheit und geistreic::— J,^ 
Eleganz seiner Darstellung in Verbindung mit einer voltcndet«n Sichert», «sjt 
im Experinn-atieren. 

In der vorliegenden Form sind die Vorlestingen im Wiuterseiiie;st«r 
1888/89 und Sommersemest«r 18R9 gehalten worden. Oa-s Buch stelll i,j, 
wesentlichen den Abdruck einer Nachschrift dar, welche anC Kundts cig^ar 
Vei-an lassung damals angefertigt wurde. So konnte dem Werke die Originalitfit 
der Kundtschen Vortragsweise gewahrt bleiben dank der pietätvollen Art, 
mit der sich der Herausgeber der druck fertigen Ausgestaltung des Manu- 
skriptes unterzogen hat. 

Das Bestreben, den ursprünglichen Charakter der Vorlesungen un- 
geändert zu erhalten, hat den Herausgeber leider auch veranta&t, von einer 
Ergänzung des Textes durch Einfügung der in den letzten 14 Jahren n&o. 
gewonnenen Forsch ungserj^ebnisse abzusehen. Es ist auf das lebhaftes!« x«i 
bedauern, daß das Werk auf diese Weise nicht zu einem vollständigen Lfti»" 
buche der Physik ausgestaltet wurde, sondern nunmehr ein Torso werd»'*' 
mußte. Die Pietät gejjen den Autor wäre keineswegs verletzt worden, ivFr» >* 
an geeigneten Stellen Einschaltungen vorgenommen worden wären — s"^* 
liittten durch kleineren Druck als solche kenntlich gemacht werden können — — • 
in denen die Fortschritte der Wissenschaft Berück siehtiguug gefunden hatl*^^**- 
Wäre diesem Verfahren der Vorzog gegeben worden, so würde man gerai^^**" 
dem Anfänger — Kundt hielt ja diese Vorlesungen für ÖtuJi 
ei'sten Semester — das Studium des vorliegenden Werkes aufs wKrnif 
empfehlen müssen. Nun aber wird ihm an zahlreichen Stellen ein n»—- *'' 
mangelhaftes Bild von dem gegenwartigen Stande der physikalischen Wiss«^^^' 
schalt dargeboten. Vergeblich würde ei- z. B. suchen nach einer Schilderur^^^ 
der Hertzschen Arbeiten über die Ausbreitung der elektrisi'hen Kra(t, nacir^lj 
einer Darstellung der Prinzipien der Faraday-Maiwellschen Theorie, ai_-^" 
noch vieles andere, wie Röntgenstrahlen, allgemeine Gesetze der Temporalw- -^^ 
Strahlung, Elektronentheorie, Becqnerelstrahlen usw. wflrde er glnzlich v^ ^^ 
missen. Unter diesen Umstanden muB man leider bcltirchten, daß rl^ *" 
Buche nur ein sehr bescbrünliter Leserkreis beschieden sein wird. 

Die Anordnung des Stoffes ist die alli;emein übliche; im Winterwraest-^'" 
pflegt« Knndt die Mechanik, Akustik und Wilnuelehre vorzutragen, wahieÄ^" 
Elektrizität und Magnotismus sowie Optik dits Thema des Somraersemest^'^ 
bildeten. Dem Texte ist noch ein kurzer Abriß über Kundts ,JjebeD n.z*d 
Wirksamkeit" vorangestellt, dessen Wortlaut sich s. T. an die von 



!s; iw. 



T. V. ßeiold im Jahre 1894 iu der Berliner Pliysikalisdien Gesellschaft 
i^haltene Gedftchhii.srede anleimt. Die Hauptaufgabe dea Herausgebers 
ästend in der Einlugung passender Figuren, dereo Auswahl im großen uud 
iDzen in iweckent sprechender Weise getroffen wurde. Niu: in der ,,Hä.nd- 
alerei", für die der Viewegsche Verlag ja stets eine besondere Vorliebe zu 
tbeti scheint, hätte tuan sich einige Beschränkung auferlegen solleu. Es 
are doch sehr zu wünschen, daß die violea Hände niit den schlecht 
bitenden Ärmeln endlich einmal aus den Figuren unserer Lehrbücher ver- 
hwUnden. 

Oerliu. E. Aschkinass. 



feiffer, G., FbjaikalisohGs Proktikom für Anfänger. Mit 47 in 
den Text gedruckten Abbildungen. VHI u. 150 S. Leipzig 190H, 
B. G. Teubner- 
In diesem Leitfaden werden 25 elementare Praktikumsaufgaben aus der 

echanik, Wärmelehre, Elektrizität und Optik behandelt Die Darstellung 

*ht in pedantischer Weise außerordentlich in die Breite und wirkt hier- 

irch sehr ermüdend, um so mehr als siul 

elfach auf gami spezielle Koustruktionstypen 
Das Buch ist hervorgegangen 

i'liülem der K. ludustrieschule zu München, 

>n Jahren den Physik unterriebt erteilt, für i 



I die gegebenen Anweisungen 
i der Apparute beziehen. 
L Bedürfnis des Verfassers, den 
welcher er seit einer Reihe 
praktischen Arbeiten i 



aboratorium einen gedruckten Leitfaden zur Verfügung zu stelleu. Bishei 
enten diesem Zwecke, wie uns in der fünf Seiten langen Vorrede mit- 
■teilt wird, vom Verfasser selbst geschriebene Heftchen, die dem Schüler 
, die Hand gegeben wurden und deren Inhalt ohne wesentliche Änderungen 
vorliegenden Baude vereinigt worden ist. Hätten jene Heftchen 
k»t auch fernerhin für den Unterrieht an der genannten Anstalt genügt? 
weitere Kreise dürfte wohl kaum „ein tief gefühltes Bedürfnis" vor- 
■eu, dem durch diese Publikation hätte abgeholfen werden müssen. 
Berlin, E. Aschkikash, 



F. und Hasriiek, K., Wellenlängen -Tabellen für spektral- 

Lnalytiaohe Untersuchungen auf Ornnd der ultravioletten Bogen- 

Ipektren der Elemente. 2 Bände. H u. 89 u. 213 S. Leipzig und 

1 ISlOi, Franz Deuticke. 

Verfasser haben vor einem Jahre ausfUhrliche Tabellen für die 

olängen der ultravioletten Kunkenspektra der Element« erscheinen lassen ; 

I Publikation ist im 6. Bande der 3. Reihe des Archivs, S. 323, 

worden. Sie haben inzwischen auch für die Bogenspektra der- 

l7& Elemente gleichartige Messungen ausgeführt, deren Resultate in 

liegenden zwei Bünden wiedergegeben werden: Die Spektren wurden 

wlben Bowlandschen Konkavgitter, das in den früheren Arbeiten 

(worden war, erzeugt und photugraphisch tiidert. Die Aufnahmen 

wiederum den Wellenlängen - Bei-eieh vom äußersten ultraviolett 

||700 A.-E, und die Ausmessung der Platten geschah gleirhfalls 

&Üher angewandten objektiven Methode. Das gesamte Zahlen- 
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material wird auch wieder zu drei Tabellen vereinigt, die in derselben 
Weise wie in der älteren Publikation angeordnet sind. 

Aus den gewonnenen Daten glauben die Verfasser auf die Existenx 
einiger bisher noch unbekannter Elemente schließen zu dürfen. Zum Bei- 
spiel zeigen Titan und Niob eine Reihe gemeinsamer, mit anderen schon 
bekannten nicht zu identifizierender Linien, die keinem dieser Elemente 
selbst zugehören, sondern wahrscheinlich einem bisher noch nicht entdeckten 
Begleiter derselben, der von den Autoren als Sl^ bezeichnet wird. Ähnlich 
weisen Titan und Tantal auf die Existenz eines Elementes 52^ hin, 
Holmium und Erbium auf zwei Elemente X^ und X^, Holmium und 
Gadoliniimi auf ein solches X3. 

Bei allen untersuchten Elementen waren die Bogenspektren von den 
Funkenspektren wesentlich verschieden. Bei jeder dieser beiden Arten von 
Spektren treten nämlich Linien auf, die nur ihr eigentümlich sind. Auch 
die als beiden Spektren gemeinsam anzusehenden Linien weisen häufig kleine 
Wellenlängendifferenzen gegeneinander auf und zeigen vor allem vielfacb 
große Unterschiede in ihren Intensitätsverhältnissen. Femer ist die Linien- 
zahl eines Elementes im Bogen immer kleiner als im Funken, und das 
Spektnun des ersteren erstreckt sich weniger weit ins äußerste ultraviolett 
als das des letzteren. Freilich ist es nicht möglich, in diesen EigentümUch- 
keiten beider Spektrengattungen eine Gesetzmäßigkeit zu erkennen, da die 
Linienzahl des Bogens im Ultraviolett zunimmt, sobald man die Stromstärke 
steigert. Die Verfasser haben ihre sämtlichen Messungen bei einer Strom- 
intensität von 10 Amp. ausgeftLhrt. 

Wie die Tabellen der Funkenspektra, so lassen auch die vorliegenden 
Messungsresultate erkennen, duß die Anzahl der den einzelnen Elementen 
im Bogenspektrum zugehörigen Linien sich als eine periodische Funktion 
ihrer Atomgewichte darstellt. 

Berlin. E. Aschkinass. 

N^culc^a^ E.^ Le phönomöne de Korr et los phenomencs electro-optiques. 
X u. 91 S. Paris 1902, C. Naud. 

Eine recht brauchbare imd klar geschriebene Monographie — aus der 
Sammlung „Scientia'' — über das Kerrsche Phänomen der Doppelbrechung 
im elektrischen Felde. Der erste Teil gibt eine Zusammenstellung der 
vorliegenden experimentellen Resultate; in dem zweiten Abschnitte werden 
die einschlägigen theoretischen Untersuchungen von Pocke Is und von Voigt 
auseinandergesetzt. Ein abschließender dritter Teil endlich ist der Diskussion 
eines dem magneto- optischen Zeem an- Effekt analogen elektro - optischen 
Phänomens gewidmet, dessen Existenz die Voigtsche Theorie voraus- 
sehen läßt. 

Berlin E. Aschkinass. 

Arnold 9 E. Die Weohselstromteohnik. Erster Band. Theorie der 
Wechselsti-öme und Transformatoren von !• L, la Cour. 425 Seiten 
mit 263 in den Text gedruckten Figuren. Berlin 1902, Julius Springer. 

Über Wechselströme und Transformatoren existiert bereits eine Anzahl 
von Lehrbüchern. Man wird deshalb von dem vorliegenden Werke etwas 



Rezensionen. 291 

Besonderes erwarten und dies um so mehr, als der Verfasser am Elektro- 
technischen Institut der Hochschule in Karlsruhe ist und sein Name, meist 
in Verbindung mit Arnold und Bragstad, vielen Elektrotechnikern be- 
kannt ist. Der Verfasser selbst sagt von seinem Buche, daß es den Teil 
der Wechselstromtheorie behandelt, der für ein gründliches Verständnis der 
Starkstromtechnik nötig ist. Man findet darin wirklich eine sehr voll- 
ständige Anleitung zur Lösung fast aller in der Praxis vorkommenden 
Wechselstromprobleme. In der Behandlung des Stoffes hat der Verfasser 
seinen eigenen Weg eingeschlagen und dabei viel Fleiß entwickelt. Seine 
Ableitungen sind abstrakt (man kann deutlich den Einfluß von Bragstad 
wahrnehmen) und im allgemeinen streng. Man darf wohl behaupten, daß 
der entsprechend vorgebildete Leser beim Studium des Werkes auf seine 
Rechnung kommen wird, vorausgesetzt, daß er sehr aufmerksam liest, denn 
die zahlreichen Druckfehler erschweren das Studium des Buches. Die geringe 
Mühe, die auf das Korrekturlesen verwandt worden ist, steht in keinem 
richtigen Verhältnisse zu der Sorgfalt, mit der der Inhalt bearbeitet worden 
ist Es ist auffallend, daß die Literaturnachweise fast gänzlich fehlen. 
Die unglückliche, leider in der Technik sehr verbreitete Bezeichnung ,yPhase" 
für Wicklungszweig, wovor schon im Jahre 1895 Görges warnte (E. T. Z. 
1895, S. 751), ist auch im vorliegenden Werke aufgenommen worden, 
unter Phase versteht man bekanntlich den Zustand eines Vorganges im 
betrachteten Zeitmoment. Der Wicklungszweig (z. B. in einer Drehstrom- 
maschine) ist nur durch die örtliche Lage charakterisiert; um eine klare 
Vorstellung zu erlangen, muß man dies auseinander halten. 

Weder aus dem Titelblatt des Buches, noch aus des Verfassers Vor- 
wort geht hervor, für welchen Leserkreis das Buch geschrieben ist; da der 
Verfasser eine gewisse Übung im physikalisch-mathematischen Denken voraus- 
setzt, wird sich der praktische Ingenieur, der gewöhnt ist, seine Vorstellung 
durch faßbare praktische Beispiele zu erhöhen, nicht leicht mit dem Inhalte 
befreunden: um so mehr Nutzen wird dagegen der Leser daraus zu ziehen 
wissen, der der theoretischen Behandlung elektrotechnischer Probleme das 
richtige Interesse und Verständnis entgegen bringt. 

Der erste Teil des Buches enthält außer einer kurzen Einleitimg, in 
der die wichtigsten Grundlagen aus der Elektrizitätslehre rekapituliert 
werden, die Behandlung der für die Technik wichtigsten Wechselstrom- 
probleme, zunächst für sinusförmige, dann für beliebige periodisch ver- 
änderliche Ströme und ein Kapitel über die Messung von Wechselströmen. 
Die Aufgaben werden analytisch und graphisch behandelt. Bei der analy- 
tischen Lösung bedient sich der Verfasser der bekannten von Steinmetz ein- 
geführten symbolischen Rechnungsweise mit komplexen Größen. Diese ist 
in Deutschland bisher wenig angewandt worden und bietet auch nichts 
wesentlich Neues. Um so interessanter ist die graphische Darstellung. 
Diese gründet sich auf drei in Julius Petersens „Methoden und Theorien 
zur Auflösung geometrischer Konstruktionsaufgaben^^ angegebene Operationen, 
die Multiplikation von Kurven und die Inversions- und Drehungstheorie, 
und auf zwei zuerst von Bede 11 und Crehore entworfene Kreisdiagramme. 
Das eine (Fig. 32) gibt den geometrischen Ort für den Endpunkt des 
Radiusvektors der Stromstärke an, wenn die E. M. K. konstant bleibt und 
eine der beiden Konstanten des Stromkreises, ohmscher oder induktiver 
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K«zen8i(inen. 
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WiderBland (Reaktanz), sich iindert, das andere (I''ig< 40) den geometrüicheii 
Ort für den Endiiunkt des E. M. K.-Vektors, wenn die Stromstärke konstant 
bleibt und sich die ohmsche fKonduktanz) oder die induktive Lpitfihigki 
(Suszeptnn'z) ändert. Die Methode des Verfassare führt wohl in all 
praktisch vorkommen den Füllen zum Ziele, gibt aber nicht immer die ei 
fauhste Darstellnng. So lassen sich z. B. die Diagramme der Figg. 5H und 7ü^^ 
viel einfacher und Übersicht lieh er aufbauen. Der Verfasser hat WKhr — a 
scheinlich den konipliy.i enteren Weg eingeschlagen, um den Entwurf der -^ 
Uiagramme möglichst einheitlich zu halten, und um die im 7. Kapitec^^ 
gegebene Konstruktion nur Darstellung der Leiatung und des Wjrkiings=* 
grades bequem anwenden zu können. Die vielen Hilfskonstruktionc .s^, 
erschweren aber namentlich dem Uugeübt-en den Überblii-k, und ein groß^^ , 
t'helstand in den Diagrammen des Verfassers liegt darin, dafi durch Au- ,^ 
Übung der Inversion die Zeitlinie ihren Drehungssinn wechselt. Bfi der i' .^ 
Abschnitt :I2 angegebenen Konstruktion zur Bestimmung der xh /.wei parall^F" 
geschalteten Impedanzen äquivalenten lnipe<lanz sind die Figurt^n derart vc^^^ 
/.errt gezeichnet, daß sie sich mit dem Texte nicht in Einklang bringen tass^^^ 
An dem Beispiel I für Reihenschaltung S. S'2 u. s. w. soll gezeigt werdi^^^ 
welchen Weg der Verfasser beim Entwurf seiner Diagramme ein^ichlt^w 
Gegeben sind die PrimSrspannung iog, die Leitungskonstanten r, und 
und die Siiszeptanz 6, des sekundären Stromkreises. Wie ändert sich rr» 
der Strom (/) und die sekundltre Spannung (/'.',) mit der Kfrndnkff^ 
Belastung (.ff^)? — Denkt man sich die primUrc E. M. K. E^ in Rieht».«, wig 
der Ordinate nacbse aufgetragen und zeichnet man den geometrischen Ort "'^ 
den Endpunkt des Radiusvektors der gesamten Leitfähigkeit des Str 
kreises (Admittanz, y — Y;;'' + l^) derart, daß die Abszisse eines re«^ 
winkligen Koordinatensystems die Suszeptonz h and die Ordinalen die K- 
daktanz 7 darstellen, so ist diese Kurve auch zugleich der goometruche C9ti 
filr den Endpunkt des Stromvektors I, H = E^- if, £„ ■= const). Den tr^^o- 
metrischen Ort fOr die gesamte Admittanz des Kreises erhillt man nun ^nf 
folgende Weise. In einem passenden MaBstalie wird vom Koordinat«naD f^ n^ 
{(>) in Richtung der Äbszissenachse j, bis zum Punkte p und von di4"S«itti 
Punkte in Richtung der Ordinatenachse r, bis zum Punkte j/ aufgetra>r«''>. 
Dann stellt op' die Impedanz der Leitung dar. Zieht man nun vom Punkte p' 
in Richtung der Abszisse nacbse die Strecke -.- (im selben Maßstabe wia r^ 

und r,) bis zum Punkte p", so gibt nach der oben zitierten Fig. 32 drr 
Halbkreis über der Strecke ;i'j)" den geometrischen Ort Rlr den Endpunkt des 
Vektors der gesamten Impedanz des Stromkreises. Durch Inversion erliält nian 
einen zweiten Ereis, der für den reziproken Wert der Impedanz, d, i die 
gesamte Admittanz des Kreises oder in einem anderen Maßstäbe nuci ITlr di> 
Stromstärke gilt. Durch Holtiplikation dieser Stromkurvo mit der loiped*« 
der Leitung r, — V''T+^ ""** tirehung um den Winkel (r^. :^) »i+Sfi 
man den geometrischen Ort fdr den Spann imgsah fall / ■ r,; die seknu'^''« 
Klemmenspannung /■'g wird dann durch die geometrische Differenz «rise!»™ 
i:„ (in lUcIitung der Ordinatenachse aufgetragen) und / ■ r, darg«f«lll 
Der Verfasser hatte hier die Inversionspotenz derart wDhlen sollen, daß ''"''" 
sellje Kreis für Impedanz und Admittanz gilt, wodurch das Diagruom sici 
vereinfacht 
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Im 7. Kapitel folgt dann die Darstellung der Verluste, der Leistung 
und des Wirkungsgrades zu den in den Kapiteln 4, 5 und 6 gezeichneten 
Diagrammen; es ist dies im wesentlichen die von Ossanna und Bragstad 
benutzte Methode. Der Abschnitt 43, in dem die Gleichungen für die 
Kupferverluste, die Leistung und den Wirkungsgrad zu den Aufgaben für 
gemischte Schaltung von Stromkreisteilen aufgestellt werden, ist etwas 
flüchtig geschrieben; denn außer einigen Druckfehlem ziehen sich drei 
weitere Fehler durch die ganze Rechnung und entstellen die Gleichungen 
(55), (56) und (57). 

Nun geht der Verfasser zu dem wichtigen und in diesem Buche sehr 
gründlich behandelten Gebiete der Wechselströme von beliebiger Kurvenform 
über: Darstellung einer beliebigen gegebenen Stromwelle durch eine 
Fouriersche Reihe, Beispiele für den Einfluß der höheren Harmonischen; 
Effektivwert und Leistung. Definition des äquivalenten Sinusstromes, Be- 
deutung des äquivalenten Leistungsfaktors und seine Berechnung aus den 
E. M. Ken. und Leistungsfaktoren der einzelnen Harmonischen. Dann unter- 
sucht der Verfasser die Größe des Fehlers, der dadui'ch entsteht, daß man 
die Reaktanz eines Stromkreises bei beliebig verlaufender E. M. K.- Kurve 

nach der Formel % = ^p?- berechnet, wobei E und / die gemessenen 

(effektiven) Werte von Strom und Spannung bedeuten und cos 9 sich aus 

der Beziehung -y, — j ergibt; L = gemessene Leistung. Und zwar zeigt sich, 

daß der Fehler bei Stromkreisen, die nur Selbstinduktion enthalten, gering 
ist; aber bei Stromkreisen mit Kapazität sehr groß werden kann. Um die 
Kapazität aus Spannungs- und Strommessung bestimmen zu können, muß 
der zeitliche Verlauf der Spannungskurve bekannt sein. Im nächsten Ab- 
schnitte leitet der Verfasser ab, daß ^ • J • sin 9 nicht die imaginäre Leistung 

n 

ist, die man erhält, wenn man ^^ ^^ • J^ • sing)„ bildet, sondern daß dies 


nur bei sinusförmig verlaufenden Wechselströmen zutrifit; in allen anderen 

Fällen ist die imaginäre Leistung kleiner als der Ausdruck ^ • J * sin 9 
ergibt; dieser ist deshalb mit dem „Induktionsfaktor" zu multiplizieren. 
Im Anschluß hieran stellt sich der Verfasser die Frage, wann ist graphische 
Zusanunensetzung der Amplituden der äquivalenten Sinusströme zulässig? 
Die Untersuchung führt zu dem Resultat, daß dies erstens immer der Fall 
ist, wenn die Induktionsfaktoren einander gleich sind (d. h. wenn die Strom- 
kreisteile ähnlich sind), zweitens, bei Hintereinanderschaltung von Strom- 
kreisen, dann, wenn die ohmschen Widerstände unabhängig von der 
Periodenzabl sind und alle induktiven Widerstände sich nach demselben 
Gesetze ändern; drittens, bei Parallelschaltimg, wenn nur ein Kreis Reaktanz 
enthält und die übrigen Kreise nur ohmschen Widerstand. Zum Schluß 
wird noch der Einfluß der Kurvenform auf die prozentische Strom- und 
Spannungsänderung untersucht. 

Das 11. Kapitel bringt einiges über die Messung von Wechselströmen. 
Es werden beschrieben: die Joubertsche Methode und der Oszillograph von 
Duddell imd Marchant zur Aufnahme des zeitlichen Verlaufes von 
Spannung und Strom; zur Messung der Effektivwerte von Spannung und 
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Strom W eich eisen - Instrumenta, Hitzdraht -Instrumente, Elettrodynamometcr. — — -> 

Der Verfaaser hatt* hier auch kurz auf die Stromzeiger nach dem Ferraris 

Beben Prinzip hinweisen sollen. Die im Abschnitt 61? über Leistung» m essec^r- ^^^ 
angegebene „Wattmeter" -Schaltung für groBe Spannungen und kleine StrSm^^^^^^ 
und die fiir kleine Spannungen und große Strome sind Tertauscbt; mar:^ _^^^ 

wird übrigens in den meisten FSllen die Schaltung anwenden, bei der '^■■^ , 

Strom der Spannungsspule auch die Hauptstroms pnle des Instruments durch .^ — - 
ftießt, weil die Stromkorrektion am bequemsten und genauesten ist. Di- .£ ^^^ 
im nächsten Abschnitte ^angegeliene Methode zur direkten Messung d(=?^.^___^j^ 

Effektivwerte von Spannung und Strom der höheren Harmonischen ist neaii,^^ , 

sie soll die umständliche und ungenaue Kurirenanalyse umgehen. Leid^^ -^^Hi 

erfordert diese Methode einen Hilfsgenerator, der für viele Feriodenzahle^^ ^ 

umschaltbar eingerichtet sein muB, und der Bau eines solchen macht ko^ ^^^^q, 
struktive Schwierigkeiten. Die im Abschnitt (i6 beschriebene Methode '^ -^^^^a, 
Messung der wattlosen Komponente eines Wechselstromes ist wohl ^— ^ i_ 

schön ausgedacht, hat aber keinen praktischen Wert, da sie zn viel Hilt- (^ 

Instrumente erfordert. In der Fig. 137 (S. 211) erkennt der praktisc^^^^^— ;j,g 
Ingenieur sofort, daß diese Methode nur auf dem Papiere möglich ist, /„ 

der Praxis sich aber nicht einführen kann. Den letzten Abschnitt widu^z^^ — ^^1 
der Verfasser noch der Messung der Periodenzahl von Wechselströmen. 

Im zteriten Teile des Buehes werden die Ein- und Melirphasen-Tra— 
formatoren, die Theorie der Mehrphasenströme nnd die der FeiTileitung ^ 



hochgespannten Wechselströmen behandelt. 
Warum sind die Mehrphasenströme nicht im erster 
die Theorie der Wechselströme behandelt worden? 
zwischen Transformator und Arbeitsübert ragung ist 
Omnd, diese aus dem ersten TeUe, der von der Thei 
handelt, auszuschließen; vielleicht würe hier 
Nachdem die physikalischen Vorgänge 



äigenartige Disiwsitis 
Teile, im Anschluß 
Eine gewisse Anal«» , 
«obl kein hinreichen.'« 
■ie der „Wechselströi.-»: 
dritter Teil am Platze g 

E in ph ase n tr&n sformato k 



erklärt worden sind, wird durch Differentialgleichungen nachgewiesen. 
man sich jeden Transformator durch eine „äquivalente Stromvenweigmi 
ersetzt denken kann und sieh deshalb alte Rechnungen auf die in < 
Kapiteln 4 bis 6 behandelten Aufgaben zurückfuhren lassen. In der Fig. X 46 
entwirft der Verfasser ein vollständig falsches Bild der Kraftröhren eir^Ktvs 
Manteltransformators. Dann folgen die Transformatordiagramme für b -^oii- 
stauten Kraftfiuß, konstante Sekundärspannung und konstante sekmi<3- 3in 
Stromstärke. In diesem Kapitel hätte der Verfasser auf die in der Liter»— ^ur 
eingeführten Strcnungskoeffizienten eingeben sollen. 

Im 14. Kapitel wei-den die Mehrphasensysteme besprochen. Es ^^ — ^ 
die topographische Darstellung von Potentialen erläutert, die Bestimm'^'^'ng 
des Spann ungsmittel Punktes eines Stern Systems und die Bestimmung ^^ 
Spann ungsabfaltes von beliebig belasteten Mehrphasensystemen bespn>cK^*an. 
Diese Abschnitte sind nicht sehr klar behandelt; bei Bestimmung <*« 
Sp an nnngsabf alles wird sogar in der Fig. 163 eine falsche Kon8tnilc"*ion 
angegeben. Die folgenden Abschnitt« über die Umwandlung von DrM-^*<?k- 
Schaltung und anderen Kombinationen in Sternschaltung sind sehr ^ns' 
fOhrlidL Das 16. Kapitel beschäftigt uns mit der Leistung von M^r- 
phasenstrßmen und mit den Meßmethoden. Endlich folgt noch eine ^' 
ihtung über die höheren Harmonisihen in Mehrphasensystemen. 
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Das 18. Kapitel handelt von der Theorie der Mehrphasentransformatoren. 
Zunächst beschreibt der Verfasser die verschiedenen Anordnungen des Eisen- 
körpers für drei- und zweiphasige Systeme. In der Fig. 196 gibt er eine 
magnetische Anordnung, die ganz verfehlt zu sein scheint, da hier bei dem- 
selben maximalen Kraftfluß wie f&r die in den Figuren 194 und 199 dar- 
gestellten allgemein gebräuchlichen Typen der ca. 1,3 fache Eisenverlust 
auftritt. Es ist auch unzulässig, für die Anordnung Fig. 196 die im Ab- 
schnitt 92 angesetzten Gleichungen zu schreiben. In diesem und in den 
folgenden Abschnitten werden die Differentialgleichungen für Transformatoren 
mit symmetrischem und unsymmetrischem Eisenkörper aufgestellt, und an 
einigen Beispielen wird gezeigt, welchen EinfluB der unsynmietrische Aufbau 
auf Leerlaufstromstärke und Effektverbrauch in den einzelnen Wicklungs- 
zweigen hat. Die Methode, die der Verfasser hier einschlägt, ist wohl 
korrekt, aber wenig übersichtlich, und es macht Mühe, sich in den Gedanken- 
gang des Verfassers zu versetzen. 

Im nächsten Kapitel wendet sich der Verfasser zu den in Trans- 
formatoren und ähnlichen Apparaten auftretenden Verlusten. Bei der 
Besprechung der Hysteresisverluste gibt der Verfasser auch einen Auszug 
von den Arbeiten von Max Wien über die Hysteresisverluste bei höheren 
Periodenzahlen. Sehr nützlich ist der Abschnitt über den Einfluß der 
Spannungskurve auf die Eisenverluste, der in der Praxis noch immer zu 
wenig beachtet wird. Eine Untersuchung über „die Wahl der Querschnitte 
des magnetischen Kreises'^ ist sehr unklar, die Bedingungen sind dann nicht 
scharf ausgesprochen. Es werden auch stillschweigend zwei Voraussetzungen 
gemacht (die Induktion ist gleichmäßig über den Querschnitt des Eisen- 
körpers verteilt, die geometrische Länge des Eisenkörpers ist identisch mit 
der Länge der Kraftröhre), die nicht zutreffen; deshalb kann auch das 
Resultat, zu dem der Verfasser konmit, nicht allgemein gelten.^) 

Die Verluste in der Wicklung werden leider sehr kurz behandelt. 
Auf die zusätzlichen Verluste durch Wirbelströme (sogenannte Strom- 
verdrängung) geht der Verfasser nur flüchtig ein; er gibt eine Tabelle, die 
den Einfluß der zusätzlichen Verluste durch Wirbelströme bei einigen Trans- 
formatoren erkennen läßt, leider fehlen hier die Wicklungsangaben der 
betreffenden Apparate, ohne die die Tabelle wenig Wert hat. 

Nun untersucht der Verfasser, wie das Verhältnis zwischen Eisen- und 
Kupferverlusten zu wählen ist, damit bei gegebener Leistung der Wirkungs- 
grad des Transformators ein Maximum vdrd. Die Richtigkeit des Resultats 
(Kupferverluste = Wirbelstromverlust -f 0,8 Hysteresisverlust) ist von anderer 
Seite angezweifelt worden, jedoch mit Unrecht; dagegen die Folgerung, daß 
diese Verteilung der Verluste auch die beste Ausnützung des Materials 
ergibt, ist unvermittelt. In der Praxis liegt gewöhnlich die folgende Auf- 
gabe vor: gegeben ist ein Eisenkörper; wie muß das Verhältnis zwischen 
Kupfer und Eisenverlusten gewählt werden, damit man, wenn Leistung und 
Wirkungsgrad vorgeschrieben sind, mit möglichst wenig Aufwand an Kupfer 
auskommt? Eine genaue Untersuchung führt zufällig zu demselben Resultat 
wie die vom Verfasser gelöste Frage. Zuletzt wird noch festgestellt, bei 



1) Vergl. auch: E.T.Z. 1908,8.710, Der Einfluß der Krafllinienverteilung 
in einem Eisenring auf die Verluste durch Hysteresis und Wirbelströme. 
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± T-sl der Flmiiiietne, steht es um die 6nmdbegri£Fe nicht besser, 
ki durchaus hillige, vom Körper zur Fläche, Ton der Fläche 
J>ie Flidie^ als das zweien physichen Körpern Gemeinsame, 
ri^nLibciie g€<Nmetrischen Grundbegriff; als selbständiges Raum- 
^«mliK im W«c« der Idealisierung im Sinne Kleins, kann sie auch ein- 
««:ri^ s^diL wie das listing-Möbiussehe gebogene Rechteck. Verf. definiert | S 
iw Ebene: «r $agt zwar § 1, 4 vorächtig, die Ebene ist eine Fläche, aber 
ur ier StenH?m)i?me bezieht er sich ausdrücklich auf 1, 4 als Definition der 
Ebene. Das 3. Axiom der Ebene: Teilung des Raumes in zwei getrennte 
Teile Dr-nümessiojiaüat • wiid niigends erwähnt 

Im hOdistes Grade rückständig ist die Auffassung des Winkels. Unter 
iea vieien schlechfieji Definitionen, die man bei Schotten nachlesen möge, die 
'««iiieviiCetice: <ier Sichtimgsunterschied, und diese Differenzen des schlecht- 
ua xttfrkiärticaen Grosdbegrifis, in den nicht nur der Raum, sondern auch 
:Mcii üe ifeit «liniceht« werien addiert und subtrahiert, und damit wird be- 
«:«>«n. iai Schei^winkel gleich sind. Dann die Parallelentheorie! „Unter 
le« >eni<die%ieiien I^mpea der bewegten Geraden ,^uß^ hiemach „eine*^ sein^ 
.>lau ian^ ^ ;al:^ einleuchtend betrachten, daß in dieser Lage beide Gerade ^ 

viNJci«M :>uikt ^nteü&sam haben.^ Also Verf. glaubt im Grunde, er könne 
;di^ :^^nUleLeiiaiJU!om: beweisen, er weiß aber doch, daß die Sache ihren 
Hab&Mi '%a£^ tioil $Q ^^l^ nach dem Beweise das Axiom! Als Folge des 
' 'V^^e«eiMaiOtit:> «^r^'heLoen die Sätze von der Eindeutigkeit des Lotes, deren 
^>;^^ :^ jule v.^<ivmeC2:tea ^t« während der zweite nur die Unendlichkeit der 
^4«M»kett Tocuert. Unbegrenzt und Unendlich sind ihm S. 212 gleichwertig nsf. 
Wka \!üuuii( der Verf. zu seiner Erleichterung in die Materie hinein; höchst 
>«ki>j^»asii^ j^iNrichc er das Prinzip aus, Figuren, deren bestinunende Stücke 
,.<4v-.i Niüu» stimmen in allen Stücken überein, um gleich darauf die Kon- 
.>**.**-.xii--.K; aun.'h Bewegung zu beweisen. Er stellt ohne jeden Grund deo^ 
V . .^,.aaie weiten, der bei Euklid mit Fug und Recht der dritte ist:^ 
,.*.. /'Siiuiupt ist die Anordnung auch ein schwacher Punkt des Buchet - 
•v V.*-.t»*04;r<üume müssen sich an den Parallelismus anschließen, den e ^^ 
_ ^.: w ;oi- /.eit wäre auf den Winkelsummensatz zu begründen. De«^=^^ 
**^ v^ V. .iw».i iaii vitT Schüler nicht vor § 32 gebrauchen. Die direkten Ken 
. ^v .vv,!.** ;^ivUi. Ort kommen hinter den indirekten; der Pappussche Satzs::^*'' 
.'vv. .**.; I*>üiii^v>ni5 ein Spezialfall ist, imd der nichts als den Sat^=^ -* 
V 'i*^a\>ii^*eivüheit der Parallelogramme erfordert, wird als Verall- -^' 
. . ,,v^ U'jw IN tü4igoras geboten etc. 

. i.vj^csi'reu^en ist noch die Trigonometrie. Ref. stellt zwar da^— ^ 
. , . , ivv^tii. Uli Kücksicht auf die Tabelle in den Vordergrund, gibr ^^ . 
V w ji^iuciüv Dehnition der zyklischen Funktionen, wobei er sec unc::^ ^^ 
,. ..^vl ieü Schülern schenkt; aber auch die gut mittelalterliche-^^® 
^ ... -^ iC4 .x»^v^uometri;^*hen Formeln aus der Dreiecksgeometrie läßf ~*: 
..^.^^.M* 'W Vert*. hätte dabei das Additionstheorem wie Nasii^-^*^^ 
, .%^.^,.^* luivh die Zersohneidung des Dreiecks mittels der Höh^ -^ *^ 
*u .iei Stereometrie ist die Trennung der Ecken und de^'^^'^^ 
i<,.xÄ> i-.iuus^ die Einschränkung der Volumenberechnun^^ ^^ 
\ . >. ,>x.;i l^iiuip ist durchaus zu billigen; doch würde Ref. di^j^^ 
.,,v..v -o* ISiamide und Kugel als Konsequenz des Cavalieri — ^^' 
, .wa.vm^^ ^v>j;ii^M%>geti haben. Summa Suramarum: Ref. verma^^«-*^ 
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^lit einzusehen, was den auf seinem eignen Gebiet so geschätzten Verf. zu 
r Wiederbelebung des alten Schlömilch - Reidtschen Werkes veranlaßt hat. 

Straßburg L E. Max Simon. 



»lilömüohB Handbuoli der Mathematik. 2. Aufl. 2. Band I. Teil. 
Leipzig 1904, J. A. Barth. 

Der ganze Band ist von Herrn Heger bearbeitet; die Vorrede gibt 
ö Änderungen an. Am Schluß erwähnt der Verf., daß er soviel wie 
SgUch Fremdwörter vermieden hat, d. h. er hat die internationalen 
ohnischen Ausdrücke durch fremde Wörter ersetzt. 

1. Buch: Darstellende Geometrie. Die Lektüre wurde dem Ref. durch 
e sprachlichen Neubildungen erschwert. Die Darstellung ist einfach, die 
L^foren sind deutlich, das Buch ist für Schüler und Lehrer brauchbar. Die 
exfilirungskugeln des Vierecks im Raum sind wohl schon früher von Neuberg 
üd anderen ausgiebig behandelt worden. 

2. Buch. Analytische Geometrie der Ebene; sie hat dem Ref. wenig zu- 
3sagt. Die Klarstellung des Grundgedankens ist nicht klar, die bedeutendste 
BXLere Auffassung, das Dualitätsprinzip, nicht scharf herausgearbeitet. 
>us was die Geometrie der geraden Linie erschwert, die Festsetzungen, die 
xr Eindeutigkeit führen, die bilden die einzige Schwierigkeit, und da hat 
^cli's Verfasser leicht gemacht; Ref. muß gestehen, daß ihm die grundlegende 
'estsetzung § 2, 4 S. 112 nicht klar geworden ist. Wunderlich ist auch, 
^ Ref. schon beim 1. Band bemerkte, die Anordnung. Der Kreis hinter 
on Kegelschitten, die generelle Erklärung der (? hinter der speziellen usw. 
^^ Kurven 3. Ordnung sind, ich glaube zum ersten Mal, in einem für 
^nftnger bestimmten Buch, allgemein und ausführlich behandelt. 

3. Buch: Analyt. Geometrie des Raumes hat den Ref. weit mehr be- 
ledigt. Vermißt hat er die Plückerschen Koordinaten, ihm persönlich die 
^^genehmsten, die Rejeschen Azen, den Linienkomplez. Dafür haben die 
Aumkurven dritter Ordnung eine eingehende Berücksichtigung gefunden. 

4. Buch: Differentialrechnung. Die Eigenart des wackeren, alten 
^hlömilch, der ein sehr geschickter Rechner war, ist erhalten geblieben. 
^* Definition der Stetigkeit gibt man jetzt schärfer und macht von vom 
*i^in aufinerksam, daß aus der Stetigkeit noch nicht die graphische Dar- 
^Ubarkeit folgt, sondern dazu der Funktionsbegriff eine weitere Einschränkung 
leiten muß. Die Singularität von 1/x — 2 für a;='2, sowie die von 

« für fc/2 tritt erst bei komplexer Variable hervor, da wir für reelle Zahlen 
oo »=» + <30 setzen, wie — = + 0. Aber von solchen und ähnlichen 
^inen Ausstellungen, die zum Teil geradezu Geschmackssache sind, abgesehen, 
^ dieses Buch für beide Zwecke des Herrn Herausgebers recht brauchbar. 
^ Druckfehlern hat Ref. nur bei Fig. 123 Buchstabe Ä als fehlend be- 
®»kt und den Strich von p; sowie auf S. 751 Z. 1 Y statt 8. Die Aus- 
*ttung ist eine vorzügliche, der Verleger hat wahrlich keine Kosten ge- 
keut. 

Straßbarg 1904. Max Simon. 
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L»!*^»^:. rheorie der algebraischen Funktionen 
-- Jir» Anwendung auf algebraische Kurven 
jj-_.- '.' '. :. 7n7 S. gr. ^^^. L^ii»/.::,-. H. ii. Teubiinr. 

. : ;: iTewuudem'n I*ta«ien /u ihrem 7M- 

■' -i".?«.-ho Ausbau eiiuT »-ii:/' Ir.tii Dis/iplii: 

■ .'./.iolit, datur liefeit «ii«? Theorie d»r 

. ..— _? ':>•> Bei.si»iel. Ein J3»Ti« l:t über 'iii- 

• -. :.-r Aritlimetik, Algebra, Fuiiktiouc:.- 

.--:.. 'Nt von Brill mul N.'»'rh«-r in 

- . : !'__" -::iäTikervi'n'imguug i>\*\ ijHiTeli»:: 

. •■* «iT v^rsL-hifJtMien Methuil»:'ii /u i-iiKu 

_ : - - - irr: Wfsentlit.-ben volKtiin'iiiTf Dar- 

.- .--: rrtVhlt. J)i»\s(»m Manjirel wird dim-li 

..: : I. .iL i 5 borg abgeholfen. Vua wrub-M: 

>.:■■■-■::■ uml wcblu'S Ziel si»- sii-li L^'^tH-k!. 

• . : V r: ausführlich dargelegt, \vt-l«.ht!i wir 

.■-■<■.■>' Sätze entnehmen: „Im Lautr «l-r 

:»-r. Furschern, zuerst durch die Arbeit':! 

D'^dekind und Weber, mehr und iri»-lir 

■ , . i.i i der leichteste und sicherst«' Kin.:auc iu 

-. .::'ii arithmetische Hetrachtuni: der ratiiinai-^u 

. : !i'!'. i:ew(mnen wenh'n kann, sidbstveistilü'i- 

".•AiS der hierher gehörigen Kesultate aus li-r 

- . .:. :.:>vr Wunscil, der aiithmetisrhen Tlit-'-ri«? 

^ ■: ÜT.Üchen Strenge und AUgemeiiduMt auih 

, -". welche sie V(»r Einseiti«:kcit linwahi"^ 

■.'.:r ol)liogend<'n Autgaben fähig ma-lit . ■ ■ 

"limetische Tlieori«' vermag nach iniM-riT 

Hereicherung in sich aufzunchnim. «ii» 

. ". • wird/' 

■■/. ud, welchen wohl die Mehrzahl '1'" 
'.'Irfte, ist ili»' arithmetische Ki<htur.^'. 
—^. iiende, und zwar sind es nanu-iitlici- 
. '. Webt'r, weh'he die V^rfasM-r aui- 
•.iTtbildet und t'ortLfeführt balieii: di«'>'' 
^ 'lie andern liichlungcn der TlnMtri" 
V iiehnii'U jedoch die Vorlfsun«rcn v..'i: 
• ^''.''U Eigenschaften der algebrai^^thti; 
■•■ ; Weierst raÜsehe An^ehauuiiLTHn in 
■••.. Erst naeli<lem die Unt«'r>uchuni:'H 
,' '. iler charakteristischen Eigenseliattt-ii 
- ^'cllung im Bereiche der analvtisch«ii 
• ieutung des zu einer Hieniannsilbii 
^ t '.s-.dnandergesf'tzl ist, setzen jene aritb- 
-. . .: 11 auf die vorliegende Kunktione:.- 
■■'.:\i ersten Teil im wesi»ntlirhen ein-» 
■ckerund i)edekind für die Zahleii- 
•alen Faktoren auf das <iebiet der 
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Der wesentliche unterschied dieser Anordnung von der von Dedekind 
imd Weber befolgten entspricht den verschiedenen Zwecken der Schriften. 
Bei Dedekind und Weber 8t«ht die Fordertmg der Reinheit der Methode 
im Vordergründe, jede mit Stetigkeils Voraussetzungen behaftete Deduktion, 
iasbesondere jede geometrische Veranschuulichung ist geflissentlich vermieden; 
uinl wenfl der Begriti" des Punktes eingeführt wird, so geschieht dies in so 
nbstrakter Form, daß die Gefahr einer unrichtigen oder auch nur der 
'lethode zuwiderlaufenden Verwendung geometrischer Vorstellungen aus- 
geschlossen wird. Dieser prinziiiielle Standpunkt erscheint gewissenuaßcn 
I "is Reaktion gegen die in der alleren Riemannschen Theorie üblichen, auf 
^n^bliche geometrische Evidenzen sich stützenden Beweisführungen. Bei 
"inpm Lehrbuch, welches tiefergehendes Interesse für den Gegenstand erst 
*«'"^^ecken soll, nicht schon voraussetzen darf, würde eine solche abstrakte 
Kinffthning das Eindringen in die Theorie nur unnötig erschweren. Das 
^jier von Anfang an benutzt« Hilfsmittel der Reihenentwicklung hebt diesen 
tJtjelstand, ohne darum die Strenge der Deduktion irgendwie zu beein- 
«■"Bchtigen. Auch wird der Leser, wenn, wie es hier geschieht, die prinzi- 
piellen Verschiedenheiten der Methoden deutlich hervorgehoben werden, bald 
•^Ibst fühlen, welche Hilfsmittel wesentlich, welche entbehrlich sind, wenn 
Bn,sn den Zusammenhang mit der Theorie der analytischen Funktionen lösen 
i^ilL Aus ihrer Verbindung mit dieser erwächst aber der arithmetischen 
T*4ieorie aufler ihrer konkreten Gestaltung auch noch die Anregung zu 
EKiaanigfacher weiterer Durchbildung, welche zu einer Reihe sehr bomerkens- 
w«^«rter Satze führt. Unter diesen seien zwei hervorgehoben, von denen der 
eine sich a.ur die Elementarteiler der ku einem Modul gehörigen Matrizen 
besieht, der andere ein Kriterium liefert, durch welches die Ideale aus der 
f • esunthcit der Moduln ausgesondert werden. 

Die arithmetischen Theorien, welche als das wichtigst« Resultat den 
"iemaon-Rocbschen Satz liefern, bilden den zweiten und dritten Teil der 
* orlesungen. Diesen schließt sich am engsten der sechste Teil au, wo die 
••<^tir liegenden Untersuchungen über die Abelschea Integrale bis zur Auf- 
stellung des Abelscben Theorems und der Formulierung des Umkehrproblems 
•ortgefährt werden. Der vierte und fünfte Teil sind der Theorie der alge- 
•^f^isehen Kurven gewidmet. Diese wird von vornherein ohne jede verein- 
^<:hende Voraussetzung entwickelt, und so werden auch die Plttckerschen 
'■^fUieln in ihrer allgemeinsten d. h. für jeden beliebigen speziellen Fall 
B^tägen Fassung gegeben. Es zeigt sieb, daß, nachdem einmal durch die 
'"fÄngehende arithmetische Theorie eine sichere Basis für die Behandlung 
"^r algebraischen Kurven geschaffen ist, die vollständige Durchführung dieser 
^■'ifgabe nicht nur möglich ist, sondern sich auch durchaus übersichtlich 
8**taltet. Eine Reihe neuer Untersuchungen, wie über Kurven im Raum 



JJ*** drei und mehr Dimensionen, finden sich auch 

Werkes. 

, Es können hier die Leistungi 

•""J-Un aufgeführt werden; denn ■ 

^^Ddige Arbeit, sei es, daß es sich 



. diesen Teilen des 



od< 



der Verfasser nicht in allen Einzel- 

finden auf Schritt und Tritt selh- 

m ganz neue Untersuchungen handelt 



solche, die bereits vorhandene ergiinzen und iibrunden, oder endlich i: 

) ^**i« Darsletlung bekannter Resultate. Häufig wird durch eine scheinbar 
II B^ringfagige formale Änderung die wahre Bedeutung eines Ergebnisses erst 
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in das rechte Licht gesetzt. So gilt naeh der Äusdehaung des Begriffs ^ 
Divisorettklaseea uuf gebrochene Divisoren der einfache Satz, duB die «^ 
Äbelschen Inte^alen pnt^prechenden Divisoren (Differetitialteiler) in ilt:»^ 
Gesamtheit genau eine Klasse konstituieren. Dieses Resultat findet sich j 
Grande genommen auch bei Dedekind and Wober, aber dorchans n^« 
iu dieser einfticben Fassung. 

Zu den rein wissenschaftlichen Vorzögen des Werkes gesellen sieh xxoi 
eine klare Daistellung und fioi^ältig gewählte Aosdnicks weise, durcbi ^ 
sich wohl jeder bei der Lektüre angezogen fflhlt. So at«ht denn zu hofT^i 
daß der Wunsch der Verfasser, ihr Interesse und ihre Liebe für di«:^ 
schöne Gebiet mathematischer Forschung ihren Lesern mitzuteilen, bei re>oU 
vielen sich erflillen werde. 

Berlin, Juli 1904. E. Stewitz. 



A. Locwy. Veraicherungsmathematik. Ssjnmlung Giischen Bd. 100, 
146 S. 

Das für seinen geringen Umfang recht inhaltreiche Werkchen gibt io 
Anlehnung an das bekannte Zillmersche Lehrbuch eine Einföbning Jn iu 
Elemente der Lebensversicberungsmathematik — nicht der Versiotwiiing!- 
mathematik im allgemeinen, wie es nach dem Titel den Anschein hat. Des 
Hauptgegenstand der Darstellung bildet die Entwicklung der einmahnen nid 
jährlichen Primien sowie der Prämie nr es erven für die Versicherung auf iu 
Lehen einer einzelnen Person, während der Versicherung auf verbundene Leben 
vernünftigerweise nur ein kurzer Raum gewidmet ist. Vorausgeschickt wirf 
eine kurze Einleitung über umfang und Bedeutung des Versieherungswesem 
sowie zwei Kapitel über Zins und Sterblichkeitsmessung. In einem spütenn 
Abschnitte findet mau einige recht interessante Angaben über die BnrtK>- 
prämien; wobei man Gelegenheit hat zu bemerken, wie mechanisch ukJ 
unwissenschaftlich vielfach diejenigen Methoden sind, nach denen eimg« 
Lebens versicheruagsgesellscbaften ihre TarifprHmien aus den „matheniatisclieii" 
NettoprSmien konstruieren. Daß die Zillmersche Methode der Prümienreäerff- 
berechnung von dem Verfasser etwas stiefmütterlich behandeil worden i^ 
m&g darauf zurückzuführen sein, daB die über diesen Gegenstand in jücgslfr 
Zeit veröfl'enti ichton Schriften anscheineD<l oicht mehr benutzt wprden konnleß; 
immerhin wäre es interessant gewesen zu erfahren, was der Verfasser gop" 
jene Methode einzuwenden hat, auch wenn es (vgl. S. 13G) „nichl« Wennt- 
liches" gewesen wäre. 

In stilistischer Beziehung weist die Darstellung mannigfache üd^'0' 
heiten auf; Wendungen wie „Möglichkeiten, die sich als gleicfaraOgÜAl) V* 
weisen" (S. 26), „Rente aumpflinger von Seiten des Versicherten" (i ") 
hätten vermieden werden sollen. 

Mannheim. B. Osnfc 




Yermisclite Mitteilnngen. 



1. Aiifig;ab6n und Lelirsätze. Lösungen. 

A. Aufgaben nnd Lehrsätze* 

130« Die Anzahl der Schnittpunkte der Diagonalen eines konvexen 
»9-Eckes beträgt im Innern desselben ( ], während die verlängerten Dia- 
pönalen sich außerhalb des konvexen n-£ckes in -^ < ( j Punkten schneiden. 

Hierbei ist ein Punkt, in dem sich r Diagonalen schneiden, ( j-mal zu zählen. 
Aussig, Böhmen. A. Krug. 

131. Veraügemeinerung der Aufgabe 109 (Bd. VIII, S. 173) (W. Franz 
Meyer). Sind r und n ganze positive Zahlen oder auch Null, so läßt sich 
bekanntlich jede Primzahl p (ausgenommen 2) nur auf eine Art auf die 
Form p =- 2''+^(2n + l) + 1 bringen. 

Es sei die quadratische Kongruenz vorgelegt 

(1) ic* = D (moäp), 

Ist N ein beliebiger Nichtrest modulo p^ so gibt es stets eine ganze Zahl X, 
welche der Ungleichung genügt: 

0<X;^2''— 1, 
und fOr welche 

(2) !)»••+ ^ = JV^^(»'»+i)(modp). 

Ist bei gegebenem Beste D und beliebig angenommenem Nichtreste N hier- 
aus X gefunden, so ist die Lösung der quadratischen Kongruenz (l): 

(3) x = ± 2V-^(«'' + ')2y*+^ (mod^). 

Aussig, Böhmen. A. Krug. 

132. Durch eine einfache geometrische Betrachtung gelangt man zu 
folgendem Satze: 

Wenn man von allen Punkten P einer Kreisevolvente aus auf den 
Normalen eine beliebig gewählte konstante Strecke bis N und auf den 
Tangenten nach der Seite, wo die Spitze liegt, den Badius des Grund- 
kreises bis T abträgt, so umhüllt die Gerade NT die Evolvente eines 
anderen Kreises. Sein Mittelpunkt fällt mit dem des ersten zusammen, sein 
Radius ist gleich der Projektion von PT auf NT. 

Breslau. M. Peche. 




304 Vermischte Mitteilangen. 

B. LSsmigeii« 

Zu 111 (Bd. Vm, S. 262) (St. Jolles). — In 111 war von dem 
Unterzeichneten die Aufgabe gestellt worden, zu beweisen^ daß die Komplexe 
eines Büschels linearer Komplexe eine Begelschar IL Ordnung, die keinem 
von ihnen angehört, in den Strahlenpaaren einer Involution schneiden. Ich 
gestatte mir im folgenden einen einfachen Beweis dieses Satzes anzugeben. 

Einem Strahle l des Baumes, der nicht zur Trägerkongruenz C^ eraes 
Büschels [C7/] linearer Komplexe gehört, sind durch die Komplexe von [C^\ 
die Strahlen einer zu [0^] projektiven durch l gehenden Begelscb 
n. Ordnung 91^ zugeordnet. Ist l ein Leitstrahl der gegebenen Begelsch; 

U. Ordnung 91^, so schneiden sich beide Begelscharen, da 81^ in kein^ 
Komplexe des Büschels [C/] enthalten ist, noch in einer kubischen 
kurve A;', zu deren Bisekanten die Strahlen von Ü^ gehören. Ein linei 

Komplex schneidet nun eine ihm nicht angehörende Begelschar 11. Ordnar=3Lg 
in zwei Strahlen. Der durch einen Strahl x^ der Begelschar 91* geben^Ki3e 
Komplex F^ des Komplexbüschels [C7j] hat folglich mit 91* noch eine 
Strahl x^ gemein, j^, x^ schneiden / und als Strahlen von F^ auch den 
durch F^ zugeordneten Strahl l^. Er gehört zur Begelschar 22* und ist s 

mit eine Bisekante von A;^, die Strahlen x^j x^ sind folglich diejenij^ 
Begelstrahlen von 22*, welche bzw. durch die beiden Schnittpunkte X^, ^^^t 
von k^ mit l^ hindurchgehen. Nun paaren aber die Begelstrahlen von S^M^i 

die Punkte der kubischen Baumkurve und demnach auch die Strahlen di 
zu k^ Perspektiven Begelschar 91* involutorisch, somit schneiden die Koi 
plexe r^ des Komplexbüschels [Cj^] die Begelschar 91* je in den Strahlei 
paaren x^, x^ einer Involution, w. z. b. w. 

Ein Büschel linearer Komplexe enthält hiemach höchstens zwei reel ^6 

Komplexe, welche eine keinem seiner Komplexe angehörige Begelsch^^^r 
n. Ordnung berühren. 

Haiensee. St anislaus Jolles. 

Zu 112 (Bd. VIII, S. 262) (0. Gutsche). — Si d^un point P, o- f 
abaisse une perpendiculaire sur un diametre t quelconque d'une conique '^ 
centre, le point d'intersection de cette perpendiculaire avec le diameti — '^ 
conjugue t' & t, appartient a rhjrperbole d^Apollonius du point P relativ ^ 
a la conique. 

Cette hyperbole equilatere passe par P, par 0, par les points infinL-s^^ 
des axes et par les pieds des quatre normales que Ton peut mener de 
a la conique. 

Dans le cas d'une hyperbole, les asyrap totes etant rayons doubles 
rinvolution des diametres conjugues, Thyperbole d'Apollonius de P pass 
aussi par les pieds des perpendiculaires abaissees de P sur les deux asymp 
totes. Si P se meut sur /;, les hyperboles h' constituent un faisceau ayan 
poui- centres communs: 0, Ä et les points infinis des deux axes. 

On sait que toute hyperbole equilatere circonscrite a un triangle pass 
aussi par son orthocentre. En supposant Torthocentre infiniment voisin d' 
des sommets ce qui a Heu dans le cas d'un triangle rectangle, on obtien 
aisement le theoreme suivant: 





Yennisohte Mitteilungen. 305 

«La perpendiculaire abaiss^e sur llijpot^niise dn sommet de Tangle 
droit d'un triangle rectangle inscrit dans nne hjperbole ^quilatere est 
tangente a Thyperbole an sommet considerä>. 

La circonference de diametre OÄ coupe une quelconque des hjperboles h' 
du faisceau en deux points B et C. Les angles OBÄ ei OCA etant droits, 
las perpendicnlaires abaissees de J? et de (7 sur OA sont tangentes a 
rhjperbole d'ou le theoreme. 

Porrentruy (Suisse) 15 Juin 1905. A. Droz-Farny. 



Zu 114 (Bd.IX, S. 188, 189) (Lösung von Otto Meissner). — Es 
beißt dort zum ScbluB: „Man findet femer, daß für keinen sonstigen Wert 

— außer für x =» 2 — ^s(^) durch fi{x) teilbar ist." Herr Meissner 
scheint übersehen zu haben, daß auch f(ir a? = — 24, wie aus dem Teiler 

— 143 von 429 hervorgeht, f%{x) durch fi{x) teilbar ist. Denn es ist: 
/i(— 24) = — 715 und /i(— 24) = 5005 7 • — 715. — Man ver- 
gleiche die Lösungsmethode meines Vaters auf Seite 186/87. 

Aussig (Böhmen). stud. phil. Josef Kbuo. 

Zu 122 (Bd. IX, 8. 90) (G. Loria). — Die Plückerschen Koordi- 
naten derjenigen Geraden zu bestimmen, welche zwei gegebene windschiefe 
Geraden rechtwinklig schneidet. 

unter Benutzung der Gr aß mann sehen Methoden (vgl. mein kürzlich 
erschienenes Buch: Vorlesungen über die Vektorenrechnung ^ Leipzig 1905, 
B. 6. Teubner) stellt sich die Lösung wie folgt dar: Seien gegeben die 
beiden Geraden als die gehu/ndenen Vektoren oder Stäbe 

Wo 

^\h + Vi^i + ^1^ = 0, 0^2^ + yjtw, + z^n^ =- 0. 

Entsprechend sei der kürzeste Abstand derselben dargestellt durch 

g - x[Ee;\ + y\E€^'\ + z{Ee;\ + l\e^+ m\e^ + n\e^, 
Vre 

xl + yfn + /n «= 0. 

Cch bringe zunächst zum Ausdruck, daß |l und q auf g senkrecht stehen. 
2u dem Ende genügt es, die zugehörigen freien Vektoren 

p = x^e^ + y^e^ + z^e^, q = x^e^ + y^e^ + ^je^, 

g=^x€^+ye^ + ze^ 

^u betrachten. Soll g auf p und q senkrecht stehen, so ist g der Er- 
gänzung zum äußeren Produkt zwischen p und q proportional, also 

"^«Toraufi 

<i) ic«*(yi^,-y,^i), y-^K^iX^-h^i)^ ^ = «(^y» -- «»yi)- 
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Will ich den Faktor % bestimmen, dann gehe ich von der Vektorgleichong 
zur skalaren über und finde g ^^ »pqsmccj also 

(lO % ^, 

wenn j?, g, g die Längen der Vektoren p^ Qy g und a den Winkel (p, q) 
bezeichnen. Hiermit sind drei der Plück ersehen Koordinaten gefunden. 

Nunmehr drücke ich aus, daß der Stab g die Stäbe |l, l| schneiden 
soll. Die Bedingung dafür lautet, daß die aus g mit p bzw. I| gebildeten 
Tetraeder den Inhalt Null haben müssen: 



oder 



xli + ym^ + zn^ + Ix^ + my^ + nz^ « 0, 
x^t + y Wj + zn^ + lx^ + my^ + nz^ = 0. 
Nehme ich noch die obige Bedingimgsgleichung 

xl + ym + £iw =» 

hinzu, so bestimmen diese Gleichungen die noch fehlenden Plücker sehen 
Koordinaten. Durch Elimination von m und n ergibt sich z. B. 

gH =» yf>yix{\z^ — l^z^) + ^(mi^ij — m^z^) + £i(fii/, — n^z^'\ -. 

da ja ^^ = o;* + y^ + ^^ ist. Werden noch die Abkürzungen 

i = x{l^x^ — ?2a;i) + y{m^x^ — m^rri) + z{n^x^ — fi^iCi), 

(2') Jlf = x{\y^ — ij^i) + yim^yt - Wj^i) + ^(»i^j - «i^i), 
JV «= a;(/iZa — \z^) + y(mj;efg — m^z^ + ^^(ni^rj — WjiJi) 

eingeführt, so lassen sich die drei restierenden P lück er sehen Koordinat^^ 
in der Form darstellen: 

Igpq sin a • ^ = yN — zM^ 
gpq sin a • m = /X — xN^ 
gpq sin a • n = xM — yX, 
Berlin, den 19. Mai 1905. E. Jahnke. 



Eine zweite Lösung mit den Methoden der analytischen Koordinatec^ 
geometrie hat Herr E. Rath, Stuttgart, am 13. Juni 1905 eingesand*"^ 
welcher zu dem eleganten Resultat gelangt: 

„Z>ie secfis unbekannten a?, y, z, Z, w, n auf deren Verhältnisse es at^ 
kämmt, sind proportional den sechs Determinanten fünfter Ordnimg der Matrix 
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Zu 126 (Bd. IX, S. 91) (E. Jahnke). „In Erweiterung eines Steiner- 
schen Satzes, der fftr das Viereck gilt (Ges. W, I, 162), die folgende Formel 
fOr das Fünfeck zu beweisen: 

(1) 3 (aj, + «1, + al + al + a»,) = af, + a«, + ah + a», + a|, 

+ 4(m» + m| + m» + m« + mf), 

WO die m^ die Yerbindungsstrecken der Diagonalmitten bedeuten; und zwar 
bezieht sich m^ auf die beiden Diagonalen A^Ä^, -^s-^s? ^sw." 

Bedeutet noch m/ die Verbindungsstrecke der litten zweier nicht auf- 
einander folgender Seiten, wobei sich w^ auf die Seiten Ä^Ä^ und Ä^Ä^ 
bezieht usw., und ist endlich noch m/' die Verbindungsstrecke der Mitten 
einer Seite und jener Diagonale, die nicht durch deren Endpunkte geht, 
wobei sich m^' auf die Seite A^Ä^ und die Diagonale Ä^Ä^ bezieht, usw., 
so bestehen noch folgende Gleichungen: 

(2) 3(aJ, + al + a», + aj, + a|,) = a«, + a|, + a|, + aj, + a», 

+ 4(m;« + «;» + m;« + mi* + m^») 

(3) a*, + «h + «h + a% + al + aj, + a|, + a^ + a*, + a|, 

= 4(m;" + m;« + <« + m;« + m;«). 

Hat der Eckpunkt Ä^ die rechtwinkligen Koordinaten x^^ y^ so ist allgemein: 

4mJ = (a^ — «3 + r»^ - a^g)* + (y, — ^s + 3^4 — y5)^ 
4w;* = {x^ + i^8 - ^4 — ^ö)* + (^2 + y« - 3^4 - ^ö)*» 
4nij"* « (a^ — ic, — a?4 + aj^)* + (y, — ^s — ^4 + ^ö)^ ^w. 

und mit Hilfe dieser Gleichungen erweisen sich (l), (2) und (3) als Iden- 
titäten. 

Durch Vertauschung der Indices lassen sich aus jeder der drei obigen 
Gleichungen mehrere neue ableiten. Vertauscht man z. B. in (l) die In- 
dices 4 und 5, so kommt: 

^ifl\% + «Is + «85 + «« + ö!i) = «?8 + «»5 + < + «Ii + «!« 

+ 4(m;'* + m;* + fiis"* + mj + wf) usw. 

Aussig (Böhmen), den 12. Juni 1905. A. Krug. 



Zu 127 (Bd. IX, S. 91) (M. Peche). — Es sei AB die Basis der 
Zykloide (d. i. die Gerade, auf der der erzeugende Kreis fortrollt), und CD 
ihre Scheiteltangente. Im Punkte M der Zykloide ziehen wir die Tangente 
und die Normale, erstere möge die Scheiteltangente in T, letztere die 
Scheiteltangente in N und die Basis in F schneiden. Bekanntlich ist dann 
TF A.AB. — Zeichnet man noch auf der Normale NF die drei Punkte E^ 
und ff, so daÖ NM = ME, MO = 2 MF = EG, so ist der Krümmungs- 
mittelpnnkt der Zykloide für den betrachteten Punkt M. Konstruiert man 
auf der Scheiteltangente CB den Pimkt 8 aus der Gleichung NT » TB, 
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so folgt: ES 1 MT, daher ES±MF, E8 = 2MT. Da noch EG = 2MF, 
so ist A MTF ~ A ESG, daher SG ± CD, 

Konstruiert man nun eine Parabel, deren Scheitel Mj deren Achse M(^^ 
ist und deren Krünimungsmittelpunkt auf der Achse mit dem Erümmun^^' 
mittelpunkt der Zykloide zusammenfällt, so ist nach bekannten Sätzen -^ 
ihr Brennpunkt und MO =^ p ihr Halbparameter. Im rechtwinklig^^^ 



^i 



Dreiecke NSG ist aber E8^ = NE - EG = 2ME'P] der Punkt S her 
daher auf der Parabel. Die in diesem Punkte an die Parabel geleg-^ ^ 
Tangente muß bekanntlich die Achse MO in einem Punkte N* schneide^^^i 
so daß N'E = '2 ME ist, d. h. N' ^ N und NS ist Parabeltangente. 

Aussig (Böhmen), den 12. Juni 1905. A. Kbug. 





Ist P ein beliebiger Punkt der Zykloide, die durch Bollen eines Kreis«*^ ®^ 
vom Radius a auf der Geraden OÄ erzeugt wird, ist femer M der Mitt^^^*'^ 
punkt des durch P laufenden erzeugenden Kreises und TN sein auf 0. 
senkrechter Durchmesser, so ist PN eine Normale der Zykloide, PT eii 
Tangente und die durch T zu 0^ gezogene Parallele TS ihre Scheite^ 
tangente. Den Krümmungsmittelpunkt K fär den Zykloidenpunkt P find« 
man, wenn man PN um sich selbst bis K verlängert. Die Parabel, dei 
Scheitel P ist, und die in P drei unendlich benachbarte Punkte mit der Zykloic 
gemein hat, muß in P denselben Krümmungskreis haben wie die Zykloide 
es muß also K der zum Parabelpunkte P gehörige Krümmungsmittelpi 
sein. Nun ist aber für den Scheitel einer Parabel der Krümmungsradii 
gleich dem Halbparameter j9, also ist N der Brennpunkt der Parabel. De 
Ort der Brennpunkte aller Parabeln ist daher OÄ. PT ist die Scheitel 
tangente der Parabel. Die zweite durch T laufende Parabeltangente muE 
die auf dem Brennstrahl NI errichtete Senkrechte, also die Scheiteltangenl 
TS der Zykloide sein, denn die Scheiteltangente einer Parabel ist der 
für die Fußpunkte der vom Brennpunkt auf ihre Tangenten geflUlten Lei 
Mithin berühren alle Parabeln der verlangten Art die Scheiteltangente der 
Zykloide. 

Breslau, den 6. Juli 1905. 0. Gutsche. 





2. Anfragen nnd Antworten. 

(Vacat.) 



3. Kleinere Notizen. 

A Chinese Theorem on Geometry« 

(Aus einem Schreiben an Herrn A. Gutzmer.^ 

The following proposition is one araong others that were proposed 
by a certain Chinese mathematician to a friend of mine: 

If in a polygen inscribed in a circle all possible diagonals that can 
be drawn from a Vertex are drawn and the successive triangles thus 
formed are inscribed with ciroles, then their radii will be together equal 
for any of the vertices. 
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How the Chinese deal with this subject, or whether tbey own a mode 
or other of proof, it is all unknown to me. 

As it has however interested me somehow, here I give mj proof. 

I shall first consider the case for an inscribed quadrilateral AB CD, 
The diagonal ÄC being drawn, for the radius of the circle inscribed in 
-4-BC we have 



-w 



(AB + BC — CA) {AB ^ B C + CA) (— AB + BC + CA) 

AB + BC+CA 



Let the angles subtended bj the sides AB, BC, CD, and D^ be denoted 
\>y a, ß, /, d respectively, and let the circnmradius be R, The sides haye 
't^ben for their expressions 

AB == 2 12 sin a, etc. 

^nd it may be easilj fonnd: 

AB + BC+CA^ 8R cos |cos | sin ^ **, 

AB + BC-CA^ SR sin ^ cos f- sin ?^, 

AB-BC+CA^ SR cos ^ sin § cos ?^, 

2 2 £ 

-AB + BC+CA=^SR sin | cos|- cos— ^^• 

These yalues being substituted the ezpression for q reduces itself to 

Q = 4icsin— sin ^ sui ^— ^ — 



And similarlj for the other triangle 

2 — 2 — 2 



Q = 4 Ä Sin ^ Sin— Sin — i-^- 



Add them together, and it results 

I ' AT» ^^ ' ^ • ß ' Y ^ 

Q + Q =^AR^ sin - sin -^ sm -^ cos-, 

where the law of summation is easy to see. 

The symmetry of the above expression teaches us at once the validity 
of the proposition for the case before us. 

Nert we designate with A^ . , . A^ . . , A^A^^^ a polygon with 
n -\- 1 sides inscribed in a circle. The sum of the radii ander question 
for the Vertex A^ may be denoted by 8^. The diagonal A^A^ being drawn, 
the polygon A^ . . . A^ , , , A^ is one with n sides and inscribed in a circle. 
Assame for such a polygon our proposition to hold, the equal sums being 
expressed by S, 

Let the radii of the inscribed circles for the triangles A^A^A^^^, 

^i^r-^m A^r^.+i and AA+iA ^ö 9v Qi^ Qzy Qa respectively. 

8^ is obviously equal to 8 together with q^. 8^ is the same as 8 except 

that ^ does not enter into the expression and that q^ and q^ come instead. 

So we have by sabtraction 

8,- 8, = (8 + (f,)- (8 -(,, + (,, + ^J - (ft + P,) - (e, + ^4). 
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Hut thö eiioality of p, -f- p, witli pj + p, bas airead; been proved, 
since ÄjA^A^Ä^^^ is a quadrilateral inscribed in a circle. 

Thus 6'r is equal to S^ for all tbo Indices. 

It tberefore follows by matbematical inductiun tbe establishment of the 
proposition in geueraJ. 

Tokyo, March 29, 1905. Y. Mikami. 



Zd der HittcUunK von Herrn 3. Schröder über die Nähern ags wert« Ton ['S. 

(Bd. rx, 3. soe.) 

Der voD Herrn Schröder gefimdene Satz 

(l/5-l)'-(-l)>-'Ä,(l/2 



Zj 



bildet einen sebr speziellen Fall des bekannten Sat/«», der den Zusamman- 
hang der allgemeineu Lösung einer Pellfichen Gleichung x' — Dt/* "^ + l 
mit der kleinsten positiven Lösung angibt. Er iat aber ancb in folgendem 
8atx enthalten, der weniger bekannt sein dürfte und leicht %» beweLsea isl: 
Eb sei n irgend eine positive ganze Zahl, b ein Teiler von 2<i und 



' a" + 6, Sind dann 



Nt 



; Näherungswei-te der K^tteU' 



bruchfnt Wicklung von ^1), ao iat 

Straflburg i. E., 17. Juli 1905. Paul ErsTEix. 

Nulii Aber die WegHcbafTimg' von Warzel^röfies aus a1)irebru Ischen GlelcliuuKrn. 

Die Aufgabe, aus einer uigebrai sehen Gleichung die in sie ein tretenden 
Wurxelgrößen zn entfernen, ist unter Henutziuig von ri ten Einheilatrarzeln 
durchaus elementar and einfach zn lösen. Stellt man jedoch das Problem 
an den Beginn einer systematischen Debandliing der Algebra, so muB da« 
Hilfsmitte! der Einbeitswui-zeln vermieden werden. Das kann leicht auf 
folgendem Wege geschehen. 

Wir verstehen unter 

«„ «„(!„ ..., a,_„o,_i; R 
algebraische Ausdrücke mit beliebig vielen Veränderlichen und setzen 

Dann stellen wir die Aufgabe, durch Multiplikation mit einem geeigactea 
Faktor D, aus 

"o + a,r + «,r» + ■ • ■ + n,_,r"-» + o,_tr— ' = 

die IrrattoualiUlt r wegzuschaffen. Das geschieht durch Mulüplikatioii mit 
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i.R a.R 



Denn 



«iß 



liefert, falls 
multiplizieren und ( 
die dritte mit r"~', 
abaiehen, den Wert 



dieser entbält i 
Gießen. 



die Elemente der ersten Zeile einzeln mit der Klacnmer 
1 dann von der ao erhaltenen Zeile die zweite mit r"~\ 
"', die vierte mit r""', . . ., die letzte nit r' multipliziert 
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der Tat r nicht mehr. 



4. SpreoliBaal für die Encyklopädie der matliematisclieii WisseuBohaften. 

[FinsenduugCQ für den Sprerbsaal eriiittet Franz Mejer, Königsberg i. Pr., 
Mittelttagbeim 61.J 

Zusätte zur Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften. 

Zu meinem Artikel Hber die l'heorie der Kugelf unk tionen und dur 
verwandten Funktionen (Band II, Heft 5) ist S. 738 folgendes hinzu zu lilgen. 

In der Dissertation von Emil Hilb, „Beiträge zur Theorie der Lame- 
sehen Funktionen", München 1903, ist gezeigt, daß die von Lindemann 
gegebenen Entwicklungen von —■ — nach Lamestben Funktionen in den 
angegebenen Gebieten nicht konvergieren. Die von Linde mann auf- 
gestellten Konvergeuzhedingungen sind zwar notwendig, aber nicht hin- 
reichend. In der genannten Disseilation werdeu ferner neben der Klasse K 
noch andere Klassen von Lameschen Funktionen herangezogen. 

Bei der Abfassung meines Artikels (Sommer 1898) existierte die 
Dissertation noch nicht, und im Frühjahr 1904, als ich während des Drucks 
dem Artikel ErgILn/.ungen hinzufügte, war sie auf der hiesigen Universitäts- 
bibliothek noch nicht vorhanden; sie ist mir erat nach Vollendung des 
Drucks bekannt geworden. 

Halle a. S. A. Wanüerin, 
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8. 203 in Gl. (4) lies ft = ^. 

S. 208, Z. 3 V. u. lies — p' statt — q. 
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Snr röqnation difförentielle de Monge; 

Par M. W. Kapteyn ä Utrecht. 

1. Le pr^ent memoire est consacre ä Fetude de l'equation differen- 
tielle partielle de Monge 
(1) Er + 2Ks + Lt = 

oft lee fonctions Hy K et L sont independantes des variables Xy y et e 
et d^pendent par suite seulement des deriveos du premier ordre p et q. 

NouB nous proposons d'abord de determiner les conditions neces- 
nüres et süffisantes pour que l'equation (1) admette deux integrales 
mierm^aires. En supposant ces conditions remplies, nous cherchons 
mumite ces integrales interm^diaires elles-memes. 

Yoici les resnltats de nos recherches. 

Pour qne l'^qnation (1) admette deux integrales interm^diaires, il 

-fimk et il snffit que 

H ^ K ^ L 
^11 ^it ö„ 



(2) 
et qua 

(8) 



oft 



-ä[..(iD'-2»./,^4^.,.(w, 



D-}/et,'-'f„e„. 



Dans cee equations d^^, 6^^, 0^ representent les d^riv^es secondes 
de 1a fonction la plus generale satis&isant ä Feqaation diffl^rentielle 
(8) du quatri^me ordre. 

L'int^gration de cette ^quation (3) donne pour integrale generale 



w 



g'-h- 



P - u-_ 



U — V 



d - 2 fg'ip''du - 2 Cw^"dv - (.</' - h'){ip' + ^') 



2 



l - i£i[(^ - *)(*>' - *') - (9^ - ^W - A')], 
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oü H et V sont deux parametres variables et 

9 = ?(«), ft = K^), 9 — vC«). * = *(») 
repreaentent quatre foEctions arbitrairea de la seule variable « ou c, 
tandia que ^' = j^ i ff" =" j„i etc. 

Si les condttions (3) et (3) sont remplies, lequation (l) admet lea 
denx integrales intennediaireB 



(5) 



-J!> —»5 



- S(«), • 



- ytl' 



-xr-g(.), 




[)r etant uno foQction arbitraire et u et ti les fonctions de p et $ qoi 
reanltent des eqaations (4). 

2. Dans sa th^se , du plus hant interet (Klausenburg 1880), 
M. J. Välji a d^jä donne la conditiou (3). Gn partant de l'equatioD 

0„i- + 2Ö„s + Ö„( = O, 

11 arrive ä one conditiou equivalente ä la conditiou (3). Apres imo 
tr ans Formation ing^nieuse il en deduit une integrale particnliere renfer- 
mant trois conetantea arbitraiies. Do cette integrale il se propose de 
d^duire l'integrale generale d'apres la methode de W. Imschenetsky. 
De cette maniere il tombe sur une equation ditferentielle qut parait 
Stre inabordable. En auivant ä peu pres le meme cheiuin nous obte- 
nons cependant une equation differentielle qui est parfaitement int«- 
grable. II nous semble qu'il a'eet gÜBse mal heu reue erneut une errenr 
daBB le calcul de M. Välyi et que c'est ä cause de cette erreur que ta 
resultat (4) lui est echappe. 

La menie coiiditiun se reocontre aussi dans un memoire interessante 
(Math. Ann. T. 44) de M. J. Kürschak. Son point de depart est 1«' 
meme que celui de M. Välyi et il arrive par une methode tres ele- 
gante ä la meme condition (!}). II ne s'arrete point ä l'integration de 
cette equatioii differentielle, mais en admettant que la fonotion satis- 
fasse ä la condition (3) il s'occupe principalement des integrales inl«r- 
m^diaires. II demontre que Je probleme de trouver cea integrales se 
redoit ä la Solution de deux equations diiferentielles ordinaires du prä- 
mier ordre doat la Solution n'exige tout au plus qu'une quadratur«; 
seulement il ne donne pas eiplicitement ces integrales. 

3. En adiiptaut puur l'equation (1) la forme 

r -i- (i + (t)s + Xftt '^ , 

X et (t etuut des fonctions indi?terminee8 des variables p et q, les deax | 
systemes de caracteristiques sout definis par les equations suivaut«B 



( 
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dsf —pdx — qdy ^ 0, dz — pdx — qdy =*0j 

dy — ^dx =»0, dy — kdx = 0, 

dp + kdq == 0, dp + iidq = 0. 

Les combinaisons integrables de ces syst^mes correspondent^ d'apres 
la theorie^ avec les integrales communes des deux systörnes lineaires 



(I) 



et 



(11) 






Supposons maintenant que requation donnee possäde deux inte- 
grales intermediaires. Dans ce cas il faut et il snfßt que chacun des 
deux systemes lineaires pr^cedents admette deux integrales communes. 
En deduisant des equations A(V)^0 et jB(F) = les nouvelles 

eqnations 

C(F) = ÄB{V) - BA{V) « 0, 

D{V) « AC{r) - C^(F) = 0, 



pour obtenir le Systeme complet, il est evident que ce Systeme complet 
doit se reduire ä trois equations independantes. Cette condition sera 
remplie si Tequation Z)(F) = depend lineairement des trois premieres. 
En d^yeloppant 

CiV) ^ Aiii)^^ + A(p + M) ^-l - 0, 
D(F) = AA{i,) 1?^ + AA{v + M) ^^- = 0, 
la condition* cherch^ prend la forme 

ÄÄ(ii) ^ ÄÄ(p + iiq) 
Ä(n) Ä(p+iiq) 

De la meme maniere le Systeme (II) donne 

^1 Ä, ffl _ Ä^, (p + lq) 

Ces conditions, ou 

{X - (C)AAit,) = A{X)A(ii) - 2A\(C), 

(X - (i)A,A,(X) = - A,{i)AM + 2Al{X), 

n* 
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sont donc n^ssaires et süffisantes poor que chaqae Systeme de 
caracteristiques admette deux combinaisons int^grables. 

4-« Proposons-nous maintenant de r^dnire les conditions pr^cedentes 
ou les suivantes 



(7) 



= ÄiX)A{fL) - Ä,{X)Ä,(ii) - 2Ä'(ii) + 2A\{X), 
iX-,.)[AA(ii)-A,A,(X)] 

- A{X)Ai(i) + AWAd^) - 2^V) - 2AliX) 



que Ton en d^duit par addition et soustraction. En remarquant que 

(^ "" '^^ä^ ^ ^1 ■" ^' (^ - f*)ä^ = ^^ - M 

on a^ en omettant pour un moment les parenth^ses: 

Ä^Afi + A^A^X - AA(i — AA^X - (A^ — A)(A(i + A^X) 

^{X-^(,)l(Afi + A,X)^P, 

XA^Afi + XA^A^X — fiAA(i — (lAA^X = (XA^ — iiÄ){A(i + A^X) 

^iX-(i)-^(An + A,X)==Q, 
XA^Afi + ii^A^A^X — XAA^L — ^AA^X 

= (^1 — Ä){XA(i + (lA^X) + AXA(i — A^XA^iA 

= (^ - ^)^ (^^^ + f*A^) + ^^^^ -A,XA,fi 
= 2? + AXAfi - AiXA^fi = R\ 
X^A^Afi + XfiA^A^X — X^AAfi — fi^AA^X 

= {XA^ — iiA)(XAfi + ^-4jA) + fiAXAii — XA^XA^fi — {X^ii)AiXAii 

= S + fiAXA(i — XA^XAiii — {X — ^)-4iil-4ft = iS'. 
De ces quatre ^quations il räsulte 

AA{jiC)='j^,[X(^P-V^Q-XR'+S'\, 

A,A,{X) - - j^i[Xf,P - XQ - (,R' + S-^, 
par suite 

{X - (i)[AA(L + A,A^X-\ ^Q-R, 

{X - ii){AAti - A,A,X-\ - j-^-^ [2A^P - (A + ^)(Ö + R) + 2S']. 
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En posant maintenant X^ a -{-by ft=»a — 5 on aura 

2»*^ ^^i^ - 26*ä7(^'* + ^>^) - (^'* + ^^) (^» - ^) a - P) 

ou 

^ dp h* "^ 6« 6^ 

De la m^me mani^re on obtient 

"" a« 6« "^ 6« ' 6« ' 

^ ^dp b* "^ b* 6« ' 

o 3 X^ft-|-ftit,X , XAii-\-(iA^X XA^X — XA^fi — jiAX + ("-A n 
En calculant Q — R' avec ces yaleurs, on trouve 

+ AlAyi - A^kA^ii. - 2ilV + 2^JA, 

par snite la prämiere equation prend la forme 

. d^ AjL + A^X d_ X^ji + ^^ X 

^^) dq 6« "ap 

Si 

^l^ + Ä,X 

on a, d'apres Teqnation (8) 

X Ati + iiA,X _ 

b* D dq 

En introduisant ces valeurs, la seconde des ^quations (7) s'^crit 





6« 


2 
D 


ai) 

dp ' 


2 


dB 
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6. Comme 

requation (8) se r^duit ä 

da da db da ^tv^« • o j.^^ i.^^ 

dq b* ^ dp 6" ' 

0X1 y si Ton remarque que 

h— b — 
d_ _dp d^ dß 

dq b* ^ dp &»' 

eUe prend la forme plus simple 

da da . _.db da , , , .^da , _ .db 

dq dp dp d_ dq ^ ^ dp ^ cp 

dq fc" ^ dp b* 

En posant 

5g ^p 5p Q dp 



on aura 

dq ^ ^ dp dp Q dq 



da / 9 , ri\ 5o , rt 7- 5fc rt 1 5p 



Q etant nne fonction de p et g. 
De ces ^quations on d^duira 

5a 1 5p 1 5p 

dp Q dp '^ Q dq 

et par suite, ip{q) ^tant une fonction arbitraire de q^ 



''-^[j^'^p+f^^^]- 



En choisissant maintenant une fonction t ^ t{q) de la seule variable 
q et une fonction tf = <y(l>, ?) des deux variables p et g, telles que 

, X 5«r 5«tf 

la valeur precedente de a prend la forme 

d_ /da dt\ 

j_ r ^'*^ -L ?!ii ^g W 5g/ 

5p» 5pV5p '^ dq) 
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jf . , de . dt dB 
ou, en 6crivant ^ + ^ = ^, 






Cela po8^^ r^quation 
donne 

^p p ^p ^p ^2 ' 

d'oü 



''-^[/'("■l-af) "" + *«]■ 



^(g) representant une fonction arbitraire de q. 

(da da \ d Q ^ — ^u^t« 

par saite 



''-^.(S^ + ^(^^)- 



On verra aisement qu'on ne diminue point la g^n^ralite en posant 



V 






pour cela en effet on n'a qu'ä ajouter ä la fonction une fonction 
convenable de q. 

Des valeurs pr^c^dentes se d^duit enfin 

on la premiere condition annonc^e 

6. Si maintenant nous introdnisons les valeors trouv^es pour l et 
(i dans r^qaation (9), celle-ci s'^crit 

° ^ [*" (If ) - ^ ^»» äf äf + ^" (if ) 1 

oü 



D_6p_yö«,-ö„ö„. 
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Choisissons d'apres M. Välyi comme variables independantes q 
et 0^ et posons avec lui 






alors 

^p = ^11 A? y^ = A + ^12 A? 

ap^ - öfi^« + öui A, 7^ = o\,D^ + At + 2e„ A. + öi„ A, 

^1>'^5 = ^n As + ^11^12 A« + ^112 A- 
En introduisant ces yaleurs dans T^quation (3)^ celle-ci prend la forme 

+ 2D7),(e22Öiji — 2ei,Öiij + Önöijjf) = 0. 
Or, en differentiant — D* = öjj ög, — ÖJ, par rapport ä /) on a 

par suite F^quation pr^cedente se r^dait ä 

(10) 2DDii - 2D»D„ - 3Df - D^D\ ^ 0. 

7« Cette equation differentielle de la forme 

(11) 2jerr - 2z^t - Sp« - ;?V - 0, 

dont les caracteristiques sont d^finies par les equations suivantes 

dz — pdx — qdy ^ 0, dz — pdx — qdy = 0, 

dy — zdx = 0, rfy + ssdx = 0, 

2^(Zp - 2z^dq - (Sp-^ + ^f^O^^ = 0, 2zdp + 24f»d3 -(3p«+^*(Z»)rfa;=0, 

presente la particularite que chacmi de ces syst^mes admet une com- 
binaison integrable. En effet le premier Systeme donne 

ipidz — pdx — qdy) + '2pq(dy — zdx) — 2zdp 

+ 2z^dq + (3i)« + z^q^)dx = 
d'on 

' p — qz ' 

et le second Systeme 

2p{dz — pdx — qdy) + 2pq(dy + j^da;) — 2^({;> 

d»on 

a: H , — = /3 = const. 



Sur räqnation diff^renÜelle de Monge. 321 

II s'ensoit qu'il existe une iiransformation de contact qui ramene T^ua- 

tion (11) ä la forme 

s' + k{x'yzpq') - 0. 

Pour la trouver, cherchons d'abord une fonction y formant avec 
a et /3 tm Systeme en inyolation. Gomme cette fonction doit satis- 
faire aux deux equations simultanees 

•a-J + s-K+i-'a^-o 

on aper9oit ais^ment que Ton peut choisir 

z 

Determinons ensuite deux fonctions q et 6 de x, y, Zy py q donnant 
lien ä Tidentit^ 

dy — Qda — adß = k(d0 — pdx — qdy). 

Ces fonctions ^tant 

_ __ (P+Jjy K — _ (P — qey 

^ 2q*z ' ^~ 2q*z > 

la transformation de contact cherchee est definie par les equations 



(12) 



/ . 2iP , a . 2z , Z 

P — q^ 7 :/ r I p-\-qe ' q ^^ 






Si maintenant on ecrit an lieu du premier Systeme de caracte- 
ristiques le Systeme 

dz —pdx — qdy =» 0, 

dz — (p + zq)dx = 0, 

2zdp - 2z^dq - (3p« + z^q^)dx = 0, 
on le suivant 

dz — pdx — qdy = 0, 

2p[dz - (p + qz)dx] - [2zdp - 20«dy - (Sj)« + x;«^»)^^:] = 0, 

la transformation precedente conduit aisement an Systeme 

de'-p'dx'-q'dy' = 0, dx'-O, 
(«' - y')dp' - 2iyy^dy' - 0. 
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A ce Systeme correspond enfin requation differentielle transformee 
dont rintegrale generale s'ecrit^) 

X et F etant deux fonctions arbitraires de x' et y' respectivement. 

Pour faire disparaitre tout signe d'integration^ il suffira d'exprimer 
x' et X en fonction d'une variable auxiliaire u^ de teile fafon que 

l X'^dx' 8'exprime aussi explicitement^ et de meme pour y' et Y. Nous 

n'ayons pour cela qu'ä poser 

X'-M, r = v, x'~ip"(u), y' = *'», 

ce qui donne 

X ^Jx'dx' - utp" - 9', Y^frdy' = vif" - ^', 

fx'^dx' = uV" - 2tt9' + 29, Jr^dy = v^tlj" - 2t;*' + 2*. 

En definitive, l'integrale precedente est repr^entee par les formules sui- 
vantes, oü 9 et * sont deux fonctions arbitraires^ u et v deax para- 
metres variables: 

.r' = q>'\u), y' = i>'\v), 

^-^nV"--2uy^ + 2y~t;>^^ + 2t;»^~2*---[^^^^""^~yr + ^'^'. 

Pour deduire de cette integrale Tint^grale generale de Fequation 
(11) nous n'avons qu'ä d^terminer p' et q en fonction de ti et r et 
de resoudre les ^quations (12). Or, 

par suite 

p' (VLzi'V - /*1ZL*\" _ A" - «)*" +5'' — »'\=' 

q' \x'-x) ^ [^"^i)" \(v-u)q>"'+<p'-'^'') ' 

d'oü 



X = 



U — V 



1) Gonrsat, Eqnations anx d^rivdes partielles du second ordre T. IT. p. S68. 
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Les dem premieres ^qaations (12) donnent ensuite 

x'-y' (^"_^")(„_„)t 



* "^ (x'-x)(3f'-x) [(u-c)9)"- (9)' -•!/.')][(«-«')* 

et la demi^re 



f» 



(»' - *■)] 



' - e^)'«' — (» - »)■• 



De la troisi^me on tire en demier lieu 

y = (9' + V'OC«^ - *^) - 2(9 - ^). 

Remarquons encore que Fequation differentielle (11) ne cliange 
pas si l'on remplace y et e par ^ y et — Z] ainsi la Solution cherchee 
est representee par les formnles: 

(13) a^-^^, y = 2(9,-^)-(9>' + ^')(«-f), « = («-»)». 

8. En revenant ä I'^quation differentielle (10) l'integrale g^n^rale 
de cette ^uation s'ezprime: 

f 2) -l/ö«,-e„ö„ -(«-»)«, 
(14) 



e, = 2(9 - ^) - (9' + t')(u- v), 



II nous reste encore le probleme de cherclier la forme la plus generale 
de qui satisfait ä ces formules. 

Pour y arriver nous commencerons par d^terminer la yaleur de p 
on fonction de u et v. 



En posant 



(15) 



T« 



^^1 /i ^P I /i ^5 



les equations 

■^ ^11 a» ■*" ^"ä^' 



ap ag 

au au 

ap ag 

dv dv 



aö, _ ^ cp , f. dq 



a» 



donnent 



du 

aa, 

a« 



au 



au 






(16) 



T0 



11 



Tö 



IS 



aöj dq 




ap aö^ 


du du 


J. llt£% ^^ 


au du 


dS^ dq 


} A VJ2 


dp de^ 


dv dv 




dv dv 


aö, dq 




dp aö. 


du du 




du du 


aa, dq 


70« = 


dp aö. 


dv dv 




dv dv 
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En introduisant dans les denx formales poor 0^^ les yaleurs 

/.^x dq^ 1 de^ dg ^ 1 dS^ 

^ ^ du (u — t?)«au' dv {u — vydv' 

qae Ton tire des equations (14), on obtieot 

(18) ^|^ + |?L^ = („_«)*(|£|i + |£|i). 

^ ^ ov du * du du ^ ^ \bucv ovouj 

Or, d'apr^s les equations (16), 

»!, - »11 ö« - (« - »)' 

prend la forme 

at? au auW""^ ''Mauav apai»/' 

par suite 

?^^ - r^i f^v^^ ^« ^^» ^^« - rt/ - «v?£ii 
at? au '"'^^'"'^>' auäF' a^W""^ ''>'at7a«i' 

on, ayant egard aux formules (17): 

(20) I«. =. („ _ »)«|£, ^ » _ („ _ t,)«|£ . 
V / du ^ ^ du^ cv ^ ^ dv 

Les demieres Equations donnent 

(21) ^ ^»£ + _JL_^„0, 

^ ^ ouav u — vdu u — vdv ' 

d'oü 

(22) p = --^ [f,'(«) - h'{v) = ^^ ■ 

Pour determiner maintenant d, on n'a qu'ä substituer cetie valeor de p 
dans les equations (20). On obtient ainsi 

(23) ^^^{u-v)g"-ig'-h'), ^ = (« - «)A" - 0,' _ *-), 
d'oü 

(24) ö, = - 2{g - Ä) + (g' + A')(« - »). 

De cette formale et de la formtile (14) poar dj on obtient ais^ment 
la valeor de 9. En effet on a 

de 1 (f. ae, _ « 5e,\ 2« .^ _ /« ^A _ « ^«.\ 

par Buite 



-„:!:^[0'-Ä)9"+/(9>'-^C')-(9-*y-9>'(<^'-A')] 
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En int^grant par rapport ä u 

La fonction arbitraire k(v) se deduit ais^ment de la comparaison des 

denx yaleurs de o— * De cette manifere on trouve 

du 

d'oü 

e =J(jff'<p" - <p'g")du + f{t'h" - Ä>")dv + A>' - g'üf' 

- ^ [(? - h)i9' - ^') - (V - ^)0/' - *')]• - 
En ecrivant encore 

Jig'tp" - q>'g")du -= - g'ip' + 2jg'q>"du, 

Jii>'h" - h't")dv = h'i,' - 2fh't"dv, 

on yoit que la Solution demandee sera representee par les formules 



g — n w — ib 

r u — V ' ^ u — V 



(4) 



e = 2jg'(p"du - 2fh'il,"dv -ig' - h')(<p' + H,') 
l - ^liiiff - h)(9' - t') - (9 - tfW - h-)]. 



9. Considerons ä present^ pour d^terminer les integrales inter- 
m^diaires, le systöme complet 

D'apr^ les formoles (14), (16), (17) et (20) on a 

''i» *" T dudv' 

a _ (" ~ ")* /?? £i j. £p ^\ 

""" T \dudv '^ dvdu)' 

""" T 8« av 
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^11 + V^i«"-^ii^.t ^ ___ 



öii 



dp 
dv 



^11 —r<^i« — ^11^11 _ 



Öti 



^^^ öq dp TLdudv cv du \cv du cudp/j 

dji. 



dq dq dq 
dv dudv 



Remarquons encore que d'apres l'^quation (21) 



d^ d*q dq d*p 

du dududv dududv 

dv Id^ 



Q 



dp /dj^ _ dq\ ^ dq^ /dp dj 

du\du dv) du\du di 



Comme 



dv ^dvdp^ d_vdiq 

du '^ dp du dq du^ 



-O' 



dv "^ dp dv ~^ dq dv ^ 

dV 



requation -4.(F)==0 prend la forme simple y- = 0; par co 
F etant une fonction arbitraire: 

V==F(x,y,z, u). 

En substituant cette valeur dans requation C(F)»0; cell< 

dy 
Or, 

■L , / \0q // 

dudv 



-' ■" ■ ^ dq dfi I dz 

dudv J 

'2 + (^-^)|j 



0. 



par suite la fonction la plus generale qui satisfait simultan^ 
^quations ^(F) = et C(F) = est represent^e^ G ^tant unc 
fonction arbitraire, par 

F = G{Xj a, u), a « ;er — ytp". 

En introduisant cette valeur dans Tequation B{ F) =» 0, c 
r^duit ä ^^ ^^ 
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ou ä 



+ 9 ^T'-O, 



parce que 

dp 



I« — t? ' ^ ^ du ^ 

II en r^sulte qua les deux integrales commnnes du Systeme com- 
plet sont 

u = const. et a — xg" ^ z — yy" — xg" -» const. 



d'oüy ^ etant une fonction arbitraire, la premiere integrale inter- 

m^diaire: 

(25) xr - y^" - xg" - %{u). 

£n traitant de la mdme maniere le second Systeme complet 

j rv\ ^y ^y A 

0,(7) - A,{X) |I + ^,(p + Xg)|J - 0, 

on trouve pour la seconde integrale intermediaire 

(26) e-yi,"-xh"='%(v). 

10. II ne sera pas sans iuteröt de montrer par an exemple comment 
se d^terminent les fonctions g', h', tp' et ^'. 
L'^quation differentielle 

Hr + 2JE's + Z< = 0, 
oü 

5--M^* -(! + «'; a/J, 

2ir==(i+«v-(i+.^^', ;^;:^:^; 

admet les denx integrales interm^diaires 

' og — 6p ^ ag — 6p "\6 + cg/' 

,6,o <^/ ap + 6g — c \ 
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il faut donc que z-r~ ^^^^ ^^® fonction de la seule yariable w, et que 

, IL. ne dopende que de la seule variable r. 

Soit 

Oü 

ni» = a« + 6» + c«. 

En Bubstituant a = ßP dans la seconde de ces equations on c^ 
en posant 

Va« + c« - 2a6P + i^fe» + c») P« = Jf, 

d»oü 



aP+b — MQ "" •* oP+6 — i/^ 
De ces valeurs on deduit ais^ment 

— (nt* — g * )P+oitf^ — ofc ^ —ab -P +fcitf^_4; m' — &» 

En identifiant ces valeurs avec les valeurs (4) 

g — n op — ib 
p = ^ , q = ^ ^- 

on obtient, £ etant une constante indeterminee: 

aP + h -=- suM^ Q^£v. 

La premiere de ces equations determine la fonction P; en effet 

eile donne 

(aP + bj^ = €^u^[a^ + c» ~ 2aiP + (6* + c^)P^h 
d'oü 



et 






^ __ aP+ 6 _ m*bsu + amYa* + 6* — c^s^ u^ 
SU (b* -\- c*)s*u* — o* 

Avec cette valeur de M on aura donc 

, w* — o' fcm* , , a 

g =: ^^ // = t, 



ac acsM^ c 

Comme 

1 m'&cu — amyd* + 6* — c*€»u* 
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les expressions pour g' et q>' se reduiront a 

ac , bm 



!^ a* + 6' ce(o* + ^J 

Pour determiner la constante s, remarquons qu'en posant 

^d^^^Cq " dq dp' 
^dp ^dq'^dq dp' 

d'oü se d^duit aisement 

JV* = 4(i:» - HL) = [(1 + q*)a* - 2pqaß + (1 + p»)/?']», 
par snite 



Or, 



d'oü 



ö?» - »11 Öm J^:« llp = (« - P)*- 

JNT = f.;- Jf =-,-,.-•"*■ ^„ 



, = •^1/2 



c »^ *^ (Suite.) 



Der GanB-Lemoinesche Punkt im Kreisviereck. 

Von Ernst Eckhardt in Homburg v. d. Höhe. 

Fällt man von einem Punkte einer Ebene die Lote auf ein System 
von n Geraden derselben Ebene, so heißt der Punkt, für den die Summe 
der Quadrate jener Lote ein Minimum ist, der Gauß-Lemoinesche 
Punkt des Systems. Seine Bestimmung ist in voller Allgemeinheit 
analytisch und geometrisch auch für den Fall durchgeführt, daß die 
einzelnen Quadrate mit positiven oder negativen Faktoren behaftet 
sind, die man dann als ein System an den einzelnen Geraden parallel 
wirkender Kräfte ansehen kann.^) In allen diesen Arbeiten und den 

1) Yvon Villarceau: CR. de TAc. des Sciences de Paris, 72, 631—587 und 
680—687, 1876; Bertot: C. R. 72, 682-686, 1876; d'Ocagne: CR. 104, 1416—1416, 
1892; d'Ocagne, Laisant: J. de Fßc. Polyt., LXIII« cahier, pp. 1—22, 22—25, 
1893; Espanet, Duporcq, Neuberg: Interm^diaire des Math., 1899, pp. 20, 22, 
277; Neuberg: Ann. de la Soc. Scient. de Bruxelles, t. XXIII, 1899, p. 27; Neu- 
berg: Nieuw Archief voor Wiskunde, Tweede Reeks, Deel. IV, p. 192, 1899. 
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darin für das Vieraeit, Viereck und »-Eck gegebenen interessanten Koirr-: 
Btruktionen spielen der Schwerpunkt M^ des Fußpunktpolygons eine 
beliebigen Punktes und der symmetristUe Schwerpunkt M^ von Sf f' 
wesentliche Rolle. Der Minimumpunkt ist der Punkt, welcher 
seinem symmetrischen Schwerpunkt zusammenfällt; er ist der Doppes 
punkt zweier invere ähnlicher Figuren, deren Doppellinien parallel f 

zu den Halbierungslinien d- ■j-_^ 
von zwei homologen riprini^.^ 
gebildeten Winkel. 

Bei der im folgenden ^^^-— ^j,. 
nächst fiir das Kreisviereck il- i ^j 
gebotenen Behandlung wird r— ^oa 
den Punkten M, und 31, k m^_ in 
Gebrauch gemacht; in ihrtre-^r^^n 
die Seiten des Vierecks in c^S.^n 
Vordei^und. Es wird ^:£xic 
Reihe neuer Eigenschaften «i^-s 
Minimum Punktes entwickelt, K:x.:x3d 
hierdurch sowohl als durch c^ie 
sich ergebende einfache IC <z>ii- 
struktion dürfte vorliegende 
beit einiges Interesse 
spruchen- 
In dem Kreiaviereck ABCI), Fig. 1, wähle man die Ecke A 
Eoordinatenanfang, AB als die positive :r-Achse und die äeukrecr; 
in A auf Ali im üblichen Sinne als y-Ächae. Sind dann AB = 
BC = (/, CD = a, DA = b die Seiten des Kreisvierecks, -^ DAB = 
und ^ CDA = d, so erhält man für die Abstände p^, p^, p^, p^ 
Punktes |, n von den Seiten AB. BC, CD, DA die Werte 

- + »;, 

= -|siud-|- vcosd + esind, 
p„ ■= — 6 sin (ß + ^) + ^ COH (a + tf } + fc sin d, 
Pj =. + £ sin a — 1? cos K. 
Bei der Bestimmung der Vorzeichen dieser Lote ist zu beachten, 

a ■ j)^ + fc ■ yi,, + c ■ /)^ + fi ■ Prt = (a ■ ft + c ■ d) ain d 
sein muß, was wegen der Beziehungen 




le -^^>J-j 



c — fe COB « + a COB (« + i) + (/ coa d — 0, 
t sin a — (1 sin (k + d) — d sin d = 



I der Tat der Fall i 
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Die Bedingungen dafür, daß V = p^ + pl + jo? + p\ ein Minimum 
^wird; sind dann 

|- = - I . [8in2« + sin (2a + 20) + sin2dj 

H-2iy. [l+cos*a+cos-(a+*) + cosM] + 2[fecos(a + d)+ccosd]8ind=0, 

j|^=2g[sin«a + sin«(a + d) + sin»()]~'»y[sin2a + sin(2a+2d) + sin2d] 
(2)\ ^s 

— 2[6 sin (« + d) + c sin d] sin d = 0. 



Die Vereinfachung der Koeffizienten führt zu 

— 2| cos a cos ö sin (a + d) + 2i^ • [1 + cos a cos d cos (a + d)] 
+ sin d • [6 cos (« + d) + c cos d] = 0, 
+ 2 1 • [1 — cos a cos d cos (a + d)] — 2i^ cos a cos d sin (a + d) 

— sind . [6sin(a + d) + csind] = 0. 



(It) 



(2,) 



Eliminiert man aus beiden Gleichungen ^, so ergibt sich nach gehöriger 
Reduktion ... 

8in a 8in' o /, a » • \ 

17 = ST^ i VK ' \P — c ctg d • sm a\ 

' 2(1 — coß'acos'd) v o / 

Führt man in der Klammer für ctgd und sin« die bekannten Werte 

ctg d = — ^^ — j=p und sm a = 



iF ad + ftc 

ein^ so folgt schließlich 

Da a die gegenüberliegende Seite von c ist, so schließt man aus 
der Form von pc sofort auf die der übrigen Lote. Bezeichnet man 
den Faktor vor der eckigen Klammer, der sich für die aufeinander- 
folgenden Winkel a und d, d und 180« - a, 180« - a und 180« - d, 
ISO« — d und a nicht ändert, mit A, so kann man die Ausdrücke für 
die Lote in folgender eleganten Form schreiben: 

.p^=^ X .[a ' (a^ + V + (? + d) - 2c ' {ac - 6d)], 

pt^X'\b '{a^ + h^ + c^ + d^) + 2d' {ac - 6d)], 

Pc^X'[C'(a^ + V + c^ + d^) - 2a. (ac - 6rf)], 

Pi^X' [d. {a'+V + c» + (?) + 26 . {ac ~ hd)\ 

La den Kreisvierecken, in denen a - c^h - d ist, erhält man hier- 
nach besonders einfache Ausdrücke für die p^, Ist nämlich q> der der 
Seite h gegenüberliegende Winkel, unter dem sich die Diagonalen e 
und f schneiden, so ist die Bedingung 

a ' c =-b ' d identisdi mit cos a cos d + cos 9? = 0, 

22* 



(3) 
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sodaB 

. »in* a ßin' 9 

^ ^ 8F. sin« 9 

wird. Da nun mit Rücksicht auf e-f=^2ac^2hd 

- ^ sin« sin ^ __ (ah + cd) {bc + da) __ a' + 6* + c' -f- d" 
' sin 9 ef' 2F "~ TF ' 

80 ergibt sich, wenn man noch ctg £ = — ^ — ~ — — — setzt, 

JPa = T»-*g«; Pb-l^'^eh i>c=¥^tg«; Pä^J^'^^y 

also Ausdrücke, wie sie bei dem Minimumpunkte für das Dreieck aufin 
Die Konstruktion des Winkels b laßt sich in einfacher Weise 
jedes Kreisviereck ausführen. Man ziehe in den Ecken A und C c3ie 
Tangenten an den Umkreis und durch B und D Parallelen zu ^^^ C, 
Die Schnittpunkte der Parallelen mit der linken Tangente seien. E 
und G und die mit der rechten entsprechend F und H. Dana ist 
<^ FGH = «. 

Mit Hilfe der entstandenen ähnlichen Dreiecke findet man naniLm. ch 

leicht, daß EF^^-^, GH^^^^^ ist. Die Mittellinie des 

pezes EFHGy die gleich der Projektion Gl von GF auf GHy ist 

^^^ 2AC — ^"^^ mithin: 

j. TPn 7 a« + 6« + c* + d« a» + 6« + c« + d« 

Die Vierecke, in denen ac = 6d ist, erhält man, wenn man <li« 
zu einer beliebigen Sehne AC gehörigen Bogen in Q^ und Q^ halbi^^ 
und dann von Q^ und Q^ durch einen beliebigen Punkt S innerlx^^^ 
von AC Gerade zieht. Sie bestimmen die Punkte B und D. 

Um nun in einem solchen Viereck den Minimumponkt zu zeichK»-^^ 
konstruiere man über a, 6, c, d als Basen gleichschenklige Drei^^^'^f 
mit dem Basiswinkel €, Ihre Spitzen seien A^y ^, C^, D^. J-^ 
Parallelen durch diese Spitzen gu den zugehörigen Seiten schneiden ^^^^ 
in dem Minimumpunkt- 

Bestimmung von X und ^pi durch die Seiten. — Set^'fc ''^^ 
a* + 6* + c* + d* =• s^ und a • c — i • d = ^*, so erhält man aus (^^^) 

Für die Summe der Quadrate der p, findet man hiemach 

pl + pt + pl + i)J - -,^- ^ j« • 8*. 
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Die vier durch P gehenden Geraden l^, — Ersetzt man in 

) und (22) I und rj durch die laufenden Koordinaten x und y, so 

P der Schnitt der Geraden (IJ und (2g) oder L^ und Lj. Bildet 

m hieraus 

Ic = sin (a + tf) • ii + cos (a + *) • Z^ = 0, 

ist dies eine neue durch P gehende Gerade ^ deren Gleichung in 
reinfachter Form 

l = -^x + y' (ctg« + ctgd) + je « 

itet. Nimmt man statt AB nacheinander die Seiten BC, CD^ DA 
' Xj-, x^-, iCj- Achse und die Lote in By C, D auf diesen Seiten im 
brauchlichen Sinne als y^-, t/g-, yg- Achse, so erhält man drei weitere 
»laden durch P, deren Gleichungen analog wie die von Ic gebildet sind. 
Die Gleichungen dieser vier Geraden sind: 

la = — a:^ + y, • (— ctg« — ctg*) + \a = 0, 

lb = — x^ + y^'{— ctg« + ctg*) + ift = 0; 

10 = - X + y • (+ ctg « + ctg d) + |c = 0, 

Hd = — a^i + yi • (+ ctg« - ctg*) + |d = 0. 

Diese vier Geraden gehen also durch die Mitten Ma, Mb, Mcy M^ 
Seiten a, b, c, d und, wie man aus den Koeffizienten der Gleichungen 
L la und Ic, h und l^ entnimmt, muß 

^PM^C^^PM^B und ^PM.D^^PM^C 

1-. In Worten: Die Verbindungsgerdden des Minimumpunktes mit den 
^ien der gegenüberliegenden Seiten des Kreisvierecks bilden mit diesen 
€ler Richtung nach ihrem Schnittpunkt genommenen Seiten je zwei 
rAe Winkel, 

Gibt man Ic die beiden Formen 

?c = - ^ + y • ctg« + ctg* • (y + ic . tg*) = 0, 
Pc = — a: + y ctg* + c + ctga • (y - i c • tg«) = 0, 

sagt die erste Form aus, daß Ic durch den Schnitt von 
6 = — a: + yctg« = und y + -J c tg * =- 

3 die zweite Form, daß es auch durch den Schnitt von 

d = — a; + y • ctg * + c = und y — {c tg« = 

Analoge Umgestaltungen und Schlußfolgerungen lassen die Ge- 
l^en laj Ib, Id zu und fähren so zu einer einfachen Konstruktion 
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des MinimumpiinkteB: Man errichte in c und d die Mitteleenkrei'Li 
welche ft bez. a in fi und H schneiden mögen. Hierauf ziehe man. 
durch (t ui)d H zn c und d die Parallelen Gl und WA' bis zum Schnitt 
mit (/ und c M^l und MjK beatiramen dann den Punkt P. (Fig. 2.^ 
Die vier durch P geltenden Geraden X^. — Bildet man aus den» 
Geraden Z., und Z, die neue Gerade 

Xc s cos (a + ä)- L^ — sin (« + tf) ■ L, 
80 geht diese ebenfalls durch P, und ihre Gleichung in x, y lautei; 
lj = [— a!-8in(c + J) + yco3((( + tf) + ^&Bind] 
+ C08«C0Bd(y + -|ftgJ) = 0. 

Der Ausdruck in der ersten eckigen Klammer ist identisch mit 
I der linken Seit« der Gleichung für die Parallt>le durch M^ zu a. X, geht 
I also durch den Schnitt der Pa- 




= ^C,= 



rallelen durch M^ zu a mit der 
Parallelen zu c im Abstand 
y = — -J r ■ tg ä. Setzt man 
(/ =- in Aj, BO ergibt sich für 
den Punkt Cj auf c, durch den 
Xc geht, 

■in (« + a) 

<^'i wird gefunden, wenn 
man von S auf AD das Lot 
Bßa fällt und durch die Mitte 
von B^D zn a eine Parallel"' 
zieht. Sie trifft c in f\. 

Um die zn A, analoge Ge- 
rade Xg zu erhalten, ersetze 
man wie bei (4) x, ;/ durch das System a:„ y,, a durch 180° — d^ 
8 durch a, <■ durch d, h durch c. Dann ist 
Ärf = X, - sin (« — d) -|- y^ cos (« — tf) -f- i 
In ähnlicher Weise ergibt eich 
_A^sa-,ain(« + Ä)-f-y, co8{((-|-Ä) + jdsinj-f coBacosdIj/, 

i(k — d)-f -J-asinK — coBßco9d(yj — -ffrtg«)— >-i f^ 






■xlTi 



•X« 



- eo8 K cos d (7/, + Ji/tgffi— ' 
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Schneiden sich die Gegenseiten a nnd c in. E, b und d in F, so 
erkennt man ans den Gleichungen für Xa nnd X^, daß 

and aus denen Ton Xi und Xi, daß 




Daraus nnd aus dem Resultat der Gleichungen (4) folgt weiter, 
'^^J A PCi M^^A PA^ M^ und A Pi?, JK ~ A PA ^^i, »nd daß sich 
^•»BO verhält 

*^ie Rechnung besfötigt dieses Resultat. 

Der Minimumpunkt cUs Schnitt dreier rechtwinkliger Hyperbeln. — 
'B'ignr 3. Es wurde festgestellt, daß < PM^E — ^ PM^E. Es liegt 
Qan nahe, den Ort der Punkte Q innerhalb oder außerhalb eines Winkels 
^EM, zu suchen, fUr die stets -^ QM^E - -^ QM,E - * ist 
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Wählt man die Winkelhalbierende von ^ MaEMe zur positiven I -jt 

X-Achse und die auf ihr im Schnitt R mit MaMc Senkrechte zur I L 
F- Achse, so schneiden MaQ und McQ die X-Achse unter demselben 

Winkel -Ö*, und wenn Q, Ma, Mc die Koordinaten x, y; — w, w; +p, 1 ^ 

— q haben, gilt I J^?^ 

tg^ = y±J==y^, oder \^l 

2xy -f a;(g — n) — y(p — w) + m j -f nj) =» 0. 
Setzt man a; = rc' -f- ^— ^ — , y "= y' — \(s — »), verschiebt man 



¥j< 



also das Koordinatensystem parallel mit sich selbst in die Mitte M^ I ^^ 

von MaMc, so ergibt sich bei Weglassung der Indizes als Ort für §: ■ ln3 

I M 
4a;y ^ (j> + fn) - {q + n). | ^^^ 

Dies ist aber die Gleichung einer auf ihre Asymptoten als Achsen 
bezogenen Hyperbel, und da diese Achsen nach der Einführung 
senkrecht waren, so ist der Ort für Q eine rechtwinJdige oder gleich' 
seitige Hyperbel. Ihr Koordinantenanfang ist Jf^, ihre Asymptoten 
sind parallel bez. senkrecht zur Halbierungslinie von <^ MaEMe. 

(jp + m) ' (q + n) ist gleich dem Inhalt des Rechtecks mit der 
Diagonale MaMc, dessen Seiten senkrecht bez. parallel derselben EU^ 
bierungslinie sind. 

Auf dieser gleichseitigen Hyperbel liegt außer dem Minimum^ 
punkt P zunächst der Punkt E, da < EMcE - = < EMaE. kv^ 
ihr liegen aber auch die Punkte Ma und Mc, da ja -^ PMaE=^*^ PMeE 

Die Betrachtungen für den -$: MaEMc gelten in gleicher Weise ^** 
für den <^ MtFMd. In bezug auf diesen Winkel muß also P wieder ^ 
auf einer gleichseitigen Hyperbel liegen, die durch F, Ml, Md hindurch- ^ 
geht. Ihre Asymptoten schneiden sich in der Mitte M^ von M^Md 
und sind senkrecht bez. parallel zu der Halbierungslinie von -^ M^FMd- 

Nun ist zunächst M^^M^, denn MaMtMcM^ ist ein Parallelo- 
gramm. Außerdem stehen im Kreisviereck die Halbierungslinien der 
Winkel MaEMc und M^FMd senkre-cht aufeinander, folglich fallen 
außer den Mittelpunkten der beiden Hyperbeln für die Winkel E und 
auch ihre Asymptoten zusammen. 

Da nun femer die zwei Hyperbeln den Punkt P gemeinsam haben 
und durch einen Punkt und die Asymptoten die Hyperbel völlig be- 
stimmt ist, so sind beide Hyperbeln identisch, 

Ist M der Mittelpunkt des Umkreises von ABCD, und sind M^ 
und My die Mitten der Diagonalen AC und BD, so schließt man 
der Gleichheit der Winkel, welche die von M, M^, M^ nach den Mitte 
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d^r Gegenseiten gezogenen Strahlen mit den Seiten bilden^ daß auch 
^•y Mg, My auf den zwei zusammenfallenden Hyperbeln liegen. 

Der Minimumpunkt liegt also auf einer gleichseitigen Hyperbel ^ die 
Schnitt der Diagonalen von MaMbMcMd zum Mittelpunkt hat, deren 
^^^^^mptoten paraUd zu den Halbierungslinien der Winkel MaEMc und 
UFMd sind und die durch die Punkte 

E, F, M, May Mty Mc, Mdy M„ Mf 

Kreisvierecks hindurchgeht. 

Hieraus ergibt sich nebenbei der Satz: Die Rechtecke mit den 
I>jagonalen MaMe bezw. M^Md, deren Seiten mit den Halbierungs- 
lixtien der Winkel MaEMc und M^FMd parallel laufen, sind gleich. 
I^ie Rechnung bestätigt das zuletzt Gesagte. Bestimmt man nämlich 
don Inhalt des Rechtecks mit der Diagonale MaMcy indem man m, n, 
P> ^ durch 

-rt-mjr 6 sin ^ 1 -TT 1^ 6 sin a , 

^ Bin (a + ^) * ' Bin (a -\- 9) * ' 

^ MaEMc = 180« -(« + *) 
*^^^<irückt, so findet man nach einiger Rechnung 

/ , s / , >, Bin a • sin d (c* — o*) (6* — d*) 

{m +p) '{n + q) gjp -• 

^ ^=^11. das Rechteck mit der Diagonale M^Md zu erhalten, muß man c 
b, a mit d, d mit 180« — d vertauscheii. Hierdurch ändert sich 
der Wert der rechten Seite nicht. 

Die gleichseitige Zehnpunkt- Hyperbel hat nach dem obigen die 
»ichung 

4a;y = — g^ • (c* — a*)(6* — d*) sin a sin d, 

man mit Rücksicht auf AF • ctg a =» — a* + 6* + c* + d* und 
ctg * = a* + &^--c*--d* auch schreiben kann 

, F Bin (a + d) • Bin (a — d) 
^ '8 Bin a • Bin d 

Sie liegt für a > * im 1. und 3., für a < * im 2. und 4. Quä- 
lst a « dy wie dies beim Quadrat, Rechteck und Ereistrapez 
^*^<aitt, so zerfällt die Hyperbel in ihre Asymptoten. 

Für die Teile der Hyperbel, welche außerhalb des Winkels MaEMc 
seines Scheitelwinkels liegen, kehrt sich die Richtung des einen 
^kelschenkels um, sodaß MaD an die Stelle von MaE und 
^ an die Stelle von McE tritt. So gilt z. B. für den Punkt F: 
i ^ J'M.D^FM.E. 



a.l> 
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Man erkennt dies deutlich^ wenn man zwei zu Ma unendlich nahe 
Punkte Pi und P« betrachtet, P,- innerhalb, P« außerhalb des Vierecb. 
Dann ist sowohl -^ P,McE als auch FaMcE kleiner als 90®, sie sind 
gleich dem' [Winkel, den die Tangente in Ma mit MaE bildet, imd 
dieser ist gleich MaMcE. 

Ähnliches gilt für die noch zu behandelnden Hyperbeku 

Die zweite rechtwirüdige Hyperbel. — Aus den Geraden k^ hatte 
sich ergeben, daß die Winkel PÄ^E und PC^E gleich sind. 

Der Ort für P ist daher wieder eine gleichseitige Hyperbel, deren 
Mittelpunkt die Mitte von A^C^ ist, die durch -4^, G^, E geht und 
deren Asymptoten dann der ersten Hyperbel parallel laufen. 

Während aber bei der ersten Hyperbel für a < * (Fig. 1) 

EMa < EMc war, ist jetzt EÄ^ > EC^, Berechnet man nämlich anf 

Grund der Konstruktion von A^ und C^ die Werte von EÄ^^ und EC^ 

so findet man 

jp . 1 (d + a cos a) sin & ^^ (b — c coß a) sin ä 

^ 2 am (a + ^) ' * sin (a + &) 

Fällt man nun von B auf b das Lot BB' und von D auf d das 
Lot DD', so ist DD'=»d + acosa, DB'=^b—cco6a, Da nun BB'DD' 
ein Kreisviereck ist und FD als Hypotenuse größer als FD', so muß 
BD' > DB', also auch EA^^ > EC^ sein. 

Damit ist die Lage der zweiten Hyperbel für a<8 entschieden. 
Cj liegt im ersten, A^ im dritten Quadranten der Asymptoten, und das- 
selbe gilt also auch von den beiden Zweigen der Hyperbel. 

Ihre Gleichung erhält man aus der der ersten Hyperbel, wenn 
man statt — m, n die Koordinaten — m\ — w' von A^ und statt +/>, 

— q die Koordinaten + p\ + q' von C^ setzt, also m mit m', n mit 

— w', p mit p', q mit — q' vertauscht. Dann wird 

ix'y' == + (;}' + m') • {q' + n'). 
Hierin ist 

m'= £^, . cos -+-^ ;>'= £YV cos '^["-pr + g'= (i^A 

UM * 

Durch Ausführung der Rechnung unter Benutzung von sin a = -TThc 

, . — a» + 5* + c« — eZ- . , 
und ctg« = ' wird 

A r f 1 sin- a ' ßin- d / « o, 

^ 8 8m(a -f- o) ^ ^' 

und wenn man wie früher c^ — a^ = 2F{ctgtt — ctgd) einfiihrt, 



/ / 



F sin « sin d sin (a — ^) 
^ ^ "" "" 16 "Bm(a + d) 
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Die dritte rechtwinklige Hyperbel. — Da <^ PB^F=^ PD^F ist, 
so muß P auf einer dritten Hyperbel liegen, deren Asymptoten sich in 
der Mitte von JB^^D^ rechtwinklig schneiden und mit denen der ersten 
zwei Hyperbeln parallel laufen. Sie geht durch B^, D^, F. Ihre Gleichung 
erhält man aus der vorigen, wenn man d durch 180® — d ersetzt. Sie 
lautet 

F Bina ' sin d • sm (a + d) 



ff ff 



^ y — 16 sin (a — d) 

Aus den Gleichungen der drei rechtwinkligen Hyperbeln entnimmt 

man, daß für a ^ d die erste Hyperbel im 2. und 4., bez. 1. und 3., 
die zweite und dritte Hyperbel aber dann im 1. und 3., bez. 2. und 
4. Quadranten liegen. 

Für a «— (J zerfallen die ersten zwei Hyperbeln in ihre Asymp- 
toten. Bei der dritten Hyperbel liegen dann B^, D^, F und also auch 
die eine Asymptote im Unendlichen, während die andere Asymptote 
durch P geht und parallel AD ist. 

Vier weitere Punkte auf der Zehnpunkt -Hyperbel, — Fällt man 
von Ma und Mc auf die Diagonalen AG und BD die Lote MaS^ und 
McS^, so bilden diese Lote mit MaE und McE gleiche Winkel, da 
^ ABD = <^ DCA als Peripheriewinkel auf demselben Bogen. Der 
Schnitt Xj dieser Lote muß demnach auf der Zehnpunkt -Hyperbel 
liegen, und es ist demnach auch <^ XjJf^C^ ^ Xy^M^D, 

Fällt man von Ma und Mc die Lote auf BD und AC, so erhält 
man den zu X^ analogen Punkt X^ mit denselben Eigenschaften wie X^. 

X^ und Xj sind die Höhenschnittpunkte der Dreiecke MaM^Mc 
und McMbMa» Es bestätigt sich also der Satz: Wenn drei Punkte 
May Mby Mc auf einer Hyperbel liegen, so liegt ihr Höhenschnitt auf 
derselben Hyperbel. 

Die Lote von M^ und M^ auf die Diagonale ergeben zwei weitere 
Punkte Fl und Fg, die Höhenschnittpunkte der Dreiecke Mi^MqM^ und 
MdMaMt sind und also gleichfalls auf der ersten Hyperbel liegen. 

Aus der Konstruktion von X^ und X^ folgt leicht, daß MaX^McX^ 
und X^MbX^Md von Hyperbelsehnen gebildete Parallelogramme sind. 
Dasselbe gut von M^Y^M^Y^, Y^MaY^M^y X^Y^X^Y^. 

Die Mittellinien dieser fünf Parallelogramme bestimmen die Rich- 
tungen von fünf Paaren konjugierter Durchmesser. 

Zieht man von Mc und Ma durch irgend einen Punkt Q der 
ersten oder Zehnpunkt-Hyperbel Strahlen, die DE in t7, EA in V 
treffen, so ist. M^UVMc ein Kreisviereck, da nach der Art der Be- 
stimmung dieser Hyperbel < UMa V = V3Ic U ist. Demnach ist 
-^ VÜE = EMcMay und da der Winkel EMcMa gleich dem Winkel 
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ist, den die Tangente in Mc mit McE bildet, so ist diese Tangente VV 
parallel. Dasselbe gilt von der Tangente in Mc. 

Aus dieser Bemerkung ergibt sich eine einfache Konstruktion der 
ersten Hyperbel ohne deren Achsen und Asymptoten: Man trage den 
Winkel MaMcE in irgend einem Punkte V an UE gleich F^-Ban. 
Der Schnitt Q von Ma V und Mc U ist dann ein Punkt der Hyperbel 
innerhalb des Winkels MaEMc. 

Die Punkte der Hyperbel außerhalb des Winkels MaEMc findet 
man in ähnlicher Weise unter Benutzung von ^ M^FMd, da för die 
Tangenten in M^ und Md entsprechende Beziehungen gelten. 

Ebenso ist es mit den Tangenten in -4^, C^ und J?i, D^ an die 
zweite und dritte Hyperbel und der Konstruktion dieser Kurven. 

Zum Schluß sei noch auf folgende interessante Eigenschaft von P 
hingewiesen: Zieht man von P durch Ma und Mc Strahlen, so ergibt 
sich unter Beachtung von <^ PMaE = PMcE und mit Hilfe der 
Winkel des Kreisvierecks, daß diese zwei Strahlen mit den Seiten o 
und c und ebenso mit b und d je zwei gleiche Winkelpaare bilden, 
wobei der eine Schenkel jedes Winkels immer nach E oder jP hin zu 
nehmen ist. 

Diesen vier Paaren gleicher Winkel entsprechen nach den früheren 
Betrachtungen vier gleichseitige Hyperbeln, die durch P und die Scheitel 
jener Winkel gehen. 

Da für die von P durch die Punktepaare Mf,, Md'^ Ä^, C^; B^j A 
gehenden Strahlen ähnliche Resultate gelten, so kann man mithin ss^n: 

Der MinimumpunJit P des Kreisvierecks ist der Schnitt von 16 gleich- 
seitigen Hyperbeln j von denen die durch Ma, Mc und Mb, Md gehendm 
in eine zusammenfallen. 

Homburg v. d. Höhe, im Oktober 1904. 



über eine Eigenschaft der binären quadratischen Formeii. 

Von 0. Spiess in Basel. 

Ist eine quadratische Gleichung gegeben mit den Wurzeln a^ ^i 
und bestimmen wir ß^, ß^ so, daß für jedes t die Identität besteht 

(1) 2(< - «,) (<-«,) = (<- ß,y + {t- ß,y, 

so gilt zugleich 

(2) 2(t- A) (t - ft) = (^ _ « J« + (< _ «,)«. 
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di 



er Tat folgt aus den beiden Bestimmungsgleichungen für /3,, ß^ 

«1 + «2 = A + ßi, 

2a,a, = ß]+ßl 
«! + «! = 2i8ift, 



<lritte 



eine Yertauschung der cc mit den ß läßt das System dieser Glei- 
an unverändert. Man findet für die Diskriminanten 

(a, - a,y + iß, - ß,)' = 0. 
(1) nnd (2) ziehen wir noch die Identität 



\t — «y ^ [t - ßj 







<5he für . """' = tgl^, r—R = *g o ^^® Form annimmt 

sin 9 • sin ^ = 1. 

^ft^rachten wir die Gleichungen (1), (2) von einem allgemeineren Ge- 
tspunkt. Links in (1) steht eine quadratische Form von der Deter- 
+ 1 und den Variablen {t — a^y (^ "~" ^)j rechts eine solche 
der Determinante — 1 und den Variablen (^ — ft), {t — ft); lu^d 
m% Formen stehen in einer Art von Reziprozität zueinander^ indem 
^ Gleichheit fortbesteht, wenn das System ihrer Variablen vertauscht 
Wir stellen uns nun die Aufgabe, zu einer beliebigen Form (ABC) 
Formen {A'B'C) zu bestimmen, welche zu ihr diese Beziehung haben, 
welche also die beiden folgenden Gleichungen gleicJizeiÜg für jedes i 
^^uUt sind 

^(ß - «i)* + 2B{t- «i) (t- a^) + G(t- a^y 
A\t - ß,y + 2B\t- ß,) it - ß,) + C\t - ft)S 
A{t - ß,Y + 2B(t - ft) {t - ß,) + C{t - ß,y 
. A\t - a,y + 2B\t - «0 {t - «,) + C\t - a,y. 

ir betrachten A, B, C als gegeben, D = jB* — -4C als von Null ver- 

-^Siieden, ebenso ck^, o, als gegeben und nicht identisch, und stellen 

nächst die Bedingungen für das Bestehen der Gleichung (4) allein 

Sie sind 
) A + 2B+C'^A' + 2B' + C, 

) (A + B)a, + (J? + O«, « {A + B')ß, + (J?' + C')ß„ 

) Aa\ + 2Ba^a^ + Ca\ = Aß{ + 2B'ß,ß, + C'ßl 
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Die erste dieser Gleichungen enthülfc die notwendige Beziehung zwischen 
den Koeffizienten^ die beiden andern dienen zur Beiechnung Yonßyjß^. 
Wir leiten hieraus einige weitere Formeln ab, die zu unserem Zwecke 
geeigneter sind, müssen jedoch verschiedene Fälle unterscheiden. Nehmen 
wir zunächst 
I. A + 2B+C + 

an, so können wir Gleichung (8) ersetzen durch eine andere, die wir 
erhalten, indem wir (7) beiderseits quadrieren und das Produkt von (6) 
und (8) hiervon subtrahieren. Es kommt so 

(9) D(a, - «,) = D'(ß, - ß,y. 

Verstehen wir unter ]/5, "j/Z^' den positiven Wert der Quadratwurzel, 
resp. falls der Radikand negativ ist, -{- i mal dem absoluten Betrag 
der Wurzel, so folgt hieraus 

(10) yD-(a,-a,) = eyD'{ß,-ß,). ,. = ±., 

Wir haben nun zwei Fälle zu unterscheiden, jenachdem der Ausdruck 

Yd — sY^' ^^^ Null verschieden ist oder nicht. Im allgemeinen 
ist das erstere der Fall. Multiplizieren wir dann Gleichung (7) mit 
diesem Faktor, Gleichung (10) aber mit {B + C) — {B' + C) und 
addieren beide, so folgt unter Rücksicht auf (6) 

(11) {(^'+jsoy^-^{:^+^)v'^'}«i+{(i^'+^')y^-K^+c)i^'K 

= [{Ä+B')YD-e{A+B)yW]ßM{B'+C')YB-B{B + C)YB% 

Man sieht leicht, daß unter den gemachten Voraussetzungen die Glei- 
chimgen (10) und (11) linear unabhängig sind und rückwärts wieder 
auf (7) und (8) führen. 

Tritt aber der Spezialfall ein, daß D = D' und £ = 1 ist, so 
haben wir zunächst 

(10a) «1 - «, = A - A 

und bringen damit die Gleichung (7) leicht auf die Form 

(11.) [(A' + B') -(A + B)]{oc,- «,) ^{A + '2B+ C)(cc, - (Q- 

Ehe wir aus diesen Gleichungen die Konsequenzen ziehen, stellen wir 
noch die nötigen Formeln auf für den Fall, daß 

n. A + 2B+C^A' + 2B' + C = 0. 

Gleichung (7) nimmt jetzt die Gestalt von (10) an, 
(10.) {A + B) («, - «,) = {Ä + B') (A - A), 
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m jetzt D = (^ + Sy, D' = (A' + By ist. Führen wir den Wert 
C, C in (8) ein und berücksichtigen (10h), so folgt 

(A' + B') [Aa, + (2B + A)a^'\ = (A + B) \_A'ß, + (25' + ^')^«]. 

hieraus die analoge Gleichung wie (11) zu erhalten, multiplizieren 
beide Seiten mit {Ä + B') — {A + B), vorausgesetzt y daß dieser 

:iruck nicht Null ist, femer Gleichung (10b) mit {AB' — A'B) und 

eren beide Gleichungen. Wir erhalten 



M= 



[ÄD' - A'D]a^ + [(Ä + 2B)D' - (A' + 2^01«» 
[AD' - Ä'D]ßi + [{A + 2B)D' - (A' + 2B')D]ßr 



lein Spezialfall (A -\- B) = (A' + B') + erhalten wir analog zu 

3, (11.) die Formeln 

D «1 — a, = ^1 - /Js, 

-) {A' - A)(a,- a,)^2(A + B)(a,- ß,). 

Ausnahme A -{- B ^ liefert eine Trivialität, die wir ausschließen. 

Die Gleichungen (10), (11) resp. (10.), (lU); (10b), (11«); (10«), 
) liefern nun sofort die Lösung der Aufgabe. Soll füimlich Glei- 
ig (5) mit (4) zusammen bestehen, so müssen die erwähnten Gleichungs- 
'^e unverändert bleiben, wenn Oj, a^ mit /Sj, /J, vertauscht wird. Da- 
1 ergibt sich im Fall I aus Gleichung (10) die notwendige Be- 

rung 

3e Bedingimg ist aber auch hinreichend. In der Tat, falls erstens 

kann der Ausdruck (l/^ — ^ j/^O für keinen Wert von s ver- 
binden, und es kommt Gleichung (11) zur Geltung. Diese enthält 
^ (^i^)> (ßißi) symmetrisch und ist also auch nach der Vertauschung 
Ut. Aus ihr und der Gleichung 

/3i - /^sj = £i(«i - «a) (» = ±1) 

iten wir- zwei konjugiert komplexe Lösungen für (ßißi). — Ist 
eweitens 

D' ^D, 

iefert die Annahme £ = — 1 oder ft — /S2 = ~" (<^ "~ «2) ^i^® 
Uig aus demselben Grunde, und zwar die einzige. Nehmen wir 
Uch £ = + 1 an, so gelten die Gleichungen (10»), (11»). Bei Ver- 
^Iiung von («i^j) mit {ßiß^ geht aber Gleichung (11») nicht in 
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sich selbst über^ da die linke Seite unverändert bleibt^ während 
rechte das Vorzeichen wechselt. Diese Annahme führt daher zu keic::^ 
Lösung der Aufgabe. 

Fall IL — Ganz analog erledigt sich der Fall 11. Gleichung (1^ ^ 
liefert als notwendige Bedingung 

(12c) {Ä + By = (Ä' + By, das ist D = D\ 

Diese Bedingung ist auch hinreichend'^ denn setzt man 

^' + 5' = -(^ + J5), also ft-/J,==-(c^-a,), 

so gilt Gleichung (Hb), welche sich durch die Vertauschung Ton c,^ <l 

mit ßif ß^ nicht ändert. Indes gibt es nur diese eine Lösung; deim 

macht man 

A' + B'^A + B, 

so kommt Gleichung (11c) in Betracht, und diese ist nicht mehr erf&ll^ 
wenn wir die Vertauschung vornehmen. Wir können also schließlich 
folgenden Satz aussprechen. 

Satz: Sind (ABC), {A'B'C) zwei quadratische Formen mit den 
Determinanten 7), resp. D\ und besteht die Beziehung 

A + 2B+C^A+2B'+C\ 

so können für alle Werte der Variablen cc^,a^ die Größen ß^,ßi bo be- 
stimmt werden, daß die Gleichung identisch in t besteht 

A{t - a,y + 2B{t - aj (^ - «,) + C(^ - «,)> 

« A\t - ß,y + 2B\t - ft) {t - ft) + c\t - ß,y. 

Damit dann zugleich noch die zweite Gleichung gilt 

Ä{t - ß,y + 2B{t - ß,) (t - ß,) + c(t - ß,y , 

= A'(t - a,y + 2B'(t - «,) (<-«,) + C'it - «,)», 

ist notwendige und hinreichende Bedingung 

L 2) = ±D; falls A + 2B+C^0, 
IL 2) = D', faUs A + 2B+C'^0, 

und zwar gibt es für /S^, ß^ ein reelles, resp. zwei konjugiert kompl^^* 
Lösungssysteme, jenachdem das Verhältnis der Determinanten + l ^^ 
— 1 ist. 

Basel, 28. Sept. 1903. 
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Beitrag zur üntersucliimg des erkenntnistheoretischen 
Wertes der verscMedenen analytisch möglichen 

Ranrnformen. 

Von P. MiLAU in Kreuznach. 

(Schluß.) 

6. Bauvnformen, hei denen die Baumkonstante ^ ist, sind erkenntnis- 
theoretisch nickt möglich, a) Widerlegung von Einwendungen, — Weit 
mehr als die Axiome der projektiven Geometrie und das von den 
3 Dimensionen des Raumes sind die Axiome der metrischen Geometrie^ 
nämlich dasjenige von der Unendlichkeit des Raumes und das sogenannte 
Parallelenaxiom umstritten worden. Der bekannteste Einwand^ der 
gegen die Apriorität dieser Axiome gemacht wird, ist der von v. Helm- 
holtz^) herrührende Gedanke, daß wir uns „den Anblick einer pseudo- 
sphärischen oder sphärischen Welt ebenso gut nach allen Richtungen 
hin ausmalen^' könnten, wir wir ihren Begriff entwickeln können. Der 
Gedankengang, den y. Helmholtz hier verfolgt, ist etwa der folgende: 
Unser Raum ist nicht der allgemeinste Begriff einer Mannigfaltigkeit 
von 3 Dimensionen, auch nicht bei Annahme der freien Beweglichkeit 
und Festigkeit der Raumgebilde (Krümmungsmaß K « const.), sondern 
es sind 3 gleichberechtigte Falle: K =»0 (euklidische oder parabolische 
Raumform), JE" < (pseudosphärische Raumform) und K>0 (sphärische 
Raumform). Nun könnte die Erkenntnis AT = uns a priori gegeben 
sein. Dann würden wir uns die Reihe der Eindrücke, die bei einer 
Raumform auftreten, in welcher Jf^O ist, in keiner Weise sinnlich 
ausmalen können; denn wenn wir uns die verschiedenen Eindrücke aus- 
malen könnten, so müßte es der Erfahrung überlassen bleiben, zu ent- 
scheiden, ob diese oder jene den reellen tatsächlichen Verhältnissen 
entsprechen. Nun behauptet v. Helmholtz aber, daß wir uns die Reihe 
der sinnlichen Wahrnehmungen, die ein pseudosphärischer oder sphärischer 
Raum aufweisen müßte, anschaulich ausmalen können, und entwickelt 
dieses im Anschluß an die Beltramische^) Abbildung in eigenartiger 

1) y. Helmholtz: „Über den Ursprang und die Bedeatnng der geometr. 
Axiome". Populäre Vorträge, Heft IE, S. 46 ff. 

2) Beltrami: ,,E8sai d'interpr^tation de la G^om. etc." Man vgl. auch 
F. Klein: „Über die sogenannte nichteukl. Geom." Math. Ann. IV. — Eine 
Kritik der v. Helmholtzschen Betrachtungsweise findet sich bei F. Klein: „Gut- 
achten betreffend den 3. Band der Theorie der Transformationsgmppen von S. Lie" 
Math. Ann. 1898. S. 584. 

ArohlT der Mathematik and Pbjtik. lU. Reihe. IX. 23 
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Weise mit Benutzung physikalischer Hilfsmittel {gekrümmter Spiegel 
und Linsen). Daraus zieht er dauu die Folgerung, daß die Erkeuntnüi 
K^O empirisch erworben ist. Wenn nun aber aus der Möglichkeit, 
die Eindrücke sich auszumalen, die eine nichteuklidisclie Welt auf ihren 
Bewohner machen müßte, auf die empirische Herkunft der Raoni- 
anschauung gesclilossen werden soll, so ist hiergegen, wie Jakobson') 
hervorhebt, einzuwenden, daß v. Helmholtz notgedrungen irgendeine 
Annahme über den diesen Bewohnern innewohnenden Intellekt machen 
muß. Ist dieser Intellekt, insbesondere der Anschauungszwang, dem 
sie unterworfen sind, dem unarigeu völlig entsprechend, so würden die 
Bewohner eines nichteultli diseben Raumes trotz aller widerap rechenden 
Verhältnisse dort genau dieselbe Geometrie ausbilden, wie wir, Das- 
jenige, was nicht hineinnupassen scheint, wurden jene Intelligenzen 
durch optiscbe Tänschung bezw, durch UnTollkommenhert der betreffeo- 
den Sinnesorgane zu erklären bestrebt sein. Nun könnte aber der 
vorauszusetzende Intellekt ein von dem nnsrigen völlig verschiedener 
sein. Dann kann über die Raumanschaunng der mit diesem fremden 
Intellekt begabten Wesen überhaupt nichts ausgesagt werden. Nun 
nimmt aber v. Helmholtz offenbar weder das eine, noch das andere an, 
er setzt vielmehr stillschweigend voraus, daß das Erkenntnis vermögHa 
der betreffenden Raumbewohner, also ihre gesamte Rau mansch au ung 
von der jedesmaligen Natur des Raumes, den sie bewohnen, abhängig 
sein müßte, im übrigen aber der nnsrigen analog sei. Eine aohhe 
Voraussetzung zu machen, ist aber nicht statthaft, da sie gerade das- 
jenige enthält, was zu beweisen war, nämlich daß die Axiome der Geo- 
metrie durch Empirie gefunden seien. — Was die Sache selbst an- 
betrifft, so sind die beiden Standpunkte so fundamental verschieden, dafi 
eine Einigung kaum möglich erscheint, v. Helmholtz nimmt an, (laB 
die Ausbildung der Raum an schauung, also unser subjektives Empfinden, 
durch die jedesmalige Natur des Raumes bedingt werde, wir dagegen 
gerade umgekehrt, daß ilurch unser subjektires Empfinden, durch die 
uns einmal immanente psychische Veranlagung, die Natur des haums, 
wie er uns erscheint, bedingt wird. Wir stellen uns den Raum, von 
dem wir das ihm objektiv zugronde Liegende nicht zu erkennen läliig 
sind, noch jemals sein werden, in ganz bestimmter Weise vor, weil wir 
psychisch dazu gezwungen sind , und erleiden nicht umgekehrt durch 
den Raum den Antrieb zu der jedesmaligen Raum Vorstellung. Der den 
Antrieb ausübende Raum könnte doch auch nur der objektive Raum sein, 

1) J. Jakobtton: „PhiloBophische UDteraachnugen zur Metageometrie". 
S. 146 tf. Man vgl, auch Schotten: ,J3ie Grense aw. PhiloB. a. Matbein." Uota- 
richtablätter II. 4. S. 56. 
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und von diesem wissen wir nichts (§ 6), und es hat auch keinen Sinn, 
sich denselben „eben" oder „gekriimmt" vorzustellen. — Bei der hier ver- 
tretenen Ansicht ist es auch nicht nötig, die Raumvorstellung als „not- 
wendige Eigenschaft aller denkenden Intelligenzen" anzunehmen, wo- 
gegen Erdmann^) protestiert, sondern nur als notwendig verknüpft 
mit den Gesetzen des Bewußtseins aller uns selbst analogen Intelligenzen. 
Daß andere mit InteUekt begabte Wesen, die sich einer ganz fremden 
Änschauungsform erfreuen, möglich sind, ist zwar zugegeben^), beweist 
aber an sich durchaus nichts gegen die Apriorität der uns gegebenen 
Form. — Aus dem vorigen ergibt sich, daß die Supposition von In- 
telligenzen, die sich in einem nichteuklidischen Baume befinden und 
dort eine bezügliche Raumanschauung ausbilden, in keiner Weise unsere 
Erkenntnis über die Herkunft der Raumanschauung selbst fördert. Auch 
Wundt^) nennt es „ein hoffnungsloses Beginnen, aus dem Möglichen 
das Wirkliche erklären zu wollen", und meint, es werde „niemals auf 
diesem Wege über den Ursprung des Wirklichen etwas ausgesagt 
werden können." 

Der gewichtigste Schlag gegen die von Kant aufgestellte Lehre 
über den Raum, als Anschauungsform a priori, ist durch die funda- 
mentale Unterscheidung zwischen projektiven und metrischen räumlichen 
Beziehungen geführt worden. Aus dieser Unterscheidung, wie sie ins- 
besondere F. Klein*) durchführt, scheint nämlich hervorzugehen, daß 
die Urteile der projektiven Geometrie größere Allgemeinheit aufweisen, 
als die der metrischen Geometrie, da sich die 3 möglichen Maß- 
bestimmungen, bezw. die 3 möglichen Raumformen, gleichberechtigt aus 
den allgemeinen projektiven Beziehungen ableiten lassen. Strenge All- 
gemeinheit wird aber unbedingt für ein Urteil a priori gefordert. Wenn 
wir daher durch die Betrachtungen der vorigen Abschnitte zu der 
Überzeugung gelangten, daß die Axiome der projektiven Geometrie 
Urteile a priori seien, so scheint dieses für die metrischen Axiome nicht 
mehr zuzutreffen. Nun gibt RusselP), der im übrigen die metrischen 
Axiome ebaifalls nur als Tatsachen der Erfahrung anerkennen will, da 
auch die Annahmen der nichteukUdischen Geometrie nach seiner Meinung 
Erfahrung ermöglichten, Gesichtspunkte an, die meines Erachtens zur 
Folge haben, daß man die Übertragung der Kleinschen Maßbestimmungen 



1) Benno Erdmann: ,,Die Axiome der Geometrie*^ S. 116 f. 

2) Man vgl. Liebmann: „Zur Analysis der Wirklichkeit^^ S. 62 u. 63. — 
Aach Jnl. Schultz: ^Psychologie der Axiome'\ Göttingen 1899. 

8) Wund t: „Logik'* L Kap. 3, 2. 

4) Felix Klein: „Über die sogenannte nichteukl. Geom." Math. Ann. IV 1871. 
6) RuBsell: „Essai sur les Fondements de la Geometrie.** 1901. 36 u. 37. 

28* 



auf reale Verhältnisse ablelinen muß, Sein Gedauketigaug ist etnu dar 
folgende: Für 2 Punkte einer Geraden wird eine (|uantitatiTe Bezieliuiij 
gefordert, um die beiden Punkte von 2 undem Punkten auf derselbn 
Geraden überhaupt unterscheiden zu können, da die einzige quahtstin 
Beziehung {Lage} für 2 Punktepaare auf einer Geraden die gleiche bleibt 
Auch 3 Punkte auf einer Geraden unterscheiden sich qualitativ (pr»- 
jektiviacb) nicht von 3 andern auf ihr. Erst 4 Punkte haben eine be- 
stimmte projektivische Eigentümlichkeit, das Doppelverhältnit 
4 Punkte, das sich durch Lagenbeziehungen definieren läßt, ^ 
also der Abstand zweier Punkte mittel« projektiver Beziehungen de- 
finiert werden, so kann dieses nur als Beziehung zwischen 4 Pimkwai, 
mittelst des Doppelverhältnisaes, geschehen. So ergibt sich die Funml 
für den Abstand zweier Punkte auf einer Geraden nach F. EleJa: 

a=i c • log — , d. h. es wird „die Entfernung zweier Element« des Grand- 

gebildes gleich dem mit einer gewissen Konstanten mnltipliiierteB 
Logarithmus des von denselben mit den beiden Fundamentaleletnentoi 
gebildeten Doppelverhältnisses." Die angegebene Funktion zeigt nim 
in der Tat die für den Abstand allgemeinen charakteristischen aniiljti- 
sehen Merkmale, nämlich daß sich die Maßunterschiede addieren und 
daß die Maßbestimmungeu durch eine Bewegung im Haume nicht f»- 
ändert werden (lineare Transformation). Analytisch ist also der ge- 
fundene Ausdruck durchaus korrekt, und mittelst des Doppelverhältaia* 
läßt sich der Abstand nicht anders definieren. Es ist aber nicbl dil 
Berechtigung dafUr bewiesen, daß man diese Funktion des Dopp^ 
Verhältnisses auch als den Abstand im realen Sinne anzusehen btl 
Diese Berechtigung wird von Kusaelt geleugnet, da der Abstand 
natürlichen Sinne durchaus nur eine bestimmte Beziehung zweier PnnWi 
allein ist und nicht von 4 Punkten abhängen kann. Hieraus «ürdi 
sich dann natürlich ergeben, daß die projektive Geometrie Oberh« 
nicht imstande ist, den Abataudsbegriff im natürlichen Sinne m ' 
klären. Und das scheint auch mir unzweifelhaft richtig: denn wie ei 
Raumlehre, die nur die projektiven (qnalitfitiveni Beziehungen ' 
Raumgehilde behandelt, dazu kommen soll, eine Definition von qaiui 
tativen Beziehungen zu geben, bliebe unerklärlich. Nur die Mbgliekkfi 
quantitativen Vergleichens kann durch sie gegeben werden, da qualita 
Gleiches erst quantitativ verschieden sein kann. Mir scheint nun nl 
gerade hieraus hervorzugehen — und darin weiche ich von Enssi 
vollkommen ab — , daß die Mö'jUrhkrit der 3 Maßbestimmungen bei 
Raumformen, da sie sich nur aus der willkürlichen Wahl der beid 
festen Fundamentaleleniente ergibt (2 reelle, 2 konjugiert imaginäre, « 
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2 zusammenfallende Punkte) nur eine analytische (logische) ist, daß da- 
gegen für das Reale diese Möglichkeit nicht existiert. Jedenfalls muß^ 
falls man das Vorige billigt^ anerkannt werden, daß aus jener Darstellung 
die reale Möglichkeit und Gleichberechtigung der 3 Raumformen nicht 

folgt 

Es ist femer behauptet worden , daß von den 3 analytisch mög- 
lichen Raumformen die nichteuklidischen allgemeineren Charakter auf- 
zuweisen haben als die euklidische. So sagt z. B. Simon*), daß es 
onendlich riel wahrscheinlicher sei, daß unser Raum ein krummer Raum 
sei, weil die Annahme eines solchen eine Hypothese weniger enthalte 
(nämlich die Annahme -ff==0). Daß er uns aber als ein „ebener'' Raum 
erscheine^ liege daran, daß wir immer nur ein beschränktes Oebiet des über 
alles menschliche Vorstellen ausgedehnten Raumes betrachten könnten, 
welches gegenüber dem Weltmaßstab unendlich klein sei, und daß im 
TTnendlichkleinen alle drei möglichen Raumformen identisch seien. 
Dieser Einwand scheint mir auf einer Verkennung der Negation zu 
beruhen. Es ist nämlich zweierlei, ob man sagt: Die Eonstante K hat 
den Wert 0, oder: Eine solche Eonstante existiert überhaupt nicht. 
Die letztere Annahme machen wir hier. Wir leugnen schlechthin die 
Existenz eines Erümmungsmaßes für den Raum, da für die Annahme 
eines solchen weder ein Grund noch das geringste Bedürfnis vorliegt. 
Deshalb machen wir durch K=»0 keine weitere Hypothese, sondern 
haben im Gegenteil eine Hjrpothese weniger, als wenn wir eine ge- 
krümmte Raumform annehmen würden: denn dann müßte das Erümmungs- 
maß ja einen ganz bestimmten positiven oder negativen Wert haben, 
wenn wir denselben auch zur Zeit nicht kennen. 

h) Gründe für die Apriorität heider Axiome. — Aus dem vorigen 
können wir auch direkte Gründe für die Apriorität der metrischen 
Axiome entnehmen. Der Begriflf einer für den Raum durchaus charakte- 
ristischen Eonstanten, die als absolutes Maß für räumliche Größen ein- 
zuführen wäre, scheint nämlich nicht mit den Forderungen in Einklang 
zu stehen, die wir für den Raum aufzustellen durch die reine An- 
schauung gezwungen werden.*) Die reine Anschauung zwingt uns näm- 
lich, die Raumgebilde nach ihrer Qualität und Quantität, also nach 



1) Max Simon: „Zu den Grundlagen der nichteukl. Geom." S. 28. 

2) Selbst Gauß, der innerlich fest von der Möglichkeit einer nichteuklidischen 
Geometrie überzeugt ist, muß zugeben, daß „das Einzige, was unserm Verstände 
darin widerstrebt, ist, daß es, wäre sie wahr, im Raum eine an sich bestimmte 
(obwohl uns unbekannte) Liniengröße geben müßte." Brief von Gauß an Taurinus, 
Göttmgen, 8. Nov. 1824. (C. F. Gauß' Werke VIII, Göttingen 1900. „Grundlagen 
der Geometrie" S. 187. 



Lage und (iröBe zu iinterscheiiien, sie zwingt uns aber ebensowenig 
dazu, einem einzelueu Raumgebilde eine absolute Lage im R«uni, ala 
einem einzeluen Gebilde absolute Größe zu erteilen. Wenn dnrch 
2 Punkte eine gewisse Richtung und ein gewisser Abstand bestimmt 
ist, so ist diese Bestimmtheit doch nur als der Ausdruck für die c 
liehe Beziehung der 2 Punkte zu einander, nicht aber als ein absolatM 
Quäle oder Quantum aufzufassen. Erst durch eine andere RJclitung 
oder durch eine andere Strecke gelangen wir zu dem richtigen L^feu- 
uud Größenliegriff, der also nur durch Vergleichen gefunden we 
kann, d. h. Lagen und Größen im Raum sind stets relativ zu nehinei 
Weder eine Richtung, noch eine Größe kann vor andern besonders ai» 
gezeichnet sein. Das würde der von uns für den Raum zu fordennien 
absoluten Regebnäßigkeit widersprechen. Also widerspricht eine ab- 
solute Raum -Kons taute unserer Anschauung. Ahnlich steht es j» mit 
der Zeit. Die Existenz eines absoluteu Zeitmaßes würde ebenfalls lit 
logische Möglichkeit anzunehmen sein, sie widerspricht aber dem Aa* 
snbauungszwaug, der auch die absolute Gleichförmigkeit der Zeitfomi 
fordert, so daß eine Spanne Zeit vor andern Zeitteilen nicht hesonden 
ausgezeichnet sein darf. — Es ist noch der Einwand zu entkräftov 
daß ja auch in der euklidischen Raumform ein absolutes Maß eiistiei^ 
nämlich für die Größe der Drehung (Winkel). Für den Winkel «istint 
indessen nicht ein absolutes Maß in dem Sinne eines absoluten Qnantumi 
Für die nichteukÜdische Raumform soll aber eine Strecke charakteristi»« 
für den ganzen Raum sein, und durch sie jede Länge, als dnrcli «ii 
absolutes Maß, gemessen werden können. 

c) Grihulc für die Aprioriiät des Axioms von der UftctidlicU.rU rf« 
Baumes. — Gegen die beiden analytisch möglichen endlichen RanmfoRHi 
(Riemannsche und Kleinache in der Killingschen Bezeichniiiigf 
läßt sich ferner einwenden, daß wir die Fähigkeit haben, unserr At 
schauung ins Unendliche zu erweiteni. Allerdings fehlt uns fürs t» 
endliche die Anschauung, aber das Unendlich ferne ist für uns nicht» 
Fremdes, etwa eine Gegend des Raumes, wo die räumlichen Verhältnis 
ganz andere sein könnten, sondern das Wort „unendlich" s^ unB tat 
aus, daß kein Grund vorhanden ist, mit derjenigen Erkenntnis an irgw 
einer noch so fernliegenden Stelle des Raumes aufEuhoreii, zu wbIcIä 
wir vermöge innerer Orgauisation gezwungen sind. Schultz*) ne* 
diesegL, uns innewohnenden Zwang das liege! niäßiijieiisjnititip. K< » 
die Forderung, „aus Einzeltatsacben aufs Allgemeine zu schließen, "L *^ 
anzunehmen, die Natur wäre absolut regelmäßig". Auch Killinf7 

1) Jutiu» Schultü: „pBjthologie di^r Äiiome". Gßttüigen 1899, 3. M. 

a, Killiog: „Kiiifüliriiiig m die Gnindlagec etc." 1 S. 18. 
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Bpricht davon, „daß der Oeist unwillkürlich bereit ist, die durch direkt« 
Erfahrung gewonnenen ÄDHohauungen, für welche immer nur ein ganz 
ileinea Gebiet zur Verfügung steht, zu verallgemeinem und als allgemein 
gültig anzusehen." Aber KilHng halt dieseu Drang gerade fflr un- 
ÄUverläsBig und für geeignet, unser Urteil zu trüben^), während wir 
im Gegenteil behaupten, daß auch für das Unendliche nicht abweichende 
Gesetze gelten känmnf weil wir solche Regelmäßigkeit psychologisch 
iordem, und weil icir selbst uns das UnetulUciie Icnmtmipren. — Nach 
Hiemunn*) muü man allerdings Unbegrenztheit und Unendlichkeit 
trennen. Die Unbegrenztheit gehört zu den ÄusdehnungsTerhSltnissen, 
die Unendlichkeit zu den Maß Verhältnissen, oder mit andern Worten: 
Bei der Unbegrenztheit wird die Grenge negiert (z. B. bei der Kugel), 
Tiei der Unendlichkeit aber die Grenze des möglidien Wachsens. So 
scharfsinnig diese Unterscheidung aber auch ist, so muß doch darauf 
aufmerksam gemaclit werden, daß hier wieder ein Analogieschluß vor- 
liegt. Wenn hei Linien und Flächen Unbegrenztheit und Unendlichkeit 
Terschiedene Bedeutung habeu, so ist es nicht ohne weiteres notwendig, 
daß beim Räume dasselbe zutrifft. Wollen wir aber Analogie zulassen, 
80 muß beachtet werden — wie Schotten*) anführt — , daß wir uns 
eine unbegrenzte, aber endliche Fläche nur vorstellen ki5nnen als Grenze 
eines bestimmten Raumteils. Analog müßte ein unbegrenzter aber end- 
licher Raum ein durch ihn begrenztes Gebilde von 4 Dimensionen voraus- 
setzen. Da wir nun die Existenz eines solchen ablehnen müssen, so 
ist auch ein unbegrenzter, aber endlicher Raum abzulehnen. — Femer 
scheint mir der Zwang, das mögliche Wachsen der Elementargebilde, 
Gerade. Ebene, Raum, als ein mtbegremtes anzusehen, ebenso sicher vor- 
zuliegen, als der, für diese Gebilde keine Grenzen anzunehmen. Setzen 
wir den Fall, der Raum sei endlich, so drängt sich sofort die Frage 
unwiderstehlich auf: Wie groß ist er? Wenn wir auch die richtige 
Antwort nicht wissen, 80 müßt« doch die Möglichkeit angenommen 
werden, diese Frage richtig zu beantworten. Die richtige Antwort möge 
, lauten: Der Raum hat die Große n. Dann würde inbetreff der mensch- 
lichen Vorstellungskraft entweder anzunehmen sein, daß sie imstande 
(ist, auch einen Raum von der Größe (n -|- 1) vorzustellen, oder nicht. 

1) Bin ahnliuhes Urteil filUt F. Klein: ..Gutachten betreffend <iea 3. Band 
■4er Theorie der Ti'augformationBgmppen von S. Lie etc.'' Math. Ann, 181)8. S. 6B4 
a. 686. PöT ihn besteht daa eigentliche Wesen der Asiome in einer „Idealisierung" 
der empirischen Daten. Unser „Anschauungszwang" ist für ihn nur ein Prodtiht 
„der Erziehung und der G^ewöbnong." 

: „über die Hypothesen etc." VI § 3, 
Iflchotten: „Inhalt u. Methode des planimetr. UnterricIitB." S. 120 An». 2. 
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Im ersten Falle würde aber die Größe des Raumes für uns nicht n, 
sondern mindestens (n -\- 1) betragen. Im andern Falle würde man in 
den Zwiespalt geraten, daß man sich einen Raum von der Größe n 
vorstellen kann, nicht aber einen solchen von der Größe (a -f 1). Diese 
Eigentümlichkeit konnte doch nur im Uaurae selbst begründet sein. 
Die Empiristen nehmen eben an, daß uns die Erfahrung lehren wOrde 
— wenn überhaupt jemals menschliehe Erkenn tms so weit drmgen 
sollte — , der Raum habe die bestimmte Größe a, gerade ao wie vir 
etwa vom Erdradins die Größe bestimmen können. Doch die beidsn 
Fälle weisen einen fundamentalen Unterschied auf: Den Erdradins hTin 
man sich auch beliebig größer vorstellen, den Raum aber, wie wir eben 
sahen, nicht, d. h. die einmal gefundene Raiimgröße müßte jede andere 
mögliche. Erfahrung ausschließen. 

Etwas, dessen Gegenteil der möglichen Erfahrung widerBtreit«t, 
kann aber nicht empirisch gefunden sein, sondern ist a priori. Nun 
ist aber doch sicher die Erkenntnis, der Raum hat die Größe a, niclit 
a priori, daher ist die sich darbietende Schwierigkeit zu lösen nnmöglith, 
und deshalb fordern wir die Unendlichkeit des Raumes, die das Verbot 
in sich schheBt, tiberbaupt nach der Größe des Raumes zu fragen. 

Gegen die endUcben Raumformen läßt sich femer anführen, dafi 
bei ihnen Bewegung eines Punktes längs einer Geraden und Drehang 
einer Geraden um einen Punkt in ihr ganz gleichartige Erscheinungen 
wären (Lineartransformation mit Zugnmdelegung zweier konjugiert-ima- 
ginärer Fundamentalpunkte). Wenn nun auch meines Erachtens die reine 
Anschauung uns unmittelbar bekundet, daß auch fortschreitende Bewegung 
-möglich ist, so scheint diese Tatsache doch nicht allgemein anerkannt 
zu sein. Suchen wir daher nach Gründen, die uns veranlassen, zwei Arien 
der Bewegung anzunehmen. Die Übertragung des Kausalitätsgesetzes 
auf das räumliche Gebiet verlangt wegen des zu fordernden absolnt 
passiven Verhallens des Baiim-es, als einer reinen Form, daß eine Er- 
schein ungs reihe im Unendlichen fortbestehen bleibt, wofern nicht ein 
besonderer äußerer Grund für das Gegenteil vorliegt. Bei der Bildnng 
des Begriffes Winkel wird nun die eine Gerade b in räumliche Be- 
ziehung zu einer sie schneidenden a gebracht. Bei der diese Beziehung 
vermittelnden Bewegung bleibt der Schnittpunkt von a und &, da ei 
bereits beiden Geraden angehört, unverändert in seiner Lage. Das irt 
der Grund dafür, daß sich a von b nicht völlig, d. h. unendlich weit 
entfernen kann, wie es etwa der Fall wäre, wenn 9 Parallele sich parallel 
verschieben. Andrerseits wird aber durch die uns iunewohneude 
psychische Fähigkeit, unsere reinen Anschauungen ins Unendliche zu 
erweitem, eine unaufhörliche Fortsetzung der Bewegung gefordert. Unser 
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seelisches Vermögen löst nun dieses Problem möglichst einfach^ indem 
es die beiden einander scheinbar widerstreitenden BegriflTe „unendliche 
Fortsetzung der Bewegung'' und „Beschränkung der Bewegung*' räum- 
lich dadurch überbrückt ^ daß es die verschiedenen Lagen von b sich 
wiederholen läßt. Es wird also zu dem Begriff der periodischen Be- 
wegung gedrängt. Ganz anders liegt die Sache ^ wenn wir 2 Punkte 
(A und B) in Beziehung bringen. Da hier das eine Element (B) mit 
dem andern {Ä) durchaus nichts Gemeinsames hat, und da die dem 
Schnittpunkt zweier Geraden entsprechende Verbindungslinie der beiden 
Punkte bei der Fortbewegung von B niemals dieselbe bleibt, so wird 
in diesem Falle durchaus kein Grund geboten, die Bewegung sich nicht 
so zu konstruieren, daß der Abstand der beiden Punkte ins Unendliche 
wächst. Es ist also nur das Fehlen jeglichen Anlasses für die Annahme 
einer in sich zurücklaufenden Geraden, was unserer Raumanschauung 
das Axiom von der Unendlichkeit der geraden Linie aufnötigt. Natür- 
lich ist dieses kein Beweis der logischen Unmöglichkeit von Geraden, 
die in sich zurücklaufen. Ein solcher ist unmöglich, da wir ja auf 
analytischem Wege den Begriff von endlichen Geraden bilden können. 
Hier sollte nur gezeigt werden, daß die reine Anschauung vermöge 
einiger höchst einfachen Annahmen über den Raum, zu denen sie uns 
nötigt, auch zur Forderung der Unendlichkeit des Raumes drangt. Ahn- 
lich steht es ja auch mit der Zeit. Auch der Begriff einer in sich 
zurücklaufenden zwar unbegrenzten, aber nicht unendlichen Zeit bietet 
keinen Widerspruch in sich, sondern erst die reine Anschauung zwingt 
uns zu der Forderung der zeitlichen Unendlichkeit oder Ewigkeit, da 
ein Grund dafür fehlt, daß die Erscheinungsreihe des Wachsens einei 
Zeitabschnittes mit verfließender Zeit in irgend einem Zeitmoment sich 
ändern sollte. 

d) Gründe für die Apriorität des ParaUelenaxiomSß^ — Falls nun 
zugegeben wird, daß wir a priori genötigt sind, für den Kaum absolute 
Regelmäßigkeit zu postulieren, läßt sich auch die Apriorität des Parallelen- 
axioms direkt begründen. Zu diesem Nachweis eignet sich besonders 
gut die von Legendre herrührende Fassung des Axioms: Wenn man 
zwischen den Schenkeln eines hohlen Winkels einen Punkt P annimmt, 
so wird sich in der euklidischen Geometrie durch P stets eine Gerade 
so ziehen lassen, daß sie die beiden Schenkel selbst schneidfd. In der 
hyperbolischen Banmform dagegen müßte es 1. Punkte geben von der 
angegebenen Eigenschaft, 2, Punkte von der Eigenschaft, daß sich durch 
sie eine solche Gerade nicht ziehen laßt, und 3. als Grenzfali Punkte 
von der Eigenschaft, daß sich durch sie eine Geranie h^gen läßt, die 
beiden Schenkeln parallel geht. — Analytisch gleich bere^:htigt sind alle 



3 angefölirtea Punktarten. Doch wir vermögen keinen Grund ein- 
zusehen, warum sich ein Punkt zwischen den Schenkeln eines hohlen 
Winkels Ton einem andern in nimiilicher Beziehung qualitativ unter- 
scheiden sollte. Es kommt hier noch dazu, daß das verschiedene Ve^ 
halten der einzelnen Punkte nicht erst in unendlicher Entfemunf^ Ton 
dem Scheitelpunkt beginnt, sondern daß in der hyperbolischen Ranm- 
form 2 Punkte, die beide vom Schenkel eti<lHfhe Entfernung haben, 
sich dadurch wesentlich von einander unterscheiden können, daß die 
Strahlen der durch die Punkte gelegten Büschel zu den Sehenkeln ilei 
Winkels qualitativ verschiedene Beziehungen haben. Dm nicht niifl- 
veratanden zu werden, möchte ich noch betonen, daß mir nicht die 
Tatsache, daß durch 2 sich schneidende Gerade in der hy|)erboli sehen 
Raumfonn eine einzige dritte Gerade vollkommen bestimmt wird (näm- 
lich die zu beiden Parallele) dem Kegelmäßigkeitsprinzip des RanmPi 
zu widersprechen scheint, denn sie entspricht derTatsaehe der euklidischen 
Geometrie, daß durch eine Gerade und einen Punkt eine andere Gemle 
(Parallele) bestimmt ist; sondern erst durch die notwendige Folge jener 
Tatsache, daß die genannte Gerade nämlich die Punkte in zwei quali- 
tativ verschiedene Gruppen scheiden müßte, scheint mir das Regsl- 
miißigkeitsprinzip verletzt zu werden, da kein Grund für diese Un- 
regelmäßigkeit angebhar ist. Wir sind somit genötigt, Itlr den wirkhcbeu 
Raum auch die hyperbolische Form abzulehnen. 

6. BesuUate. Ohjrktiver Hanm. Psychologie der Uaumatisdimiag- 
— Fassen wir nun noch einmal kurz die Resultate unserer Betrachtungen 
zusammen, so wurde zunächst erkannt, daß nicht logisches Denken allein 
die Bedingungen für mögliche Erfahrung liefert, sondern daß daneW 
auch der reinen Raum- und Zei tan Behauung eine ebenso streng beein- 
fluBseode Stellung eingeräumt werden muß. Dieser Einfluß wurde sie- 
dann näher entwickelt, und es wurde nachgewiesen, daß trotz der vielen 
logisch möglichen Raumfonnen doch mir die eine euklidische den Forde- 
rungen der reinen Anschauung entspricht. Das Fundament der LehfS 
Kants über den Raum wird also durch die moderne Theorie der ve^ 
schiedenen analytisch möglichen Raumformen nicht erschüttert. Auch 
wir sind genötigt, ihn als a priori gegebene reine Anschanungsforni 
zu erklären. Da uns femer die reine Anschauung, also ein psychisebsr 
Akt, zu ganz bestimmten Annahmen über räumliche Erscheinonj;«! 
sicang, so muß der Raum, als alle Erfahrung erst ermöglichend, sub- 
jektives apriorisches Eigentum unseres Geistes sein, und es kann ihm 
in der Form, in welcher wir ihn anschauen, keine objektive Realität 
zukommen. Ob aber nicht dennoch der Grund für jene subjektivB 
Vorstellung in einem „objektiven Raum" zu suchen ist — was Kant 



Beibog Eut üntemncliung dea erkenntaiatheoretischeo Wertes 



365 



leugnet — , echeint mir nicht genügend geklärt. Wenigstens wüßte ich 
nichts gegen Lotzes') Ansieht einzuwenden, welcher tlarauf hinweiBt, 
daß die Annahme, der liaum sei apriorisches Eigentum unseres Geistes, 
nichts gegen seine Objektivität beweist. Dcdd, wenn auch ein solcher 
objektiver Kaum existierte, würden „die vielen Aoschauuugeu von ihm, 
die in den vielen denkenden Wesen vorhanden sind, natürlich nicht er 
selbst, sondern nur dieser Wesen subjektive Vorstellung von ihm sein." 
Ob wir indessen durch die Einräumung der Möglichkeit eines objektiven 
Raumes irgend etwas gewonnen haben, ist zweifelhaft. Gerade so wie 
Kants „Ding an sich'' der menscblicheu Erkenntnis Schrankeji auf- 
erlegt'), über welche hinaus eine Erfahrung dem Menschen zur Un- 
möglichkeit wird, und wie daraus sich mit Xotwondigkeit ergibt, daß 
Art und Grad der Abhängigkeit und Übereinstimmung zwischen Vor- 
stellungen und Dingen dem Menschen für immer unerkennbar^) sind, 
gerade so steht es mit dem objektiven Räume. Auch hier wird Art 
und Grad der Abhängigkeit und Utereinstinimung zwischen dem ob- 
jektiven Raum und unserer Raumanschauung niemals für den Menschen 
zu erkennen möglich sein. 

In dem vorigen wurde auch erörtert, welches im einzelnen die 
Annnahmen über räumliche Erscheinungen sind, zu denen uns die An- 
schauung zwingt. Diese Annahmen können wir also wegen des sub- 
jektiven Charakters der Raumanschauung als a priori aiißiislellende 
Forderungen unseres psychischen Vermögens ansehen.*) Es sind folgende: 

1) Empfindungen überhaupt räumlich zu projizieren, d. h. eiuen 
Punkt vor anderen auszuzeichnen. 

2) Qualitative Verschiedenheit und Vergleichbarkeit für Raum- 
gebilde anzunehmen (Li^e). 

3) Quantitative Verschiedenheit and Vei^Ieich barkeit für Raumge- 
bilde anzunehmen (Größe, also auch Teilbarkeit und Begren/.barkeit aus- 
gedehnter Raum geh ilde). 

4) Für den Baum absolute Regelmäßigkeit und Passivität anzu- 
aelimen. 

5) Für eine räumliche Eracheinongsreihe das Fortbestehen anzu- 
nehmen, falls nicht ein äußerer Grund entgegentritt. 

6) Die Fähigkeit anzunehmen, unsere Anschauungen ins Unendliche 
zu erweitern. 

li Lot^e; „Metaphysik" S. 101 f. 

2) Vgl. Tobias: „Grenzen der Pbiloiophie.'- S. 3'J f. 

Man vgl. Jakobson: „Die Axiome der Geometrie etc." Königsberg 1S83. 
4) Vgl. Julius Scliiiltx: „rsychologie der Axiome". Oöttingen ISUU. 
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7) Für den Kaum anzunehmen, daB erst eine dreimalige Teilung 
mit Grenzübergängen zum unteilbaren Einzelnen führt 

Die ersten 6 Forderungen entspringen zwei verschiedenen Beelischen 
Trieben oder Funktionen, nämlich: 1. LoffiscJie Begriffe räumlicli su proji- 
zieren (Identität [1], Qualität [2], Quantität [3], Kausalität [4, 5, 6]}, und; 
2. Die räumlichen Beziehungen so zu geBtalten, daß dabei ein Minimum 
psychischer TäViißett aufgewandt wird (Ökonomie der Anschauung). Die- 
selbe tritt auf bei der Aufstellung der Axiome der projektiven und der 
metrischen Geometrie und entspricht im ganzen den Forderungen 4 
bis 6), — Für die 7. Forderung muß noch außerdem der seelische Trieb 
angenommen werden, Räumliches nach 3 Dimensionen zu ordnen. 

Es wäre nun noch zu erklären, woher jene Funktionen oder Triebe 
stammen, mit andern Worten, worauf es beruht, daß die Seele genötigt 
ist, die Eindrücke, die sie empfängt, räumlich in ganz bestimmter Weise 
zu ordnen. Herbart') ist der erste gewesen, der diese Aufgabe sich j-yj 
gestellt hat. Lotze') und Wundt') haben aodaim die Aufgabe teils ^^^^ 
zu losen, teils ihre UnlÖsbarkeit nachzuweisen versucht. In der ervräbnteD _»-^ _j| 
Aufgabe liegen nämlich nach Lotze zwei verschiedene Forderungenr^ *~mi: 
erstens zu erklären, worauf es beruht, daß die Seele die Eindrücke r^» —^^ 
welche sie von den Dingen empfängt, und durch welche nur nnräum -x:^ob- 
liche Zustande in der Seele hervorgerufen werden können, „AbenKr-^r. 
haupt unter der Form eines räumlichen Nebeneinander anzuschauen g^^r^^ 
nötigt ist, und zweitens, die Bedingungen und Mittel aufzufinden, durc~;^i^cli 
die die Seele, wenn einmal ihre Fähigkeit, überhaupt Mannigfaltig^^ ^es 
räumlich aufzufassen zugegeben wird, die jedesmaligen einzelnen Ei«: äd- 
di'ücke in bestimmte räumliche Beziehungen einreiht, dieselben lokalisierte — ;." 
Ich möchte mich hier der Ansicht Lotzea durchaus anschließen, d ^^Ser 
die erste Forderung für unausführbar erklärt und deutlich ausEpricli^F' ^t, 
daß jeder Versuch, ,.das Nebeneinander, das uns in der Gestalt eii^~:auer 
Raumlinie erscheint, aus irgend welchen abstrakten Verhältnissen nt>-^KZDdi 
unräumlicher Art zwischen psychischen Affektioneu abzuleiten", fer~-^HlJ- 
schlagen muß. Auch die Zukunft kann darüber keine weitere A^-^o&b 
klärung bringen. Die Fähigkeit der Seele, räumliche Anschauung 
haben, wird stets ebenso unerklärt bleiben, wie die Entstehung de« H 
wußtseins überhaupt.*} Anderer Ansicht scheint darüber Wundt 

1) fierbartt „Piychologie als WiagenBcbaFt". 1. 

a) Lotie „UetapbjBik", iuBbesonitere S. '^31 9*., und schon früher in t^ 
„HediuiuBcheii Psychologie". Leipzig IS&l. Buch II. 

a) Wundt: „LogiV I. Bd„ sowie in: „MeMcben- u. Tieraeele" 1B63. S. Aofl.^ 

4) Man vgl, hierzu: Tobias; „Grenzeo der Philosophie", - SimoD: ,/» 
deu Onmdlageii etc.*' — Jakobson: „Die Axiome der Geometrie" u. Uidi 
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sein; der durch seine Untersuchungen den ^^Dualisnius des materiellen 
xmd psychischen Geschehens bei der Empfindung'^ glaubt aufheben zu 
können. — Inwieweit nun aber durch die LoJcalzeidientlieorie Wundts 
und Lotzes die zweite Forderung erfüllt wird, soll hier nicht beurteilt 
werden. Eins steht aber wohl fest, daß weder Wundts Theorie der 
^ykomplexen Lokalzeichen'', nach welcher die Raumanschauung durch 
,,eine Ausmessung des mehrfach ausgedehnten Lokalzeichensystems der 
Netzhaut durch die einförmigen Lokalzeichen der Bewegung" zustande 
kommt, noch Lotzes Lehre toii den quantitativ und intensiv ver- 
schiedenen Lokalzeichen ^), noch auch Wenderholds') Theorie von den 
extensiven Lokalzeichen und seine Unterscheidung zwischen psychologi- 
schen und physiologischen Lokalzeichen vollkommen befriedigt. 

1) Lotze a. a. 0. Man vgl. auch Stumpf: ,,Über den psychologischen Ur- 
sprung der Raumvorstellung^S Leipzig 1873. 

2) Wenderhold: ,,Zur Metaphysik und Psychologie des Raumes'^ Inaug. 
Dissert. Halle 1882. 



Auf lösnng qnadratisclier Oleicliniigen 
mit mehreren unbekannten mittels Determinanten. 

Von Ludwig Matthiessen in Rostock. 

Diekmann hat in seiner ^^Einleitung in die Lehre von den Deter- 
minanten^' (1876) S. 24 eine elegante Methode angegeben, welche sich 
mit Vorteil anf die Auflösung spezieller symmetrischer quadratischer 
Gleichungen mit mehreren Unbekannten anwenden läßt. Im allgemeinen 
lost man die Oleichungen wie lineare nach den Unbekannten auf, setzt 
füe Koeffizienten-Determinante gleich D und sucht darauf neue lineare 
Oleichungen der Unbekannten zu gewinnen, welche keine Absolutglieder 
enthalten. Es muß dann die Koeffizienten -Determinante des neuen 
Systems verschwinden, woraus sich der Wert von D und mit £Ulfe 
der gegebenen Oleichungen die Werte der Unbekannten ergeben. Es 
möge diese Methode auf das folgende System zur Erläuterung ange- 
blendet werden: 
(I) x^ + xy + y^=^aj 

(III) z^ -\-zx +x^^c. 

Zur Verein&chung der Lösung kann man zuvor ableiten die lineare 
Gleichung: 

(IV) (a - c)x + (6 - a)y + (c - h)z = 
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Ludwig Matthi essen: 



-0, 
= o, 
= b. 



(V) 


X — 


(VI) 


y = 


(VII) 


Z =» 



= d,:D, 



und hinzufügen (I) und (II) in folgender Form: 

(a — c)x + {b — a)y + {c — b)z 

{x-\-y)X + y^y + 0'Z 

0*x + {y + z)y+Z'Z 
Man erhält daraus 

b — a c — b 
a y 

b y + z z 

a — c c — b 
X + y a 
i) b z 

a — c b — a 

x + y y a 
y + z b 

Aus diesen drei Gleichungen ergeben sich die linearen Beziehungen 

(Vni) Da: + (a - b){b - c)y - (a* - 2afe + ac)z = 0, 

(IX) b(c - 6)a; - [D + Ä(6 - c)]y + a{a - c)z = 0, 

(X) b{b - a)x + {a- b)(a -b-c)y + [D + a{a - c)'\z = 0. 



• 
• 


a — c b — a 

x + y y 
y + e 


c h 


e 


:D = rf, :7), 




• 

• 


D-ds.D. 





Daraus folgt nun 

D:b {b-a){b-c) 

c-b D + b{b-c) 

b — a (6 — a){a — b — c) 



- (a - 26 + c) 

a — c 
D :a + (a — c) 



= 0. 



Diese Determinante führt zu einer kubischen Oleichung in 1^, i^ 
welcher das Absolutglied gleich Null ist, wie man leicht findet, indem 
man 7) = setzt. Nun ist die Koeffizienten -Determinante 

a — c b — a c — b 
D= x + y y 

y + z z 
= (c - 6).v' + (c — b)xy + 2(a — b)yz + (a — 26 + c)xz. 

Die vorhergehende Determinante ergibt aber für D auch eine Punktion 
der bestimmten Größen. Es ist überraschend in dieser Methode, daB 
die Determinante D eine quadratische Funktion der Unbekannten i<^ 
welche sich zugleich durch die bestimmten Größen allein ausdrücken 
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läßt. Um die Wurzeln x, y, z zu erhalten, eliminiere man z aus (VIII) 

und (IX), woraus resultiert 

M 
Mx — Ny==0, y = -^-x. 

Die Gleichung (I) liefert die Wurzelwerte 



y ^ ±yaM^:{M^ + NM + N^). 
Sodann eliminiere man x aus (IX) und (X), woraus 

Die Gleichung (II) liefert den Wurzelwert 



Wenn z. B. a^l , ft = 19, c = 13 angenommen wird, findet man die 

Resolvente 

2)« + 72 2)«-37 908 2) = 0. 

Die Wurzeln sind 

2); = 0, D^u.D^ 3G±198, 2), = 162, D^ 234. 

Für 2) = -234 erhält man aus (VIIl), (IX) und (X): a: = 1, 
y==2, £r = 3. 

Für 2) = 162 erhält man o: ^ 5)/|, y = V^, -? = 7)/|; 2) = 

genügt den Gleichungen nicht. 

Mit Hilfe derselben Methode lassen sich die Wurzeln von einem 
Systeme von n Gleichungen mit beliebig vielen oder n Unbekannten 
finden, von denen zwei quadratisch, die übrigen n — 2 linear und 
gleich Null sind. Die Resolvente in 2) ist immer vom nten Grade. 

Sind die linearen Gleichungen nicht Null, so können durch Sub- 
stitution von n — 2 neuen Unbekannten die Absolutglieder derselben 
zum Verschwinden gebracht werden. Es sei beispielsweise n = 4, also 
zwei Gleichungen linear, die übrigen zwei quadratisch in folgender all- 
gemeinen Form: 

(I) a^x + b^y + c^z + d^u^k, 

(II) a^x + b^y + c^z + d^u = Z, 

(in) a^(x + «ly + ß^z + y^u + Ö^)x + b^{y + ß^z + y,u + 6^)y 

(IV) a^{x + B^y + l^z + i^iw + ^^jx + 6^(y + £,;? + %u + ^,)y 

+ ^^(^P + %ti + ^a);Er + d^{u + ^Jn = w. 



Substituiert man iiim h 


diesen vier Gleiclmngen 




k <L 




l 



SO vorBchwioden die Absolntglieder der beiden linearen Gleichungen, 
und man gelangt BcblieBlicb zu einer Hesolvente in D, welche vom 
vierten Grade ist. 

Mau kaun ja nun freilich die Auflösung der Tier Gleichnngen, 
auch bewerkstelligen, dadurcb daß man mittels der Gleichungen (Ii ^"i 
und (U) z und a aus den beiden Gleichungen (HI; und (TV) eliminiert. .z0^ 
Man erhält dann noch zwei vollständige quadratische Gleichungen ^o^m^^i 
X und y. Durch Anwendung der Methode des gemeinschaftlicheic^-^ 
Teilers erhält man aber nach einem Theorem von Bezout immer ein^ ^-^, 
Finalgleichung in z oder y, deren Grad gleich dem Produkte der Widevr^^j, 
OrduungBexponenten, also hier der vierte ist. Die bi g u adra ti sclL^—^p 
Finalgleichung ist nun allerdings durch eine kubische Resolvent« Inwh»- — ,^. 
durch die Diekmannsche Methode wird eine solche direkt nicht fp-— 
Wonnen. Die Resolvente 1) steht in keiner angebbaren Beziehung zu jene 

Rostock, den 15. Juli 1903. 
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E, Landfriedt, Theorie der algebraiscbeD Funktionen und 

Integrale. Leipzig m02, Güachen. IV u. 294 S. äammlung Schu^adn 
XXXI. 

Das vorliegende Lehrbuch der Sammlimg Sohnbert stellt die Tb»cin'» 
der algebraiscbea Funktiunen und ihrer Integrale in fünf Kapiteln dir, 
Qber deren wesentlichen Inhalt hier kurz referiert werden soll. 

Das erste Kapitel erfaßt den Begriff der algebraischen Funktion ab 
einer mehrwertigen Funktion mit nur polaren ün Stetigkeiten und sieüt <i\r 
Lehre von der Fortsetzung dieser Funktion auf Grund der Puisenisi'lifH 
Methode der Reihenentwicklung dar. Das zweite konstrut<-rt auf <'ruii<l 
der Ergebnisse des ersten die Riemannsche Veraweigiingsfläche, diaknliftl 
die Zusammenhangsverhaltniäse der Fläche und ihre Z ersehn eidusg in ui 
einfach zusammenhängendes Gebilde, entwickelt den Riemannsehen lUuiif 
einer Klasse algebraischer Funktionen und sucht die j;wischen irgend iwa« 
ihrer Elemente bestehenden Beziehungen auf Dieser erste Teil des Werk« 
enthält — von einigen Einzelheiten abgesehen, welche nachher zur SpiVw 
kommen sollen — eine klare und nicht lu schwierige Darstellung dei u*' , 
behandelten Gegenstandes. Nur hfitte nach unserer Meinung im Ziuwninw' J 
bang mit dem Begriffe der Klasse algebraischer Funktionen aanli ^ I 
birationale Transformation des Gebildes schon hier eingeführt und in it"*" I 



f ! nindziigen erSi-tert werden sollen. Kann auch dieser PundamentalbegritF 
nicht sogleich in seiner Tollen Tragweite ausgeführt werden, so erscheint es 
äoch nicht zweckmäßig. Um so, wie dieses hier geschehen, an das Ende des 
systematischen Aafbaus der Theorie zu verweisen. Vielmehr ist er wegen 
seiner außerordentlichen Wichtigkeit so früh wie möglich zur Sprache zu 
bringen, damit durch ihn eine Übersicht über die verschiedenen Erscheinungs- 
formen der zur Klasse gehörigen Riemannschen Flächen gewonnen und die 
Theorie der zu ihr gehörigen Abelschen Integrale erleichtert werden kann. 
Viel weniger gelungen als die ersten beiden Kapitel erscheinen dem 
Referenten die drei folgenden, von denen sich das dritte mit der Klassifi- 
zierung und Aufstellung der zur gegebenen Riemannschen Fläche gehörigen 
AbeUchen Integrale, das vierte mit dem Rieraann- Boche chen Satze, das letzte 
mit den birationalen Transformationen und den zur Klasse gehörigen Moduln 
beschäftigt. Man weiß, daß in Riemanns Theorie diese Teile des Systemes 
aus dem Dirichletschen Prinzip hervorwaehsen, und daß mit dem Verzicht 
auf dieses Prinrip ,das hei Forderung ausnahmsloser Allgemeinheit schwierige 
Problem sich ergab, die Integrale der Klasse mit vorgeschriebenen Unstetig- 
lieit«]i auf algebraischem Wege zu konstruieren und abzuzählen. Hier 
schließt sich nun der Verfasser genau an Christoffels Vorlesungen über 
Abelsche Integrale und an dessen in Brioschis Annaicn erschienene Abhand- 
lungen nuB den Jahren 1879 und 1880 an. Daß sich der Verfasser in 
einem nur zur ersten Einfährung bestimmten Lehrbucbe auf den einfachen 
Fall beschränkt, in welchem das algebraische Gebilde nur Doppelpunkte 
aufweist, soll ihm gewiß nicht zum Vorwurfe angerechnet werden; dann 
aber hätten ihm außerordentlich viel einfachere Hilfsmittel zur Lösung der 
bezeichneten Fragen zur Verfügung gestanden. Ohne den historischen 
Wert und die Eigenartigkeit der Christoffelscben Untersuchungen hier etwa 
in Abrede stellen zu wollen, so glaubt Referent doch die Meinung vertreten 
zu dürfen, daß dieselben zur Zeit längst tiberholt und zumal für ein 
elementares Lehrbach ganz beMondet-s wenig geeignet sind. Wie einfach 
lassen sich die Litegrale der Klasse nach Clehsch und Gordan konstruieren! 
Mit wie wenigen Schritten lassen sich, etwa so wie es Appell und Goursat 
tun. die Betrachtungen des Riemann-Rochschen Satzes erledigen, wenn man 
mit dem Verfasser sich überall auf Kurven mit bloßen Doppelpunkten und 
auf die Behandlung des j.allgemeinen" Falles beschränkt und die „Ausnahme- 
falle" bei Seite lüötl Daß der Verfasser die geometrische Seil« dieser 
Probleme hier völlig bei Seite gesetzt hat, ist seiner Arbeit nicht zum 
Vorteile gediehen, denn die algebraisch -geometrischen Methoden erweisen 
Sich bei der hier gegebenen Umgrenzung des Stoffes als überaus einfach 
Und zugkräftig, und sie bedürfen eben erst dann einer Ergänzung, wenn man 
die Forderung einer erschöpfenden und ausnahmslos allgemeinen Behandlung 

ider Probleme stellt. Hingegen wird die Darstellung des Verfassers durch 
den einseitigen Anschluß an Christoffel überaus schwerfällig und undurch- 
sichtig, und sie läßt auch gelegentlich die völlige Durchdringung der Materie 
Vermissen, So werden z. B. die Punktsysteme auf der Riemannschen Flache 
in Rolcbe der ersten und zweiten Gattung (die Spezialgruppen und die 
Kicbtspezialgruppen von Brill und Noether) geschieden, je nachdem ein 
l iHfferential erster Gattung füi' dasselbe verschwinden kann oder nicht, und 

L' nun wird der Begriff der Äquivalenz zweier Punktgruppen allgemein, der 
AreblT der Malhcuutlk nod Pbjili m. Btiha. IX 21 
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der Koiresiduaittät aber nur fQr Punktgrappen enter Gattung eingeführt. 
Daß aber diese Deflnition der Korreaidualität viel zu eng und darum nicht 
üblich und daQ überhaupt Äquivalent und Korresidualitat für Punktgrappen 
gleicher Ordnung ganz dasselbe, nur in verschiedenartiger Auffassungsweise, 
ist, dies erfährt der Leser nirgends. In Summa dürfte der zweite Teil des 
Buches wenig geeignet sein, einem Lernenden ein zutreffendes Bild d« 
dermaligen Standes der Wissenschaft zu geben. 

Zum Schlusi^e stellt Referent noch in Kürze einige Bemerknngen über 
Einzelheiten zusammen, die sich ihm bei der Lektüre des Buches ergeben haben. 

S. ö muß bei dem Beweise des Satzes (III), daß eine algebraische ^_ 
Funktion stets Ün endlichkeitssteilen besitzt, statt des Koeffizienten ^i(/), der "^^—^ 
sehr wohl eine Konstante sein kann, irgend ein Koeftizient /»(«) der Gletchnng^^ 
genommen werden. In § 14 werden einfach zusammenhäBgende Flacher:»-,^ 
als sokhe definiert, in denen jeder Bingweg einen Teil vollständig begrenil*^,^^^ 
Geht man von dieser Definition aus, so muß bewiesen werden, daß ein«7^^ 
einfach zusammenhängende Fläche l) durch jeden Querschnitt, in zwei g^ ^pp. 
trennte Teile zerlegt wird (S. 105), II) nur eine Randkurve besitzt (S. 106F— ^j^ 



1 die Bandkurvei 



ir für Flachen mit e 
I Umstellung der SälH 



•' ^ i^ a lij 



Aber der fBr den Satz (Ij geführte Beweis i 
der Fläche noch nicht bekannt ist, unrichtig und i 
Randkurve zutreffend. Es muß also notwendig ei 
(I) und (U) erfolgen. 

S. 1€2 heißt es: Besitzt ein Integral erster Gattung an p von den 
Querschnitten a^, b^ Periodizitatamoduln, die Null sind, so reduziert es s^ i^M 
auf eine Konstante. Daß das nicht richtig ist, lehrt schon die Theorie -^9. 
byp erelliptischen Integrale vom Geschlechte zwei, wo man sehr leicht eigentlv. «Iig 
Integrale der ersten Gattung konstruieren kann, deren Perioden nur für a^ ,A 
von Null verschieden, für Oj, b, aber gleich Null sind.') Es ist aber ü'%Mr- 
haupt ein sehr wesentlicher Punkt in der Theorie der Abelschen lntegx~aJe, 
daß die hier zu wählenden Querschnitte nicht p beliebige, sondern p solcbr 
sind, welche keine Schnittpunkte haben. Daß hier mehr als eine \iJaße 
Flüchtigkeit vorliegt, zeigt sich darin, daß derselbe Fehler in dem unmitW- 
bar folgenden Satz II, sodann auf S. 164 f. 13 v. u. und in Satz V wieder- 
kehrt, und daß schließlich sogar auf S. 171 die Behauptung aufgesitili 
wird, daß man bei fest angenommener Lage der 2p Querschnitte ij. t^ 



die p Konnalintegrale im ganzen auf 



2p(a p-i)...(p + i) 
2 3.. 



Arten n-tUoi 



kann, während diese Anzahl in Wahrheit i 

S. 268 heißt es bei der Darstellung des ersten Riemannschen Bcfffitc' 
fOr die Zahl der Moduln der Klasse, daß für die zu konstruierende Riemaonscb 
Flfiche 7", „eine bestimmte Anzahl von Verzweigungspunkton in b«li«^ 
gewfiblte Lagen gedrangt werden kann, wilhrend die übrigen Vertweifn"'?'' 
punkte in 7\ fest bleiben. Die Anzahl dieser fest bleibenden Verzweigiui(l>' 
punkte in T, ist die Zahl der Moduln der Klasse." Die Sache ist *^ 
gerade umgekehrt; eine bestimmt« Anzahl von Verzweigungspunktnn k»a» 
von vornherein als fest angesehen werden, während die Übrigen unaUtli^ 
von einander beweglich bleiben, und der Grad der BetefglicMcit des SyW*' J 
der Verzweigtmgspunkte ist alsdann gleich der Anzahl der Moduln. 
G. Laxobbsno- 

1) Vergl. n. 6. KrBzer, Lehrbuch der ThetafuokLionen, S. 474f. 
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brich Brunij. Grundlinien des wiBeensohaftlichea Beclinens. 

Leipzig 10O3, B. G. Teubner. VI u. 159 S. 

Mit diesem Werke hat Herr Bruns, der hervorragende Leiter der 
Leipziger Sternwart« eine höchst willkommene Ergänzung der Lärothschen 
Vorlesung über numerisches Rechnen gegeben. Hat dieser im wesentlichen 
die elemetttaren oder die Rechnungen für die Mittel schulen berücksichtigt, 
BO jener die Bedürfnisse der Astronomie und der angewandten Mathematik. 
Der Verf. behandelt nur diesen Teil der „Technik, deren Zweck in der 
xifiernmafiigen Verfolgung mathematischer GröBenbeziehungen besteht", aber 
dies in einer Weise, die ihm die Dankbarkeit aller Interessenten sichert. 

So einfach übrigens die Kenntnisse aus der reinen Mathematik sind, 
die zum Verständnis der vieiea praktischen Methoden nötig sind, so erfordern 
sie doch zu ihrer Würdigung und vergleichenden Beurteilung sehr viele 
Chung, und der Verf. hat deshalb überall Beispiele gegeben. 

Abschnitt I, Differenzen und Suramen. Das Verständnis des Differenzen- 
Bcbemas mit seiner Fortsetz barkeit nach oben und unten bildet die Grundlage 
des Buches, und der Leser muS sich mit der von Euc^o mitgeteilten GauB- 
schen Bezeichnung durchaus vertraut machen. Verf. zeigt, wie sich der 
Fehler in der Differenzenzeile ausbreitet. 

Abschnitt U. Literpolatioa bei Tafeln. 

Hier hätt« Ref. gern die so klare allgemeine Darstellung des Problems 
aus Abschnitt 9 als Einleilung gesehen. Historisch ist interessant, daB, wie 
die Simpsonsche Regel nicht von Simpson herrahrt, so die „Lagrange" sehe 
Interpolationsformel , die Quelle aller andern, sich schon früher, 1779, bei 
Waring in den Philosoph. Transact. 69 findet, Es werden die Formeln 
von Newton, Gauß, Stirling, Bessel auf ihre Brauchbarkeit geprüft. 

Abschnitt m. Numerische Differentiation. Sie beruht auf der Erkenntnis, 
daß die Fundame ntalformel der Literpolation , die Formel 12, auch sofort 
Näherungswerte für die Ableitung und das Integral von f{x) = f(a + t/t) 
gibt. Es werden f&r die Anwendungen, die auf die erste und zweite Ab- 
leitung beschrankt werden, die Gaußschen Formeln ausgeschlossen, 

Abschnitt IV. Numerische Integration, Summationsmethode. Die Mb- 
thoden der numerischen Integration zerfallen in zwei Gruppen, je nachdem 
die benutzten Werte dem Integrationsgebiet angehören oder auch außerhalb 
liegen können. Es braucht wohl kaum gesagt zu werden, daß es sicli nur 
um reelle Werte der Variabein handelt, Verf. beginnt mit der zweiten 
Gruppe, die er kurz „Summenmethode" nennt, da sie die Fortsetzung des 
Differenzenschemas nach oben, die Summenreihen benutzt. Es sind nur die 
Formeln S und B (Stirling und Bessel ) und analoge, die sich aus Gliedern 
derselben Zeile des Differenzen Schemas aufbauen, zweckmäßig. Verf. geht 
von 6' aus. Als Beispiel nimmt er das von Gauß (Briefwechsd mit Bessel) 

behandelte / j^^^ von 10^ bis 2.10*. 

Abschnitt V, Nura. Integration, Viereckrerbesserung. Die Fläche zwischen 
Kurve und zwei Ordinalen und Abszissenachse wird näherungs weise durch 
Trapeze (mit Segmenten) oder Rechtecke (mit Eszeß) berechnet Hierher 
wohl auch die Formeln von Poncelet und Parmentior. 
ichnitt VI. Mittel wertmethodea. Simpsonsche Regel (Cotes). 
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Abschnitt VTI. Trigonometrische Reihen. — Auswertung der ianb 
bestimmte Integrale definierten Koeffizienten. 

Abschnitt VIII. Rekursionsf'ormeln. Verf. behandelt als Beispiel die 
Kugelfunktiouen, die trigonometrische Reihe 1 : V" 1 — 2a; cos y -f y" und 
die BesaeUche Funktion I^{x) für ganzes n, 

Abschnitt IX. Interpolation im weiteren Sinne. Nach eben so kurzei' 
wie scharfer Deßcitioa des Problems geht Verf. auf die Methode der kleinsten 
Quadrate und ihre Verallgemeinerung durch fauchy ein. Das Werk des 
Herrn Bruns wird für die angewandte Mathematik so unentbehrlich sein 
wie die Logarithmentafel, aber auch den reinen Mathematikern w&re eine 
Vertrautheit mit dem Bnmsscben Buche zu wünschen. 

Straßburg i. E. Mas Simon. 



Friedrich Jnilker. Höhere AnalyalB. Zweiter Teil: Integralrechnung. _ , 

5Iit 8Ö Figuren im Text. Zweite verbesserte Auflage. Leipiig: ~. 7. 

G, J. Goschen, 208 S, 12»° (Sammlung Göschen, No 88, 1901). 
Fr. Janker. Bepetitoriom und AufgabenBammlong bot DifforentUl- — ._f . 

reohuiing. Mit 42 Figuren im Teit. Leipzig: G. J. Göschen. 119 S._ ■^^ä 

12°"" (Sammlung Güscben, No 146, 1902). 
Fr. Junker. Bepetitorixun und AnfgabeoBanunliuig lux Integral— _f^. 

rechnung. Mit 50 Figuren im Text. Leipzig: G. J. Göschen, 130 &^S S, 

IS"" (Sammlung Göschen, No 147, 1902), 
Als wir im Jabrbuche über die Fortschritte der Mathematik 30, 26£i ^3, 
1899 das Erscheinen des ersten Büchelchens anzeigten, haben wir einerseil#~^ -jtj 
die Brauchbarkeit der praktisch abgefaßten Scbrift anerkannt, andererseir^^ ^itj 
aber auch auf die vielen Ungenauigkeiten hingewiesen, deren Vorkomme» .Mr^eo 
wir einem Mangel an Sorgfalt bei der letzten Durchsicht zuschrieben. Tro^n^otj 
der Verbesserungen, die im Titel der zweiten Aufiage versprochen n ii » — ■ n j 
können wir leider nicht finden, daß die von uns damals angemerkten FeUE^^er 
auBgemerzt sind. Wie wenig sorgfältig die Durchsicht gewesen ist, mö^E^lge 
ein neues Beispiel zeigen, S. 1Ü6 wird der Schwerpunkt des Bogens ^^^^er 
Kurve 9ay* — x (t — 3 iiY gesucht; die Schwerpunk tskoordinaten 5 . » 

zwischen x = und ar = 3 a werden bestimmt als | = ^ a, ij = — y a \^^^, 
während das Maximiun vom y in dem Intervalle (IJ, 3 a) von x den V^^^m 
^ a bat. Die Unrichtigkeit des Besulfates springt also in die Augen; dl« 

richtigen Werte sind |=^a, t] — ja Yü (ij > 0; der negative Wert tob 

ijist dadurch entstanden, daß für die positiven Ordinaten 3 yyn = yx^J— -2a) 
statt V^ (ßa^x) gesetzt ist). — Die unbewiesene und unrichtige Beliaupta 
daS der Schwerpunkt eines Kurvensektors immer auf demjenigen T 
Vektor liege, der die Fläche des Sektors hülftet, ist auf 8. 139 wieder"^ 
ebenso in der Aufgabensammlung zur Inl«gralrechnung (S, 99) und 
hier (S. 103} zu einer falschen Bestimmung des Schwerpunktes bei 
Flache der AJ-ohiiu ediseben Spirale geführt. 

Die beiden neuen Bändühen sollen als Aufgabensammlungen auclx. 
solchen Lesern benutzt werden, welche die Differential- und die lati&giaJ- 
rechnung des Verf. nicht besitzen. Sie teilen die Vorzüge und die ßeb'rBebeo 



'II. 

1 



Rezensionen. 365 

dieser älteren Schriften. Die Aufgaben (437 zur Differentialrechnung, 417 
zur Integralrechnung) sind mannigfaltig und interessant; die Korrektheit 
ist auch bei ihnen nicht immer vorhanden. 

Bei den Übungsbeispielen zur Bestimmung extremer Werte von Punk- 
tionen einer Veränderlichen (S. 53 und 54 der Aufgaben zur Differential- 
rechnung) ist gleich die Lösung der ersten Aufgabe f(x)^ 3 x^ — 9a?*+12aj 
falsch; die angegebene Lösung x ^ 1 Max., :c = 2 Min. gehört zu 
f(x) =» 2 x* — 9jc* + 12 X. Zu f (x) = sin x, cos (x -- a) wird bloß 
X = jjr + Y« äIs Maximum gegeben, während x =^ jn -{- ja -{- nn die 
Maxima, x ^ ^n -{-jcc-\- nn die Minima liefert. Ebenso ist zu y = -J-a sin^ oo3<p 
nur 9 = -^Tt als zum Maximum von y gehörig angegeben, dagegen <p ^^ ^n 
ausgelassen, wodurch das Minimum bestimmt ist. Nebenbei ist die bezüg- 
liche Aufgabe (No 267) unverständlich gefaßt. In der folgenden Aufgabe 
r — 2 a (1 + cos 9), y = r cos 9, die extremen Werte von y zu finden, 
gehört die angegebene Lösung nicht zu y == r cos g), sondern zu y = r sin <p. 
Nach S. 108 soll die gleichseitige Hyperbel die ümhüllungslinie einer 
Geraden sein, welche mit den Schenkeln eines gegebenen beliebigen 
Winkels ein Dreieck von konstantem Inhalte begrenzt Gleich dahinter 
(S. 109) wird angegeben, daß die auf bekannte Weise als Umhüllungs- 
linie gefundene Parabel )/^ -f Yyß ^ ^ ^^® Achsen in den Punkten a; =* 2 a 
und y B= 26 berührt. In dem Resultate der folgenden Aufgabe ist a 
und h vertauscht. Die Bestimmung derjenigen Kurve dritter Ordnung, 
welche die Geraden a; = 0, x + l=0, x -\- y — 2 = zu Asymptoten 
hat und durch die Punkte (0, 0), (— y, — l), (y, j) geht, hat die Lösung 
a; (a: + 1) (a; + y — 2) + A (y — 3aj) = 0, wo k einen unbestimmten Faktor 
bezeichnet; der Verf. gibt nur diejenige Gleichung, in der A = — 1 ist 
(No 350, S. 83). 

In No 80 der Aufgaben zur Integralrechnung findet man: 

fVr^ dfx = 1/1 -V + In ^-t?, statt ]/! - x^ + arc sin a:. 
Ko 122, wo W = y?~+ 6a; + 45 gesetzt ist, lautet: 



/' 



\x — 2)dx_2W_ 1 x+lb—}/bW 



x* W 46 a: 5-1/5 x 

Der Koeffizient des zweiten Gliedes des Resultates ist aber 17/45y5. Der 

^ächeninhalt der Kurve y* = a;' — x^ zwischen 1 und a; ist ^ (a; — 1) 2 (2 + 3 o?), 

9 
^cht aber ^ {x — 1)«^ (a; — 2), wie S. 61 steht; die Unrichtigkeit des 

gegebenen Resultates ersieht man aus der daneben stehenden Figur sofort 
ohne Rechnung. Bei dem Bogen der Archimedischen Spirale (S. 56) ist 
die Hinzufügung der Grenzen im Resultate überflüssig, weil der berechnete 
^ert an der unteren Grenze verschwindet. Auf S. 58 sind aus Polar- 
Icoordinaten „Probekoordinaten" geworden. 

Wenn bei einer Vornahme von Stichproben, die bei Sammlungen, wie 
sie vorliegen, sich doch immer nur auf wenige, zufällig herausgegriffene 
Beispiele beziehen können, so viele Punkte sich vorfinden, die zu Erinne- 
rungen Anlaß geben, so genügt das, um unser obiges Urteil über mangelnde 



Korrektheit zu rechtfertigen. Wir würden diesen Dmatand hier nicht so 
ausflitrlich zur Sprache gehracht haben, wenn nicht der geringe Preis dn 
einzelnen Bündchen der Saiamlung Gö schon ihnen eine ungemein wbU- 
gehende Verbreitung unter den Studierenden verschafft hatte; diese An- 
fänger in der Handhabung der Differential- und Integralrechnung tnüssfu 
daher auf die vielen Ungenauiglteitea iu den vorliegenden Bändchen hin- 
gewiesen werden. 

Berlin. E. Laxpe. 

Richard Hanno. Theorie der Bewegongaübertragang als TerBoob 

einer neuen Grundlegung der Mechanik. Leipzig, Wilhelm Engelmann, 

V u. 102 S. gr. 8". 

Nachdem der Verf. auf der Naturforscher Versammlung in Kassel, wo 

er einen Vortrag über die in dieser Broschüre niedergelegten Gedsnk«0 

hielt, erfahren hat, daß nicht einer der anwesenden kompetenten Fachgelehrten, 

unter ihnen Ludwig Boltzmann, für seine neue Grundlegung zuganglich 

war, halten wir uus der Mühe für überhohen, des näheren auf den Inhalt 

einzugehen. 

Berlin. E. Lampe. 

Henri Lebesg^e. Leijons amr rintägration et la reoherche des fono- 
tions primitives. [CoUection de monographies sur la theorie des fone- 
tions publiee sous la direction de M. E. Borel.] Paris, Gauthier-Villar», 
1904. 138 8. 
Pas Werk behandelt den Begriff des Integrals einer reellen Funktion 
und die Beziehungen zwischen den Operationen des Differenzierens und 
Integrierens unter sehr allgemeinen Voraussetzungen hinsichtlich der be- 
trachteten Funktionen. Zunächst wird die ältere, Cauchy-Dirichietsche De- 
finition des bestimmten Integrals einer unstetigen Funktion erörtert und 
neu gefaßt; sodann wird die Rieraannsche Integrabilitätsbedingung eingebend 
untersucht und in mehrere, ilußerlich sehr verschiedene Formen gebracht 
üni den allgemeinen Begriff anwenden zu können, entwickelt unser 
Werk die Theorie der Funktionen von beschränkter Schwajikung nach Jordan; 
das sind die Funktionen, die als Differenz zweier nicht zunehmender oder 
nicht abnehmender Funktionen dargestellt werden können, und die waU 
noch in Jacohis Sinne als vernünftige Funktionen anzusehen sind, obwohl 
sie eine große Mannigfaltigkeit von SingularitBten zulassen. Mit Hilft 
dieser Funktionen werden die Bedingungen für die Rektifizierbarkeit der 
Kurven untersucht. Als zweit« Anwendung des entwickelten IntegralbegriJi 
wird das Problem der unbestimmten Integration behandelt, uisd die Be- 
ziehungen zwischen dem Integranden und den Ableitungeu des Integrali 
Dach seinen Grenzen untersucht, die sich ja bei allgemeinen Voraussetzungen 
nicht ganz einfach gestalten. Dabei kommen unter anderem die Satre von 
Scheeffer vor, die aussagen, in welchem umfange eine Funktion durch ihr» 
Ableitungen bestimmt ist, wenn, unendlich viele ünstetigkeit«n vorkommoi. 
Im letzten Abschnitt wird der Begriff des Integrals auf sehr originell* 
Weise aus gewissen formalen Eigenschaften entwickelt; der Verfasser 
vergleicht diese Entwicklung mit der axiomatischen Darstellung der Gm* 
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metrie in Hilberts Grundlagen der Geometi-ie, und definiert eine Klasse von 
i^ummierbaren" Funktionen, die sich nicht ganz mit den im Riemannschen 
Sinne integrierbaren decken. 

Als bemerkenswerte Einzelheit sei aus dem 6. Kapitel eine Methode 
hervorgehoben, das bestimmte Integral einer beliebigen stetigen Pmiktiou 
aus dem Begriff des unbestimmten zu entwickeln. Man beginnt mit dem 
Satze, daQ eine gleichmäßig konvergente Reihe gliedweise integriert werden 
kann, wobei unter Integration die Umkehrung des Difforen7.ierens verstanden 
I wird. Nun kann jede stetige Funktion angenähert durch eine andere dar- 
gestellt werden, deren geometrisches Bild ein Polygon ist, imd zwar mit 
gleichem Grade der Annäherung für das ganze betrachtete Intervall. Daraus 
schließt man leicht, daß jede stetige Funktion durch eine gleichmäßig 
konvergente Reihe von integrierbaren Funktionen dargestellt, also seibat inte- 
griert werden bann. Aul" diese Weise wird der Beweis für die Existenz 
des bestimmten Integrals einer stetigen Funktion überflüssig, wenn man 
den Begriff der gleichmäßigen lionvergenz als bekannt voraussetzt. 

Berlin. A. Kneser. 

C. Bnnge. Theorie und Praxis der Beihen. Sammlung Schubert 
TSVII . Leipzig, Göschen 1904. 266 S. 
Bei der Aufstellung und Untersuchung unendlicher analytischer Aus- 
drücke, insbesondere unendlicher Reihen und Produkte hat man zunächst 
die Konvergenz nachzuweisen, um überhaupt mit den betrachteten Gebilden 
rechnen und Gleichungen zwischen ihnen aufstellen zu können. Will man 
I aber zur numerischen Berechnung konkreter Fälle übergehen, die doch 
eigentlich Zweck und Ziel der wichtigsten Teile der Analysis ist, so erheben 
sich ganz neue Probleme. Es genügt nicht, wenn man weiß, daß der Best 
einer Reihe etwa nach einer ßechenarbeit von der Dauer eines Menschen- 
lebens unter eine vorgeschriebene Grenze herabsinkt, sondern man will mit 
einer der Wichtigkeit des Problems angemessenen Zeit auskommen, und um 
' Zu erkennen, oh und wie dies möglich ist, muß der Grad der bei irgend 
einer Annäherung erreichten Genauigkeit weit eingehender diskutiert und die 
Tjntersuchung der spezieilen Natur des betrachteten Ausdrucks weit mehr 
, angepaßt werden, als es in der reinen Analysis meistens geschieht und als 
es für rein tlieoretische Zwecke nötig ist. 

Indem Herr Runge eine Reihe wichtiger analytischer Ausdrücke and 
Öie meist gebrauchten Darstellungs formein unter beiden Gesichtspunkten, 
I ^em theoretischen wie dem praktischrechnerischen, bearbeitete, hat er an 
■verschiedenen Stellen die Kluft zwischen der reinen Analysis und den An- 
'Wendnngen überbrückt und sich dadurch den Anspruch auf den lebhaften 
]>ank der Vertreter beider Untersuchungsrichtungen erworben. 
, Das Werk beginnt mit einer allgemeinen Auseinandersetzung Über die 

Konvergenz der Reihen und das Rechnen mit ihnen, entwickelt den Begriff 
der gleichmäßigen Konvergenz in anschaulicher Weise, wendet sich sodann 
den Potenzreihen zu und gibt handliche itlelhoden für die Division, Eiu- 
schachtelung und Umkehrung dieser Reihen sowie zur Abschätzung des 
Keats. Es folgen Untersuchungen im Anschluß an das Cauchysche Integral, 
ans dem eine schöne, vom Verfasser des Werks vor Jahren entwickelte 



368 Rezentionen. 

Methode abgeleitet wird, eine analytiscbe Funktion auf einem beliebigen 
Gebiet mit gleichmtlBig vorgesoh rieben er Genauigkeit durch ration&le Fimk- 
lionen darzustellen, remer fvird das Cauchjsche Integral zur Entwicklung 
analytischer Funktionen nach gewissen Polynomen benntut, die vor der 
Taylorscben Reihe gewisse Voraüge bietet, wenn man auf einer ganzen Strecke 
möglichst guten Anschluß an eine gegebene Funktion herstellen will. Da- 
neben werden noch die Entwicklungen nach Legendreschen Polynomen sowie 
die aus der parabolischen Interpolation entspringenden Eeiheo betrachtet; 
bei ersteren wird von der Aufgabe ausgegangen, ein Polynom gegebenen ^ 
Graden einer reellen Funktion so anzuschmiegen, daQ der Mitt«lwert i~ 
Fehlerquadrats ein Minimum wird. 

Das Kapitel über die Fourierschen Reihen bietet wesentliche Vorzug« 
gegenüber den bisherigen Darstellungen des Gegenstandes. Es beginnt id'i^ ~tmh 
der endlichen trigonometrischen Reihe und stellt die Aufgabe, diese Rrilf^ Wht, 
einer gegebenen periodischen Funktion so anzupassen, daß wiederum d^ ^^ 
Mittelwert des Feblerftuadrats ein Minimum werde. Daraus ergeben si^^ ^ 
die Fourierschen Ausdrücke der Koeffizienten, und fllr den bezeicbnet^^,,^^- 
Mittelwert wird ebenfalls eine Formel abgeleitet. Ist die Funktion nur ^ ^n 
diskreten Stellen gegeben, so erhalt man aus der Forderung cies Minimu^^^j^j 
endliche Summen ausdrücke, zu deren Berechnung vervollkonmiuete Method 

gegeben werden; insbesondere wird der Michebonsche Apparat für b gg 

monische Analyse besprochen. 

Die Fouriersche Entwicklung einiger analytisch deßnierter FunkUoa 
leitet über zu der Frage nach der größten Abweichung eines angenBhee: — f^l 
Ausdrucks von der dargestellten Funktion, eine Frage, die offenbar dc^Kj^ f 
die Untersuchung des mittleren Fehlerqnadra.ts noch nicht erledigt ist- 
führt zu denjenigen Betrachtungeu, die dem Dinchletschen Beweis fllr (fj^ 
Konvergenz und Gültigkeit der Fourierschen Reibe zugrunde liegen. DmesQ- 
Beweis wird in sehr geschickter Weise vorgeführt, und der Rest iln- 
Fourierschen Reibe unter verschiedenen Voraussetzungen in Grenzen «üj. 
geschlossen, insbesondere auch der Rest der Reihe, die entsteht, wenn tnu 
die eine gegebene Funktion darstellende Kurve durch Stöcke einandfr 
oskulierender Parabeln ersetzt. 

Hieran schließt sich ein theoretischer Paragraph, der eine sdiflni 
Theorie des Poissonschen Integrals onth&lt, aus dem man bekanntlicb schlieSt, 
daß eine beliebige stetige periodische Funktion mit vorgeschriebener ti«iuajp 
keit durch eine endliche trigonometrische Reihe dargestellt werden Iubd. 
Wo dieser Satz auftritt, vermißt man den Namen WeierstraB; es wtrf dedi 
wohl an dieser Stelle darauf hinzuweisen, daß dei- ausgesprochene Satz bfidir 
vorausgegangenen Entwicklung der Theorie der Fourierschen Reib* «in' 
große und überraschende Entdeckung gewesen ist, so einfach er auch j^ti' 
bewiesen worden kann. 

In dem Abschnitt über unendliche Produkte werden die Element» ^ 
Theorie der elliptischen Funktionen ausgehend von den ProduVtaasdrflckeB ä« 
6-Funktionen entwickelt-, und von ihnen wird zu den Integralen QbergegUf' i 
ähnlich wie Jacobi in den von Borchardt publizierten Vorlesungen von ä" / 
e-Reihen ausgeht unser Werk entwickelt die Methoden zur HeredHHUiÄ I 
vollständiger und uiivollstBndiger Integrale erster Gattung, iosbesoudere *»™ I 
die Theorie des arithmetisch - geometrischen Mittels. Im letzten ElpiwJ 
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werden einige der früheren Untersuchungen auf Funktionen zweier Variahlen 
ausgedehnt. 

ÄJleB in allem kann das Werk nach Tendenz, Form und Inhalt lebhaft 
willkommen geheißen werden. 

Berlin. A, Kneskr. 

Weber, H. und Wellsteiu, J. Enzyklopädie der Eiern entar-Math«- 
matik. Ein Handbach für Lehrer und Studierende. 1. Band: Elementare 
Algebra und Analysis, bearbeitet von Heinrich Weber. XIV u. 
447 S. gr, 8". Leipzig 1903, B, G. Teuhner, 
Der vorliegende Band umfaßt diejenigen Teile der Algebra und Äna- 
lysis, die Gegenstand des Unterrichts an den hohem Lehmnstalten sind, 
aber auch noch Kapit«!, die auf der Schule wohl selten durchgearbeitet 
werden können, so einzelne Abschnitte aus der Zablentbeorie, den Sturmschen 
Satz, den Fundamentalsat« von der Wurzeleiistenz, die algebraische Auf- 
lösbarkeit der Gleichungen. 

Von den in neuerer Zeit so zahlreich erschienenen Lehrbüchern der 
Elementar- Mathematik unterscheidet sich die Webersche Enzyklopädie aufs 
vorteilhafteste und ganz erheblich dadurch, daß sie ihren Stoff von Anfang 
an streng wissenschaftlich, dabei aber klar und verständlich, behandelt und 
überall die Ergebnisse der neueren Porscbung berücksichtigt. Hervorgehoben 
als besonders interessante und wertvolle Kapitel seien die exakte Entwick- 
lung des Zahlbegriffs (nach Dedekindscher Anschauung) und der Verhaitnis- 
lehre, der Fundamentalsatz der Algebra, die Anwendung der Theorie der 
Poten/Teste auf die Umwandlung gemeiner Brüche in Dezimalzahlen, die der 
Gruppentheorie aul" die Lösung der biquadratischen Gleichungen, die Be- 
handlung des casus irreduoibilis der kubischen Gleichung, der Beweis für 
die Un&aflösbarkeit der allgemeinen Gleichung fünften Grades durch Radi- 
kale, die Konstruktion des regelmäßigen Siebzehnecks, endlich die Beweise 
für die Transzendenz der Zahlen r- und n. Die Enzyklopädie will 
kein Schulbuch im gewöhnlichen Sinne des Wortes sein, ist aber zur Vor- 
bereitung auf den Unterricht, namentlich in den obere" Klassen, den Lehrern 
der Mattiematik dringend zu empfehlen, welche die bezüglitben Original- 
arheit^ nicht alle selbst studiert haben, sich aber dnch orientieren wollen, 
\vie vom Standpunkte der modernen Wissenschaft die Begriffsbildungen, 
21ethoden und Entwicklungen der Elementar-Mathematik zu gestalten sind. 
Berlin. C. Fahbeb. 



Xttgen Netto. Elemeatare Algebra. Akademische Vorlesungen für 
Studierende der ersten Semester. VIII u. 200 S. Leipäg 1904, B. G. Tenbner. 

t'ber den Lihalt seiner „Elementaren Algebra" sagt der Herr Verf. 
im Vorwort selbst das Folgende: „Die Kapit<?leinteilung schließt sich an die 
Gleichungen der vier ersten Grade an. Die Behandlung der Gleichungen 
ersten Grades leitet auf die Determinanten zweiten Grades, auf Kettenbrüchc 
und anbestimmt« Gleichungen. Die reinen Gleichungen zweiten Grades 
führen in das Studium der Newtonachen N&herungsmethode. der periodischen 
Kettenbrilche, der komplexen (irößen ein. Bei den allgemeinen Gleichongen 
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zweiten Grades werden die Begriffe der Mehrwertigkeit, der Gleichungs- 
tranaformation, der Diskrjimiiante eingefQhrt. Ea folgt dann im viarten 
Kapitel ein Exkurs in das Gebiet der Eombinatonk; in ihm findet sieb 
der binomigDhe iind der polynomische Satz, die Behaadlung der arithmetisriifD 
Reihen, sowie die Vorliereitung auf eine im fünften Kapit«! gegebene ele- 
mentare Theorie der Determinanten. An diese Theorie sefalieBt sich di« 
Behandlung von linearen Gleicliungen mit mehreren Unbekaimten. Die 
reinen Gleichungen werden im sechsten Kapitel behandelt; oatargemafi wird 
der Begriff der primitiven Ein teits wurzeln eingeführt, und es folgt eine 
Besprechung der einfachsten, an ilin sich knüpfenden Probleme. AnsfQll^ 
lieh ist dann in den beiden letzten Kapiteln die Theorie der kubischen und 
die der biquadratischen Gleichungen behandeU. Sie führt zu den symme- 
trischen, den zwei- und den mehrwertigen Funktionen, zu Resultanten und 
Diakriminanten, zu Resolventen und zu Invarianten. Zum Schluß wird der 
Sturmsche Satz hergeleitet." Aus dieser Vurzen Inhaltsangabe geht schon 
hervor, dafl, wenn auch die Vorlosungen sich scheinbar auf das elementare 
Gebiet der Gleichungen der vier ersten Grade beachrönken, ihre Eigenart darin 
beateht, von Anfang an jeden Anlaß zu benutzen, um in vielerlei Probleme 
der hohem Algebra und auch der Zahlentheorie einzuführen und äeia 
Studierenden das spatere Veratäadnis der allgemeinen Theorien dadurch 
zu erleichtern, daß sie ibm zunEchst für die einfachsten Fälle vorgetragen 
und erläutert werden. Auf die erschöpfende Behandlung derjenigen Fragen, 
die daa philosophische Gebiet streifen, wie „Grenzbegrifl?", „irratioaala 
Zahlen", ete. hat der Verf. absichtlich verziehtet. Für Studenten solcher 
Universitäten, an welchen eine derartige vorbereitende Vorlesung nicht 
gehalten wird, dürfte das Buch von größtem Nutzen sein. Aber auch 
mathematisch belobigten und interessierten Primanern, die privatim ihre 
Kenntnisse erweitem und vertiefen möchten, ist das Studium dieser Vor- 
lesungen ihrer klaren, anregenden Darstell ungs weise wegen durchaus m 
empfehlen. 

Berlin. C. Fakbeb. 



Julius König. Einleitung in die Theorie der algebraischen Oräßen. 

Leipzig 1903, B. G. Teubner. X u. 564 S. 
Die Algebra hat in der letzten Hälfte des vorigen Jahrhunderts sith 
zu nie geahnter HPhe entwickelt, und eine Reihe bedeutender Forscher wm 
zu ihrer Förderung tätig. Da so von verschiedenen Seiten die neuen Begriffe 
geschaffen wurden, konnte es nicht ausbleibeu, daß die Bezeichnungen ancli 
verschieden ausfielen, weil sich die Begriffe zum Teil nicht deckten. Der 
Verfasser hat ca nun unternommen, die verschiedenen Darstelhmgs weisen 
der algebraischen Tatsachen und Vorgange zu einem einheitlichen Garnen 
zusammenzuschmieden. Man darf wohl sagen, daß ibm dieser Verbuch gut 
geglückt ist, und daß sein Buch wesentlich zur Annahme einheitlicher Be- 
zeichnungen beitragen wird. Er schließt sich zwar in der Beb an dl ungs weise 
durchweg an Kronecker an und stützt sich anf die Gedanken der „Fest- 
schrift", aber er vergißt auch die anderen Forscher nicht und liefert selbst 
wertvolle Beiträge zum weiteren Aufbau. Die durch das Zusammenfassen 
nötige Neuprägung der Begriffe macht die Lektüre des Werkes etwa) 



Bezensionen. 371 

mühevoll, aber man gewinnt durch die zwar abstrakte, aber klare und 
scharfe Darstellungsweise, die die Fragen immer bis zur letzten Allgemein- 
heit durchfahrt, bald einen großen Überblick über die Probleme der Algebra, 
so daß man dem Verfasser mit vielem Interesse auf seinem Wege folgt. 

Es wird vor allem meine Aufgabe sein, die vom Verfasser gegebenen 
Begriffsbestimmungen zu besprechen. 

Zunächst: Eine algebraische Größe wird inhaltlich durch eine Beihe von 
bestimmten und imbestimmten Zahlen festgelegt. In diesem Sinne betrachtet 
der Verfasser Bereiche von algebraischen Größen, und zwar nach seiner Bezeich- 
nung höloide und orthoide Bereiche. Bemerkt sei, daß die ganzen Zahlen und 
die rationalen Zahlen derartige Bereiche bilden, aber sie nicht erschöpfen. 
Beide Bereiche haben dieselbe Eigenschaft, ein „gewöhnliches^^ Additions- 
[kommutativ, assoziativ] und Multiplikationsgesetz [kommutativ, assoziativ, 
distributiv] zu besitzen. Femer haben die Gleichungen a + v = a, vß =^ va 
für beliebige a, ß nur die eine Lösung v = 0. Eine Größe e, die für be- 
liebige a, ß die Gleichung ea = e/3 befriedigt, soll absolute Einheit heißen 
und mit 1 bezeichnet werden. Ein Bereich heißt dann holoid, wenn außer- 
dem die durch wiederholte Addition entstehende Reihe 1, 1 -f 1, 1+1 
+ 1, . . . die Null nicht enthält, und wenn es im Bereich mindestens zwei 
Größen a und ß gibt, für die die Gleichung aj = /3 nicht lösbar ist. Ist 
die letzte Bedingung immer erfüllbar, so heißt der Bereich orthoid. Der 

einem holoiden Bereich a^, «^ , . . . zugeordnete orthoide Bereich ist ß = — • 

Später wird noch ein hyperorthoider Bereich erwähnt, in dem Teiler der 
NuU vorkommen. Ist in dem holoiden Bereich die Gleichung «^ «= (5 lösbar, 
so ist a ein Teiler von ß. Zwei Größen, die sich nur um einen Teiler der 
Einheit unterscheiden, heißen äquivahnt Eine irreduzihle Größe besitzt 
keine echten Teiler; eine Größe jr heißt Primgröße ^ wenn ein Produkt aß 
nur dann durch it teilbar ist, wenn a oder ß es ist. Ein holoider Bereich 
ist vollständig^ wenn zu zwei Größen a und /j, die gemeinsame Teiler haben, 
ein größter gemeinsamer Teiler gefunden werden kann, der alle anderen 
Teiler enthält. Dann gilt der Satz: In einem vollständigen Bereiche ist 
jede irreduzihle Größe auch eine Primgröße. Als Beispiel eines unvoll- 
ständigen Bereiches wird ["^ — öj betrachtet. 

Den Schluß des ersten Kapitels bildet die Erklärung des Begriffs der 
relcUiven Äquivalenz. Ein echter Teilbereich 77 des holoiden Bereiches [Ä] 
bedingt eine relative Äquivalenz a ^^ ß, wenn es in 77 zwei Größen jTj 
und jTg gibt, die im Bereich [Ä] die Gleichung n^cc = Jt^ß erfüllen. — 

Bei den späteren Untersuchrmgen werden scharf Formen von Funktionen 
imterschieden. Formen sind ganze Funktionen von Unbestimmten, deren 
Koeffizienten einem bestinmiten Bereiche A angehören. Werden für die 
Unbestimmten Werte aus einem Bereich B genommen, so wird dadurch ihre 
Unbestinamtheit eingeschränkt, und die Form wird zu einer Funktion. 

Im zweiten Kapitel werden die Formen mit den Unbestimmten a?i, .. .,a?^ 
und Koeffizienten aus dem orthoiden Bereich {Ä) betrachtet, und zwar: 
Anordnung der Glieder, symmetrische Funktionen usw. 

Das dritte Kapitel beginnt mit der Teilbarkeit im Formenbereich. 
Zugrunde gelegt wird der Kroneckersche Satz von der Darstellung der 
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Koeffizientenprodukte mehrerer Formen durch die Koeffizienten des Fonoea-J 
Produktes. Diese Unteräuchungen führen im holoiden Bereich [^Ä] 
primitiven Formen. Die weitere Betrachtung legt wieder den Bereich [Affl 
Äuij^riinde und erledigt einfache Sätze über Resultanten, Es folgt eine Dap-^ 
Stellung der vom Verfasser neu eingeführten ResolTentenform. Nach i 
Kroneck ersehen Verfahren [Festschrift S. 29] wird aus einem FonnBOR7st«m^ 
Fj des Bereiches [{A), j„ . . ., x„], dessen Formen den gemeinsamen Teiler I^ 
haben, ein anderes System Fj'*' abgeleitet. Dieses System wird -'■-"«—)_ 
behandelt, und man gelangt nach einer endlichen An/.ahl von 5chnitt«D i 
einem Teiler Z"''' und einem GröBensystem Cj^, das die Unbestimmten nid^ 
mehr enthillt. Bekanntlich führen die Operationen wegen der fortgeso 
Resultantenbildung zu Kongruenzen. Diese werden zns&mmenge&Bt in 
Itcgolvnilcnform 

«5 = DDW . 



■ ^^''^'^^Ir-^ ("°^*' ^1» 



-■fj 



Des Verfassers Darstellung ist allgemeiner als die Festschrift; er berilcksicbtj^ 
auch die MultipUiität. Im Anschluß hieran folgt das Glrichmu/sprotilfm, 
Es aollen dem holoiden Bereich [j1] angehörige Größen S,, . - . ^^ beitimiDt 
werden, für die das System J^^Q,, . . . |J = (j = 1. . . . k] wird. Dis 
Lösungen werden gruppiert nach den Lösungen der Teilresolventen Ö"', 
und filr jede Lösung wird eine Kette von Gleichungen entwickelt, M der 
jede Gleichung immer nur eine Unbekannte hat: 



"■"(».♦ I 
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Dabei wird schon auf die Mannigfaltigkeit hingewiesen, die die Gleichung 
D'*' = darbietet. 

Das vierte Kapitel beginnt mit der Erklärung, daß ein Formeobertieh 
der einem beliebigen orthoiden Bereich (A ) entstammt, trohl de/imeil iaiB« 
solle, wenn durch eine endliche Anzahl von Operationen jede Foim »I* 
Produkt von Primforraen hergestellt werden kann. Für solche BertJcl» 
folgt die Einführung der algebraischen Zahlen und die Adjunktion der 
Wurzel einer irreduziblen Gleichung, nebst den hierhin gehörigen SStwn 
Hier findet auch das Wort Ilafionalilätsbcrcich seine Erklärung: die Ö«- 
aaratheit der lationalea Funktionen von (91,, . . . SR,,), wobei die S itgiti 
einem holoiden oder orthoiden Bereich angehören. 

Im nächsten Kapitel wird das allgemeine Uliminnlionsprohlem in .iognf 
genommen. Mit dem holoiden Bereich \Ä\, der wie bereite im »orif 
Kapitel auch ein Forraenbereich sein kann, ist der orthoide Bereich iA.) 
und damit der Bereich aller in (.^4) algebraischen Größen [ A \ geg»^"- 
Dann lautet die Frage: Die durch die Gleichungen F,-(3;, , . . . j^ = l*- 
wirkte Beschränkung der Veränderlichkeit der x in \A\ vollständig usd 
»«glichst einfach zu beschreiben [Festschrift 8. 93]. Mit Hilfe der Lionn!!^ 
sehen Substitution x = ^x,ti wird der Inhalt der Resulvonieugleidi'Uif 
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. . D'""' — beschrieben. Es findet i 
'alliffkHten statt, 
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Als spezielle Fälle folgen Resultanten und Diskiiminanten , besonders 
^er homogenen Formen und andere hierher gehörige Fragen. 

Die beiden Düchsten Kapitel behandeln die linearen diophatiHschvin 
JPröbleme. nämlich die Gleichungen i'\o=^^i}^j ^» erfüllen, wenn die F 

Tuid X dem Formenbereiche \A, z^ . . . a:,„] angehören. Hierbei kommt 
man auf die Moättl- oder Difisorinsyslime, und Aer Satz über die BndUch- 
iejt von Dirisorenketten, bei denen jedes System in dem vorhergehenden 
«□thalten ist, führt zur Erkenntnis , daß jede Lösung der diophantischen 
<Tleichung durch eine endliche Schar von LSsungen vollständig gegeben 
ist. Es tritt jetzt eine Scheidung in algebraische und arithmetische Probleme 
«in, je nachdem der Bereich Ä orthoid {Ä) oder der Bereich [1] ist. Im 
ersten Teil gibt der Verfasser die Hjlbertschen Sätze [über die vollen 
3nvariant«nsjsteme, Mathematische Annalen Bd. 36 u. 42]. Im zweiten Teil 
«ntwickelt er analog der vorher entwickelten absoluten Algebra eine Algebra 
lelativ zu einem Prinimodulsystem allgemeiner Art [p, f^{^^^ /iC^i ^i)i ■ ■ ■ 
tm (^-.' ^1 ' ■ ■ ■ '■^<n~ i)]' wobei fi, eine irreduzible Punktion im Kongruenzbereich 
des Modulsysteras (p, /[, ■ -- /i_i) ist. (^ muß i^, darf nicht i,(i>fc) 
und kann :ri(/ < k) enthalten. Die Angabe des Verfassers, daß diese Systeme 
bisher nur für den Fall »i = 1 behandelt worden sind, ist ein Irrtum. 
(Mao vergl. J. f. d. r. u. a. Math. 124 S. 121; 126 S. 102]. Dabei findet 
das Problem der linearen diophantischen Gleichungen für den Bereich 
[[1], x^i . . . a: J »1 < 4 volle Erledigung; für m > 4 wird wegen der 
Schwierigkeit der Rechnung von einer Behaiidluug abgesehen. Der Kongruenz- 
bereicb der zugrunde gelegten Primsysteme wird als ein psmdoholoider 
Bereich bezeichnet, da die Reihe 1, 1 -f li 1 + 1 + li ■ ■ ■ einmal zu führt. 

Der letzte Abschnitt endlich behandelt die ganzen algebraischen Größen 
und die ihnen assoziürtcn idealen Zahlen. Zuerst werden ganze algebraische 
Formen besprochen, d. h. Formen, deren Koefäzienten ganze algebraische 
Größen sind. Es erfolgt die Einführung der idealen Zahlen als Quotienten 
einer ganzen algebraischen Form und einer primitiven Form. Dabei muß 
wegen des Fehlens des gemeinsamen Teilers eine primitive Form erklärt 
werden als eine Form, deren Norm eine primitive Form der Unbestimmten 
im Stammbereich der Gattung ist. Nach den Teilbark eitseigensehaften der 
Ideale folgt eine Bestimmung des Fundamental Systems der Gattung und 
eines Fundamen talsystemes der idealen Größen der Gattung, gestützt auf 
die Erklärung eines Bereiches, der zugleich Kongruenz- und Äquivalenz bereicb 
ist: zwei aus einem vollständigen holoiden Bereiche entstammende Formen 
9, und 91} sollen nach dem Aquivalrnzmodul m aq-uivaltnt heißen, wenn 
es zwei zu tn relative Größen t, und e, gibt, für die die Gleichung best«ht 
, Slie, -«,6, (mod m). 

Dortmund, H. Kühke. 

Hemiftnil Schubert. Uathematlaohe Uuäestundeii. 2. Auflage. 
Leipzig, G. J. Göschen 1904. 306 S. 

Die zweite Auflage ist ein fast unveränderter Abdruck der ersten Auflage, 
^ie vergriffen ist. Der Verf. ist seinem Wahrsprueh: lodendo discimua, getreu 
gefolgt, sodaß der Leser, der sieb mit den Spielereien unterhalten will, 
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unmerklioli durcli die gelungene elementare Erklilmug auch in seiaen milk«- 
matischeB Kenctoisseii gefördert wird. Das Buch enthält im ersten Abschnitt 
Zahlenprobleine, unter deDen Karten-, Würfel-, Dominokimstst.ücke nsw. to^ 
kommen. Der zweite Abschnitt bringt Ad Ordnungsprobleme, unter denai 
magische Quadrate, Rösselsprünge, ewige Kalender für Wochentage und 
Osterfeste usw. sich hefiaden. Auch der Mathematiker wird bei di«Bes 
Problemen Anregung und Erholung finden. 

Dortmund. H. Kühse, 

Gnstave Bobiu. Theorie nouveUe des fonctions, exoliuivement 
fondäe Bur l'idöe de nombre, Fubliäe p&r Iionia Ba&y. Paris 1903, 
Gauthier-Vülars. VI und 215 p. 
Die Einleitung des Werkes, das nach dem Tode des Verfassen tm 
seinem Freunde Rafi'y herau.-; gegeben worden ist, enthalt eine begeistert» 
Schilderung von der Neuheit und den Vorzügen der Ideen, auf die dar 
Verfasser die Funklnonen lehre gründen will. Diese Ideen sind aber sehnt 
lange, wie man aus dem Bericht Fringsheims [Enc 11 A Ij sehen liaiui, 
Allgemeingut der Mathematiker. Das Bestreben des Verfassers, wem i^ 
mich so ausdrücken darf, ist es, die Funktioneulehre zu „arithmetisieren''. 
Er erkennt also als Grundlage nur ganze Zahlen und Brüche an; 
Irrationale verweist er in das Reich der Fiktion. Er ersetzt es stets dun4 
konvergente Zu hie n folgen. Er läßt durchblicken, er glaube der erste zu sdii, 
der diese klare Anschauung vertrete. Das ist nun allerdings nicht sein 
dienst; aber das elegant und fließend geschriebene Buch bringt ztua erst« 
Haie eine Darstellung von funktionentheoretischen Begriffen, in der voi 
Existenz einer konvergenten Zahlenfolge nicht [wie man es wohl gewöhnlidl 
der Einfachheit des Ausdrucks wegen tut] auf die Existenz einer dank 
sie definierten Größe geschlossen wird, sondern in der in jedem Falle zwiaeh«' 
der Folge und ihrer Grenze scharf unterschieden wird. Dies zur Einleitung 
des Buches. — Der Verfasser erklUrt zunüchst den Begriff der konvergent«. 
Zahlenfolge, als einer Folge von Brüchen, deren Zähler und Nenner gUM 
Zahlen sind, bei der, je weiter man fortschreitet, die Glieder sich um weniga 
als einen vorher bestimmten echten Bruch untei'scheiden. Aquival« 
Zahlenfolgen sind solche, deren spätere Glieder sich auBerordentüch nühenL 
Eine feste Zahl A, die von den späteren Gliedern einer Folge belieläg 
wenig verschieden ist, heißt Grenzwert. Es wird darauf aufmerksam ge- 
macht, ob eine Folge ihren Grenzwert erreicht oder nicht. Die WörlÄ 
„irrational", „beliebige Größe" werden vermieden; es heißt immer eine ZaU 
(gemeint ganze Zahl oder Bruch) oder eine konvergente Folge von Zabla 
Die Summation einiger Zahletjreihen schließt den ersten Abschnitt. D* 
zweite Abschnitt bringt die Erklärung der Funktion einer Veränderlichen S 
Hier werden nun wieder die Falle scharf unterschieden. Entweder ist 1 
eine Zahl (in dem erklärten Sinne) und die Funktion }/ eine eben dli 
durch bestimmte Zahl; oder y ist eine Zahlenfolge, die durch x hestiunall 
ist (für y hat man dann irgend ein entferntes Glied zu nehmen), Od(C 
ist selbst ein Glied einer Zahlenfolge, für das man selbstverständlidt' 
wieder ein entfernteres Glied nehmen darf, und y bietet dieselben beidflk 
Möglichkeiten wie vorher dar. Betrachtungen über Grenzen and Schw» 
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kungen beenden den Abschnitt Es folgt eine Besprechung der Integrier- 
barkeit, Stetigkeit, Rektifizierbarkeit und Differenzierbarkeit. Die Begriffe 
werden alle scharf umgrenzt. Die folgenden Abschnitte behandeln die Reihen 
von Funktionen und bringen Sätze über Konvergenz, gleichmäßige Stetigkeit 
usw. Als besondere Fälle werden die Potenzreihen betrachtet. Den Schluß 
bilden Funktionen von 2 Variablen, unentwickelte Funktionen und die 
Differentialgleichungen erster Ordnung. — Die Lektüre der Arbeit ist sehr 
anregend; der eigenartige Aufbau und die strenge und klare Fassung der 
Begriffe halten das Interesse bis zum Schluß wach. Das Buch ist ein ge- 
eignetes Mittel, sich über die wichtigen Grundlagen der Funktionenlehre 
Klarheit zu verschaffen. 

Dortmund. . _. H. Kühne. 

Emile Borel. Le9on8 sur les fonctions m^romorphes. Reoueillies 
et rädigäes par L. Zoretti. Paris 1903, Gauthier- Villars. VI und 
119 S. 

Diese Vorlesungen bilden eine Fortsetzung der Vorlesungen Boreis über 
die fonctions entieres. Sie behandeln, nach Weierstraßscher Ausdrucks- 
weise, die analytischen Funktionen, die den Charakter einer rationalen 
Funktion haben, d. h. als Quotienten zweier beständig konvergenten Potenz- 
reihen darstellbar sind. Der erste Abschnitt bringt allgemeine Betrachtungen 
über analytische Funktionen, nämlich die Elemente ihrer Darstellung: Potenz- 
reihe, die Mittag-Lefflersche Partialbruchzerlegung, die Weierstraßsche Zer- 
legung in Primfunktionen. Der zweite Abschnitt behandelt nach Cauchyschen 
Prinzipien, die jüngst von Hadamard aufs neue beleuchtet und erweitert 
worden sind, den Konvergenzradius und die an die Pole anknüpfenden 
Eigenschaften der Funktion, die man aus der Potenzreihe schließen kann. 
Der dritte Abschnitt erweitert einen Picardschen Satz über ganze Funktionen 
auf meromorphe Funktionen. Der Verfasser bringt den Satz am Schlüsse 
eines langen Beweises, in dem er der Bequemlichkeit wegen verschiedene 
vereinfachende Ausdrücke eingeführt hat. Da er diese Ausdrücke auch im 
Satze benutzt, so ist die Fassung, die er ihm gibt, nicht allgemein verständlich. 
Ich würde den Satz vielleicht so formulieren: „Es seien f eine feste und 
tp eine beliebige meromorphe Funktion, von denen q> mit geringerer Stärke 
unendlich wird als f. Dann werden die Differenzen f — g> im allgemeinen 
mit derselben Stärke wie f unendlich. Aber für gewisse f sinkt die Stärke 
des Unendlichwerdens der Differenz, doch kann das höchstens für zwei ver- 
schiedene tp eintreten". Betreffs der Erklärung des Begriffs von der Stärke 
des Unendlichwerdens verweise ich auf Enc. II B 1. Im letzten Abschnitt 
werden Reihen behandelt, deren Elemente rationale Funktionen sind. Ge- 
nauer werden die Reihen untersucht, in denen die rationalen Funktionen die 

Form J. ( — H 1 — •+•••+ 5)= 5 haben. Unter Annahme 

\_ 
eines regelmäßigen Wachsens der Pole a [a„ = «^, lim n = 00] werden die 
A und X so bestimmt, daß die Reihe eine meromorphe Fimktion von einer 
gegebenen Stärke des Unendlichwerdens q darstellt. Femer werden so- 
genannte Konvergenzkurven abgeleitet, in denen die Reihe gleichmäßig kon- 
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vergiert, also gliadweise integriert werden darf. Das fiShrt zu einer Ve> 
allgemeinerung des Cauchyscbea Satzes. Einige allgemeine Sätze über di» 
genannten Reihen und einige Noten, die die neuesten Arbeiten aber mero- 
morphe Funktionen erwähnen, achlieflen die Vorlesungen. 

Dortmund. H. EChse. 

Emil Haentzscbel. Bas Erdaphäroid und Beine AbbUdumg. Lelpiig 
1903, B. G. Teuhner. VI ii. 140 S. 

Nach einiges allgemeinen Betrachtungen über das Geoid mid seine An- 
näherung, das Erdsphüroid, folgt die Erklärung der Begriffe geographische Bn^ite 
und Länge. Das Sphöroid wird dann auf die Kugel abgebildet, die die Erde an den 
Polen berührt, und zwar werden einander Pimkte gleicher L&nge und gleichen 
Abatandes von der Aquatorebene zugeordnet. .Die Breite auf der Ku^ 
beißt reduiierte Breite. Der Vergleich des Bildes mit dem Oripnal wird 
bis ins einzelne durchgeführt; dabei werden die Ausdrücke längen- und 
flSchent.reu erwähnt, und es wird gezeigt, daß die Abbildung nicht flfichen- 
treu ist, daß ferner die Abbildung auf eine Kugel, die das Sphäroid schneid«^ 
Ewei Parallelkreiae längentreu abbildet. Es folgen Berechnungen von StBckrt 
der Oberfläche, womit der t^ergang zu den Sektionen der Generalstabskarte 
und den Meßtischblättern gegeben ist. 

Der zweite Abschnitt behandelt zuerst die von MoUweide durcbgeführta 
winkeltreue Abbildung auf eine konzentrische Kugel. Es wird gezeigt, daB 
eine Kugel, die das Sphäroid in einem Parallelkreis P„ schneidet, eine nicht 
zu breite Zone um P,, mit ziemlieher Genauigkeit darstellt. Diese Darstelluag 
ist von Gauö bedeutend verbessert worden. Er wühlt einen Nonnalpunki 
Af^ auf dem Spbttroid und wählt als Bildkugel die durch A^ gehende Kugel, 
deren Mittelpunkt auf der Normale liegt, und die in A^ dasselbe Krümmnngt- 
maß wie das Spbäroid hat. Die von ihm gewählte Kugel ist durch deo.' 
Punkt Bo = 52" 4:2'2,5325", Z^ = 31" (ö. F.) bestimmt; sie liegt aein» 
Messung des Königreichs Hannover zugrunde und ist für die kartographisch* 
Darstellung von Deutschland übernommen worden. Äußer ihr existiert biS" 
her nur noch eine Kireite Gnuflische Kugel für Österreich. Der Punkt J^ 
entspricht auf der Kugel sieh selbst und soll A,,' heiÜen. In der Kugel ilt 
die Breite so gewählt, daü b^ ^ 52" -10' ist; in diesem Fall ist die Über-' 
einstimmung zwischen Bild und Original sehr groß. Am größten ist die 
Abweichung in der Nähe des Parallelkreises £ = C0''23', wo sie auf d« 
Gaußischen Kugel etwa 2'20" bettflgt, während sie bei der Mollweideech« 
Kugel 11 Vj' betragen würde. Die Gaufliache Kugel erfQllt die Bedingungen, 
daß die L&ngendifferenzen // — Lg und / — I^ ein koustantes Verhältnil 
haben, daß der Vergrööeruugsfaktor m für A^ den Wert 1 bat [also dit 
Original in unmittelbarer Nähe von A,, genau wiedergibt], und daß die Ent- 
wicklung von m — 1 nacb Breiten differenzen erst mit der dritten Potenl 
von B — Bg anfängt. Diese Kugel wird schließUcb durch die Merkator- 
Projektion auf eine Ebene abgebildet. Zum ychluß werden wieder General- 
stabskarte und die Meßtischblätter genau betrachtet. 

Die Darstellung ist möglichst einfach gehalten; es genügen die Anfang» 
giiinde der Differential- und Integralrechnung sowie der Kurvenlehre, 
Buch kann deshalb in den weitesten Kreisen dazu beitragen, die Kenntnir 
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der Abbildung iler Erdoberfläche in Karten zu verbreiten. Für die inathe- 
matisube Geogrupbie füllt es eine Lücke aus, die sicher schon viele empfunden 
haben. Man wird auch die Grundlagen dieser Entwicklungen in der Prima 
:(ur Anschauung bringen können. 

Dortmund. H. Kühne. 

tianter und Rodio. Die anelytiBohe Goometrie der Ebene. Fünfte 
Auflage. Letpuig 19();j, B. G. Teubner. Vm u. 188 S. 

Es sind nur die Paragraphen über barmoniacbe Strahlen und Kreis- 
Ijüschel etwas verändert worden. 

Dortmund. H, KUhkb. 

Salmon- Fiedler. Analytisohe Geometrie der Eegelsohnitte. Sechste 

Auflage, zweiter Teil. Leipzitt I9ü3, B. G. Teubner. 8°. XXIV u. 413 S, 
Die Veränderung, die die neue Auflage zeigt,, ist vor allem eine Moderni- 
aianmg der Darste 11 ungs weise. Der Stoff ist im großen und ganzen derselbe 
geblieben, aber in den einzelneu Abschnitten hat unter Benut:mng der neueren 
Untersuchungen, vor allem in dem Kapitel über die invarianten theoretischen 
Gigenschaften, eine TTmordnung der einzelnen Sätze stattgefunden, verbunden 
mit einer den heutigen Gewohnheiten mehr angepaßten Darstellungs weise, 
I sodaS das treffliebe Buch weiter auf der H9be der Zeit steht. 

Dortmund. H. Kijhne. 
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BericbtlgUDfen taia 3. Heft dea LX. Bandes. 

S. 2Sa, Zeile 16 v. u. fehlt zwischen den Zahlen 66, 64 die Zahl 67. 
S. 3S9, Zeile 16 v, o. iat die Zahl 67 zu tilgen. 
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31. Sitznng am 25. Janaar 1905. 

Vorsitzender: Herr Knoblauch. 

Anwesend: 30 Herren. 

Herr Schirdewahn: Über ein besonderes rechtwinkliges Koordinaten- 
(tem für ebene Dreiecke (s. u.). 

Herr Wallenberg: Konstruktionen mit Lineal und Eichmaß sowie mit 
n Lineal allein (s. u.). 

32. Sitznng am 22. Februar 1905. 

Vorsitzender: Herr Knoblauch. 

Anwesend: 34 Herren. 

Herr Lampe: Nachruf auf G. Hauck. 

Herr Reißner: Mechanische und elektiische Masse (s. u.). 

33. Sitzung am 29. März 1905. 

Vorsitzender: Herr Knoblauch. 

Anwesend: 37 Herren. 

Herr Koppe: Lösung der von Herrn Zühlke in der Sitzung vom 
. 12. 04 behandelten Aufgabe in geschlossener Form ohne ungültige Vor- 
rem. 

Herr Sandor: Beiträge zur Theorie des Fachwerks. 

Herr Zacharias: Über die Vierecke, deren Diagonalen auf einander 
ikreoht stehen (s. u.). 

0r eine meohanisclie Auswertung der elliptisolien Transzendenten. 

Von Rudolf Rothe. 

Im vierten Bande des Philosophical Magazine hatHerrT. H. Blakesley^) 
e Methode beschrieben, welche die mechanische Auswertung der hjper- 
iisch-trigonometrischen Funktionen mit Hilfe eines einfachen planimeter- 
olichen Instrumentes gestattet. Es besteht in einem geteilten, um den 



1^ Phil Mag. (6) 4, 288. 1902. Gelegentlich eines Referates über diese Ar- 
it m der Zeiüchrift für Instrumentcnkunde^ 24, 161, 1904 habe ich einen Teil 
r folgenden Betrachtungen bereits mitgeteilt. 

Bitrangtberioht« d. Bert. Math. Oet. IV. 2 
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dessen Bnde mit e 



festen Pol (Pig. l) drehbiiren und durch ihn hindurch verschiebbaren Badiuj- 
" ' ■■ n als Achse drehbaren MeßrSdchen 

■■ei-sehen ist; die Drehuagsebtue 
des letzteren liegt senkrecht iiir 
Ebene der Zeichnuug. Der Be- 
rührungspunkt P des Rädebens mit 
der Zeichenebene werde nun lings 
eines geteilten Maßstabes ver 
schoben, was am einfacbst«a da- 
durch geschehen kann, dafl aiii 
die Achsen läge r des ßSdcheni 
tragender, mit dem Badiusvektor 
test verbundener Ring an einem 
Ablesung am MeBrädehen, ^ die am 
irom Foßpunkt des Poles, bedeulel. 
Po sinh B, 




Lineal gleitet; danu ist, wenn B di 

Radiusvektor, s die am UaÜstab, gerechnet 

p = Po coah Ö , s = 



unter ^g den Anfangswert von p verstanden. 

Die Einfachheit des Instruments gestattet nun eine weit allgemeiner« ^j 

Yem'endung desselben, als ihm Herr Blakesley znerteilt. Es seien ^ und ^^^ 

qi die Polarkoordinaten eines beliebigen Punktes einer ebenen Kurve; du ^^y 

Bogenelement derselben, ^^ 



kann dann in ( 
werden, sodaB 



beiden rechtwinkligen Komponenten ijp und dB terli 
dd = ^dtp 



ist. Gleitet daher der Berührungspunkt P des MeBradchen 



liebigen Kurve, deren Gleichung i 
Ablesung B am MeBrädchen, 
durch die Gleichung 



Polarkoordinaten bekannt ist, 

geeigneten Nullpunkt i 



- j ^dtp 



gegeben. Ist die Kurve im beaondem eine nicht diiri^Ii gehende Goia^="»J« 
mit der Gleichung 



hypo^^B 



si> wird das oben angegebene Resultat erhalten, durch welches die hyj 
büliachen Fuuktionen ausgewertet werden. 

Die vorstehenden Formeln genügen, um mittels des Blakesleyidi^»-**'' 
Instruments beliebige Funktionen auszuwerten, wofern nur die Gleitkor*"^ ^ 
des Meßrädehena passend gewählt wird. Soll man /. B. die Funktion l*— ■ ^ '^^ 
auswerten, so hat man Ö = e*, (/ö = prfip = Üpde, d.h. p =■ J {9 — »:^*».' 
m wählen, also eine archimedische Spirale als Fühmngskorve des E^3i- 
i-ahrungspunlttea, ihre Ä<|uidistante als Fülirungs kurve des Instrument« 



#ruuii?uu3 ■■ ^H 
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Die mechanische Ausführung dieser Kurven als Führungslineale wird 
jedoch im allgemeinen mit Schwierigkeiten verknüpft sein, außer in dem 
einfach herzustellenden Fall, wo sie Kreise sind. Dieser Fall ftthrt aber 
auf die Auswertung der ein- 
fachsten elliptischen Funk- 
tionen. 

Es sei (Fig. 2) ein vom 
Pole um die Strecke h ent- 
fernter Punkt M das Zentrum 
eines festen Kreises mit dem 
Radius 1. Längs der Peripherie 
dieses Kreises möge der Be- 
rührungspunkt P des Meßräd- 
chens entlang geführt werden, 
was dadurch bewirkt werden 
kann, daß P und M durch eine 
um M drehbare Alhidade fest 
verbunden sind. Zu einer bestimmten Lage von P gehört dann ein Radius- 
vektor OP'^q und eine Amplitude 9, welche von der Richtung OJIf an 
gezählt werden möge. Der Einfachheit wegen sei k nicht größer als Eins 
angenommen. Dann ergibt sich aus dem Dreieck OFM die Beziehung 




Flg. 2. 



Ä;* + ^* — 2ÄJ^ cos 9 = 1 , 



woraus 



^ «= Ä; cos g> ± V^ "" ^* sin* 9 



folgt. Das doppelte Vorzeichen entspricht der Tatsache, daß zu jedem 

Werte q> der Amplitude zwei Punkte P und P' des Kreises gehören. Setzt 

man OP' ^^ q' und berücksichtigt das Vorzeichen der Richtungen dieser 
Strecken, so wird 



w 



j(fi — ^') = Ä COS (p. 

Sind 0, B' die entsprechenden Ablesungen am Meßrädchen, so erhält man 



w 



a(e + e') 



» I )/l — Ä* sin* (p d(p , 



1(0-0') = Aising). 



Das Integral ist das bekannte elliptische zweiter Gattung, welches die 
Rektifikation der Ellipse bewirkt und von Legendre mit E{g>y h) be- 
teichnet ist. 

Für Ä; » 1, d. h., wenn der Pol auf die Peripherie des Kreises fällt, 
gehen die rechten Seiten der Formeln {q) übereinstimmend in cos ip, der 
Formeln (ß) in sin 9 über. 

Würde man daher das Instrument mit einer transporteurartigen Vor- 
richtung zur Ablesung des Winkels 9 versehen, so könnte es. zur Auswertung 

der Funktionen sin 9, 00s % k sm (p, k cos 9, Yl — k^ sin* 9, E(<p^ k) dienen. 

2* 
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Aber auch das elliptische Integral erster Gattung 



F(a) k) = C ^^ 





ließe sich mit Hilfe des Instruments durch wiederholte Messungen be- 
stimmen, wenn man sich der Lande nschen Transformation bedient, durch 
welche dieses Integral auf die Funktionen E(jip, Je) und sin g> zurückgeführt 
vdrd. Bezeichnet man nämlich den Winkel FMB mit 29|, so erhält man 
aus dem Dreieck OFM: 

^- — 1 + A'* + 2Ä;cos2 9i, 
woraus 

folgt, unter k^ der Wert 2yÄ;:(l 4~ ^) verstanden. Andrerseits erhält man 
aber aus demselben Dreieck: A; sin 9 = sin (29| — g>). Demnach wird 

und also , 1 n \ 

daraus folgt durch Integration 

-B(<r., *,) = j^ (* sin ,, + i?(y, fc) - ^ ^ - n,», A)) . 

Dies ist die bekannte Landen sehen Transformation. Man hätte also zur 
Bestinmiung des Fonktionswertes f (9, X;) so zu verfahren, daß man zuerst 
die zur Amplitude ^> gehörigen Werte und 9^ abliest, sodann bei ver- 
ändertem Modul \ den Wert J^(9>i, k^ und danach 

Kf. *) = r-! *•• (<* - (1 + *■) ^(»»i ' *«^) 

berechnet. 

Ob das Blakesleysche Instrument oder auch die erweiterte Form 
desselben fär praktische Zwecke Anwendung finden würde, mag hier dahin- 
gestellt sein. Allein es schien mir wert zu sein, vom rein mathematischen 
Standpunkt aus auf die damit verbundene einfache mechanische Entstehungs- 
weise der elliptischen Transzendenten hinzuweisen. 

Charlottenburg, September 1904. 



Ober ein besonderes rechtwinkliges Koordinatensystem für ebene Dreiecke. 

Von 6. Schirdewahn. 

1. In beliebigem Koordinatensystem seien G,) a^x -^ &,-^ ^ c^ (/ »- 1, 2, 3) 
die Gleichungen dreier Geraden; die Ecken des entstehenden Dreiecks P^(i,-^,l. 

Es folgt: c< = a^\^ + 6<^ == a^\ + ^K ^^^ «<(^x - 0+^(f** — f*t) = ^' 
(i, X, V zyklisch ^in 1, 2, 8). Multiplikaüon mit d^^^ und h^^ und Additi 
gibt 5]a|t,fty(it, — Aj = S^<ö«ö»(f*x — f*r) " ö- Beiden Gleichungen 
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genügt durch A^ — X^ = ab^I)^, jü^ — jü^ = — ca^D^, wo D^ = a^\ — a^h^. 
Daher ist X^ ^ aa^h^b^ -{■ A, fi^ ^ ab^a^a^ -{- fi. Unter Verschiebung des Drei- 
ecks um (A, jii) erhält man das System {8) eines Dreiecks mit den Geraden: 

G,) a^x + b^1/ = 00^5^(0^6^ + a^ftj und den Ecken P^((ra,.6^6^, aft^a^aj. 

Die Koordinaten der Ecken sind also ganz und rational in den (a^, b^), 
a ist ein noch willkürlicher Faktor, dessen Wahl die Einheitsstrecke des 
Koordinatensystems bestinmit. Für ein solches System gelten zur Be- 
stimmung der wesentlichen Dreiecks-Punkte und Strecken die Formeln: 

1. Achsenabschnitte der Geraden: X^^ab^S^'^ Y^=' aa^S^, wo 

2. Seiten: a^ «=» «?,D,.. w^ = yaj -f bj\ das Zeichen von w^ ist bestimmt 
durch das von D,-, da a^ wesentlich positiv ist. ' 

3. FUidie: ± 2jF' = | a?, a<6,, 6f ! = | a.., 5., a^b^S^ \ = D^D^D^. 

4. Scitenmükn: Jtf<(Y^<, J r<). 

5. Schwerpunkt: S{j^aJ>^b^, iS^-^xO- 

6. MiUeUransverscUm: T^ B^G^ = D^G^. << =- {^2^* — Suf D«, 

7. Höhen: H^ s^^G^ = 5^©,., wo «^ = ^«^r + ^x^»- ^< "^ * 



w. 



H{—aia^a^, — ^^s^s)- 

8. HöhenfußpunJcie: fA^ (a,8^^ b,d,), ^{a,d, + b,S,)\ , wo 

d. = 5 ft^ - an. l "^^ "^^ ' 

bj^aj 

9. MiUeUote: ML^) b^x — a^y = — ^ oder 

10. Umkräs: r = ""^"^ ; 3f (-J (35, - 2f,), j(35y - i/^)), 

0?* + r - x{Z8, - /O - y(35^ - H^) - //, . 35, -f H^ • 35^. 

11. Feaerbactis Kreis: t•c^ = ^ ; <I>(1 (3^, + ^,), 1(35^ + i^y)). 
x^ + y^- 2x0^- 2y0^^O. 

Der Feuerbachsche Kreis geht also durch den Nullpunkt Sl des Koordi- 
natensystems. 

12. Winkel: a) Neigung zur X-Achse, tan 9^ =» — ^ • 

Sei 9< > 9x ^ ^^fi ^® &^^^ ^) ^ ^^® Dreieckswinkel 

^» = 9>i - 9>x ; ^< ^^ 9>x ~ 9/'> K ^ lÖO - {<p^ - <p<); 

tan (9, - <p,) « — -^» 

Wird der Winkelraum im Dreieck als positiv gerechnet, so erhält tr^ 
positives, t^^ und w^ negatives Zeichen, die Seiten WiD^ und r » g'^i^s^s 
werden positiv. 
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13. Winkelhalbierende: H'j) ^ - ^ • 0; W,'} ^ + — — 0. 

14. BerülirmffBkreise: a) Mittelpunkte: 0{M^+ 2rZ^, Sf^+3r£^\, 

a, ' b. 

wo 2£,^I!— -2E^ = E- 



b) Radien: — Sp = 2c 

c) Kreise: {x — 0^)* + (^-^ 



2e,= 2c-(,v,+ "-,s, + «',».)- 

Im Bereich {aib^w^ sind die Koordisaten und Strecken (außer den t,) 
rational, mit Ausnutzung des a auch ganz. Sind die a^, b^ ganze Wurzeln 
der pythagoreischen Gleichung a;' + y' = /*, so ist u\ ganz, alle Lßsungeii 
ganz und rational fllr ganze fl;, b^. Sind sie Wurzebj von x* + y* = in;', 
so tritt nur die Iirationale '^m auf; sonst nur dJe 3 IiTsti od ali täten tr^, 
II. Setzt man «^ = ii\ cos tf^ b^ — «'; sin g)^, so erhält man eine trigono- 
metrische Form des Koordinatensystems. Die resultierenden Fonneln 
sind ganz und rational in den cos ipf, sin y,- und der Durchmesser d« 
Umkreises gibt dfin einfachsten Maßstab. Z. B. 

G,.) X cos qii + !/ sin qp, — 2r ■ sin q>^ cos ip, sin {ip^ + tpj) ; 
Pj(2r coB ^, sin 95, sin ip„ 2r sin ly^ uos g!„ cos tp^). 



f^- 



<B ^, Sin 95, sm ij),, 
s iqjj, + Y sin i^y,-}. ar* + y* + r j cos £q"j — ry sin Jfqs, = 



Das Gesamtfiystenk der Formeln ist die Ergänzung des Systems, dos die 
Strecken des Dreiecks in r und den Eckwinkeln berechnet 
111. Sei nun in beliebigem Koordinatensystem ein Dreieck bestimmt durch 
Gj) OjX + b^y = <■(. Man transformiere durch: 

X = Xf cos tx — ff^sin a — p, 
y -^ j, sin n + i/| cos a — q, 

G,) (d, cos ß 4- t, sin a)Xj + (— «( sin r. + !>. cos c<)y, — a,p + b,q + -;, 

oder -ä,!, + B,^, - «ji + h.g + c^. 
Roll das ein System (S) werden, so muB 

■■ weg, und mun erhült 



Eliminiert m 


an aber p und 7, S 


rdUt auch 




S'^fA = 


D,D,D,. 



Dieser Bedingung wird genügt, wenn man die Einheit des ursprUnglichtn 
Koordinatensystems im VerhBltnis 1 : verkleinert. Ist dann (?,) a^x — bif — Ofj. 
so gibt die Bedingung; ö^^iA = A^»^« = 2f den Wert von «. Die Deter- 
minante der aj) + b^q + oc, = -4,fij(.ilj,S, + A^B,) wird Null, und nun 
erhalt für jede Drehung um tt eine einzige Verschiebung (— p, — q) m, d»i 
das System der 3 Geraden G, ein System (S) wii-d. Insbesondere bleib«! (Hr 
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o >s die Größen a^, h^ unverändert. Für jedes der Systeme (S) liegt der 
NuUpunkt anf dem Feuerbachschen Kreise (vgl. dessen Gleichungsform oder 
bestimme den Ort der Punkte ( — j}, — qy). Sei zudem die gleichseitige 
Hyperbel xy = Ä^A^A^ • B^B^B^ betrachtet. Sie geht offenbar durch 
F^iA^B^B^, B^A^A^ und H{— A^A^A^, — B^B^B^, Ihre Asymptoten sind 
die Achsen des transformierten Systems. Denmach ist dessen Lage bestimmt. 

Es gibt zu jedem Dreieck unendlich viele Gldchungssysteme (S). IMe 
zugehörigen Koordinatensysteme hohen als Achsen die Asymptoten einer dem 
Dreieck umgeschriebenen gleichseitigen Hyperbel und als NuUpunkt deren 
MiUelputikty der auf dem Feuerbachschen Kreise liegt 

Transformiert man ein solches System {S) in ein anderes (8*) durch 
Drehung um a und die entsprechende Verschiebung, so ist Winkel5^d>5^'=»4a. 
Sl muß sich also zweimal den Feuerbachschen Kreis entlang bewegen, bis 
das Achsensystem des (5) inklusive seiner Hyperbel sich mit dem von (5') 
deckt. Der Fenerbachsche Kreis verhttlt sich also als Ort der Sl als Kurve 
4. Ordnung mit lauter Doppelpunkten. — Ist ein Achsenpaar bekannt, so 
ist jedes andere hiernach sofort leicht zu konstruieren, wenn Sl' gegeben 
ist. Die Aufgabe freilich, etwa die x- Achse durch (Z> zu legen, verlangt die 
Winkel -Dreiteilung (cf, H O), Unter den (5) heben sich zwei Arten als 
besondere heraus. 

1. Ist G^ Achse, so ist die andere die zugehörige Höhe. 

2. Liegt Sl in einer Seitenmitte, so wird das System der G^: 

^i) a^x + b^y=^0 G^ a^x + b^y ^ — a^b^D^ G^) a^x — b^y^ — n^h^S^, 

G^ und G^ haben entgegengesetzt gleiche Neigungen zur x- Achse, die also 
der Halbierenden des Gegenwinkels parallel liegt. 
IV. Anwendungen: 

1. Dar = "'i«, folgt 

4r»-(af + bf)(ai|4-6|)(a| + 6|) 

='^{anihl + h'iaUl) + {a\a\a\ + bjb|6|), 
also ist: 

4r» = SIP\ + Sll% + Äi^ + ^H^ 

Diese Gleichung gibt in einfachster Weise den Satz: 

Jeder Punkt des Feuerbachschen Kreises hat inbeziig auf die Ecken und 
den Höhenpunkt hanstante Abstands- Quadratsummen (Trägheitsmoment) 4r\ 
also hat deren Schwerpunkt das Moment 3r^, 

Entsprechend gilt: Jeder Punkt des Umkreises hat in hezug auf die 
Mittelpunkte der Berührungskreise das konstante Trägheitsmoment Ib'r^; der 
Umkreismittelpunkt das Moment 12 r^. 

2. Sei der Umfang eines Dreiecks gegeben. Für ein System (/S), das 
den Nullpunkt im Mittelpunkt einer Seite hat, seien die Gleichungen in 
trigonometrischer Form: 

Gj) X cos 9i + !/ sin 9i — 0, 

ffj) X cos 9j — y sin 9j = + r sin 2 q>^ sin (^j — ^j)» 

6rj) X cos 9>2 + i/ sin 9>, = — r sin 2 9>2 sin (^^ + 9,). 
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Dann ist 

U = 2 r (sin 2 ^j + sin («p, — 9>i ) + sin (qp, + q>^) = 2 r (sin 2 9>, + 2 sin (p, co8y,X 

Soll r möglichst klein werden, so ist die Klammer ein Maximum. Das 
geschieht bei jedem q>^ für cos ^^ = 1 , sin q>^ = 0. G^ wird zur F-Achse, 
der Nullpunkt also zum Uöhenfußpunkt, und das Dreieck ist gleich- 
schenklig. Der absolut kleinste Wert von r ist also der, für den dies bei 
Wahl jeder Seitenmitte als Ä eines Systems (ß) gut. D. h. Unter alUn 
Dreiecken gleicJien Umfcmgs hat das gleichseitige den Kleinsten Umkreisradius. 
Vgl. Grelles Journal 128, S. 69 u. S. 71. IV. 

3. Auf die Verwertbarkeit des Systems (S) för die Lehre von den 
Kegelschnittbündeln, die einem Dreieck um- oder eingeschrieben sind, kann 
hier nur imter Anführung der grundlegenden Formeln hingewiesen werden, 
deren Beweis und Ausnutzung anderer Gelegenheit vorbehalten seien. Die 
Gleichung des umgeschriebenen Kegelschnitts ist: 

K(a, 6, c) = 
oder 

ax* + 2hxy + cy* — x(as^ — ch^) —g{cs^ — ah^)^as^h^ + 2bh^?l^'^c8^h^^ 
die Tangentialgleichung des eingeschriebenen Kegelschnitts: 

oder «1* + 2ßifi + yij* + 2dg + 2€t? = 9, wo: 

y= 2dh^ - 95l^1 
2/3 = 208^ + 2€«i —(fis^s^ + h^h^). 

Hier sind (ahc) und (Seip) willkürliche Parameter, «j, .«j =» 36',, 35^; 

In beiden Formen sind die Grundkegelschnitte diejenigen, welche 52 
und die unendlich fernen Achsenpunkte zu Zentren haben; die Bedeutung 

der {ptq>) ist besonders einfach, indem -, — die Mittelpunkts-Koordinaten 
werden. 

4. Die in I. konstatierte Einfachheit der Koordinaten eines Systems (8) 
gestattet die AufsteUung rechnerisch bequemer Aufgaben für die Zwecke 
des Elementarunterrichts in der analytischen Geometrie derart, daß bei Be- 
nutzung quadratisch liniierten Papiers stete Zeichnung die Rechnungen erakt 
koniroliort, was für das Verständnis der Korrespondenz zwischen algebraischen 
und geometrischen Operationen von größtem Werte ist. 
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Eonstroktionen mit Lineal und Eiclim&ß sowie mit dem Lineal allein. 

Von Georg Wallenberg. 

Der Vortragende behandelt zunächst im Anschluß an die Arbeiten 
von Adler („Über die zur Ausführung geometrischer Konstruktionsaufgaben 
zweiten Grades notwendigen Hilfsmittel^^, Sitzungsber. der Wiener Akademie 
1890, S. 846 — 859; „Zur Theorie der Zeicheninstrumente*^, Sitzungsber. der 
Berliner Math. Ges.I, 1902, S. 26—28), Hubert („Grundlagen der Geometrie" 
2. Auflage- 1903) und H. Simon („Geometrische Konstruktionen ohne Zirkel", 
Zeitschr. fftr math. u. naturw. Unterr. XXII 1891, 8. 81 — 90) die Lösung der 
geometrischen Konstruktionsaufgaben zweiten Grades mit dem Lineal und Eich- 
maß (einer festen Einheitsstrecke) sowie mit dem auf beiden Seiten benutzbaren 
ParaUellineal allein. — Was das Parallellineal anbetri£Pt, so ist zu unter- 
scheiden, ob man dasselbe nui* mit einer Seite an zwei gegebene Punkte 
anlegen darf oder mit beiden Seiten, d. h. an jeden der beiden Punkte mit 





Flg. u. 



Flg. Ib. 



je einer Seite, was übrigens auch als geometrisch genau anzusehen ist. Im 
ersten Falle fällt der Konstruktionsbereich des Parallellineals zusammen mit 
dem des (nur auf einer Seite benutz- 
baren) Lineals imd Eichmaßes, d. h. es 
lassen sich alle Aufgaben zweiten Ghra- 
des lösen mit Ausnahme derjenigen, 

welche die Konstruktion von j/a' — 6* 
erfordern, worin a und h gegebene 
Sirecken sind (vgl. Hilbert 1. c); im 
zweiten FaUe dagegen lassen sich, wie 
schon Herr Adler (Wiener Ber. 1. c.) . 
gezeigt hat, sämtliche geometrischen 
Konstruktionsaufgaben zweiten Grades 
mit dem Parallellineal äUein lösen. 

Es seien die Lösungen einiger Aufgaben mitgeteilt, die der Vortragende 
möglichst vereinfacht hat (die punktierten Linien bezeichnen das Parallellineal): 

1. Zu einer gegebenen Geraden G durch einen gegebenen Punkt P die 
Parallele zu ziehen. 




Flg. 2. 
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Erste Konstruktion: Durch zweimaliges beliebiges Anlegen des Lineals 
erbölt man auf G die Punkte A, B, C derart, Aa& AB = BC. Die weitere 
Lösung ist die bekannte aus den harmonisuheo Eigenschaften des Vieneits 
folgende Konstruktion (Fig. la). 

Zweite (elemtnlare) Parall^rnkonstruklion: Man ziehe durch P e 
liebige Gerade PA und dazu mit dem ParallelUneal die Parallelen ÜB 
und KC, verbinde P mit C und A mit dem Schnittpunkt /> von PC und 
BB nnd verlängere AD bis ziun Schnitt E mit KC\ dann ist PE die 
Parallele zo g (Fig. 1 b). 

2. Die Strecke AB nuf AL von ^ aus absutragen. 

Lösung: Durch Anlegen des Lineals 9Ji AB und AI, erhBlt man den 
Rhombus ACED. Die Verbindungslinie von D mit F, dem Schnittpunkt 
von <4£ und ^C, schneidet s,u{ AL schon AH — AB ab (Fig. 2). 

Bi/ II CD, so ergihi 
aus Fig. 2 eine zweit« 
elementare Farallelenkon- 
stniktioo ohne Benutzung 
der harmonischen Eigen- 
schaften des Vierseits — 
Da ferner B II ± AE, 
so resultiert aus Fig. 2 
Konstruktion des von B auf 
AE zu fallenden Lot«. 
3. Einen Winkel zu 
halbieren, dessen Scheitel 
nicht gegeben ist. 
Lösung: Man ziehe zu jedem Sehenkel mit dem Lineal zwei Parallelen; 
die eine Diagonale des dadurch entstehenden Bhombus ist die gesuchta 
Halbierungslinie (Fig. 3). 

Die zweite Mitteilung des Vortragenden 
bezieht sich auf die Winkelsiiwme ff^iritur 
Kreisbogendr fievkc: Bildet man ein DreiMk 
in bezug auf einen Kreis durch reziproka 
Radien ab, so erhält man als inverse Figur 
ein aus drei Kreisen gebildetes Dreieck, die 
sämtlich dui-ch den Mittelpunkt des Be- 
ziehungskreises hindurchgehen. Da die Ab- 
bildung durch reziproke Radien winkeltrea 
ist, so betragt auch in dem Kreisbogpa- 
dreieck die WinkeUumme zwei Rechte. & 
ist nun merkwürdig, daß dieser Sati von 
ä drei durch einen festen Punkt gehenden Kreisen 
vie der Vortragende zeigt, direkt beweisen Itßl, 
„zwei Halbkreise desselben 



Fig. 1. 




der Winke Isumme eines i 

gebildeten Dreiecks sich 

und zwar mit alleiniger Benutzung des Axiomes 

Kreises sind kongruent" sowie des Satzes von der Gleichheit 



1 



der Scheitelwinkel. M 
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Heohanische und elektrische Masse. 

Von H. Beißner. 

unter dem Namen mcchanisclje Maese verstehen wir die den Newton- 
schen Bewegungsgflsetien und dem Newtonschen Gravi tationsgesetsi folgende 
Hasse, unter dem Namen elektrische Masse diejenige elektrische Ladung, deren 
Konvektiousenergie in den Kathodenstrahlen in Wärme und andere Energie- 
formen sich vimaetzt und welche dem Coulomhschen Gesetn der elekti-ostatischen 
Anziefanng gehorcht. Wir stellen die folgenden Forderungen auf: 

1 . Die ponderomotorischen Kräfte der Gravitation und der Elektro- 
statik sollen vermittelt werden durch den Spannungsz vi stand eines und des- 
selben Zwischenmediums (des Alhers). 

2. Die kinetische Energie der mechanischen und der elektrischen Masse 
tollen ans der kinetischeu Energie des sich ändemden Feldes folgen. 

3- Die in diesem Medium müglichen Störungen sollen den Maiwellschen 
«lektromagnetischen Gnindgleichnngen gehorchen. 

Die Hilfsmittel nur Erfiiilimg dieser Forderungen sind die folgenden: 

1. Die Lokalisierung der Energie fBr Gravitation und Elektrostatik 
auf die Volumeleraente des ganzen Raumes. 

2. Die Deutung der Laplace - Pnissonschen Differentialgleichung 
^tp =■ — 4n(i als geometrische ßediugungsgleichung zwischen den Para- 
metern benachbarter Volumelemente des Raumes. 

3. Dip Deutung der Spannungsenergie des Äthers als kinetische Energie 
nach HhHk' Prin/.ipien der Mechanik mit Ililfe der dort aufgestellten Be- 
griffe der isozj' kl Ischen und adiabatischen Ziistandsänderung. 

i. Die Aufstellung einer kinematischen Beziehung zwischen Spannungs- 
parametem und Strömungsgeschwindigkeiten im Äther, die dem einen Satz 
der Maxwell- Loren tzBchen Gleichungen entsprechen. 

5. Die notwendige Hypothese, daß zwar für die statischen Kräfte 
/.wischen Massen die Zustandsändening isozjklisch ist, dagegen adi&batiscb 
für die schnellen FeldüDderiingcn des Lichtes. 

Die neuen Ergebnlsae bestehen in der Erfüllung der obigen Forde- 
rungen und im einzelnen in der zahlen muß igen Auswertung der folgenden 
Größen: 

1. Des Verhältnisses von positiver und negativer Ladung, welches die 
ponderable Materie charakterisiert. 

'2. Des Wertes der Dielektrizit&tskonstanle des Vakuums im cm, g, sec.- 
System und damit die Zurückfiihrung der elekti'ischen auf die mechanischen 
Maßeinheiten. 

3. Des Verhältnisses von Masse und Durchmesser des Massenatoms, 
welches gelten muß, wenn die durch die Gravitationskonstante gegebene 
ProportionalitSt zwischen gravitierender und träger Masse richtig sein soll. 

Die Anregungen zu dieser Arbeit hat Verfasser geschöpft aus Herta' 
l'rinzipien der Mechanik, aus der von Heaviside, J. J. Thomson, Lorent.x, 
Wiechert, Abraham, Sommerfeld u. a. entwi''kel(«n Elektronentheorie und aus 
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dpn Arbeiten über Gravitation von Bjei'knes'), Korn*) und Brill.*) Zu letzteren 
Arbeiten steht die vorliegende AnseinnnilersetEung in einem gevässen Gegensatz, 
insofern als die drei genannten Verfasser von der reinen Hydrodynamik aut- 
gehen, w&hrend hier das Bild des gyrostatischen Äthers von Fitzgerald, Kelvin 
und Larmor*) erweitert und in seinen Folgeschi üsBen ausgebaut wird. Di« 
Ergebnisse von Bjerknes imd Kom jedoch umfassen keinen genügend großen 
Kreis von Ei-scbeinungen und die von Drill gegebene AnweuduDg da* 
Hertesehen Mechanik auf die Gravitution nach einer Andeutung von Rietnana 
führt außei'dem mi einem unmöglichen dynamitehen Modell. 

Der Mechanik von Hertz ist Öfter der niclit unberechtigte Vorwarf 
gemacht worden, daÜ ihre dynamischen Modelle etwas sehr Kflnatlicha 
haben, und daß ihre heuristische Kraft von einem gewissen Punkte ah 
versa^rt, Z. B. wird ea wohl nicht gelingen, die Wärmeleitung n&ch Herl^ 
IVinapien abzuleilen und auch die von ihm selbst in seinem Werk iw- 
nutzten Bedingungen der adiabEttischen und isozyklischen Znstandsänderunf; 
sind etwas seiner Mechanik Fremdes. Ferner ist von Oarvallo*) gezeigt 
worden, daß die Anwendung der Lagrangesehen Bewegungsgleicbungen, d, h. 
In diesem Fall der Hertzsehen Mechanik auf endlich ausgedehnte elektrische 
Ströme zu falschen Ergebnissen bei bestimmt«n Leiteranordnungen fOhrt. 

Bei genauerer Betrachtung ist Verf. zu den folgenden Schlössen iolimug 
auf diese beiden Klassen von Einwänden gekommen. 

1. Die zyklischen Eigenschaften eines Systems müssen hervorgphen 
aus Wah rsch ein 1 ich k ei tfibe trachtungen der statistischen Mechanik. Man darf 
also die Analogie zwischen physikalischem System und dynamischem Modell 
nicht zu weit treiben, sondern muß eine vollkommen ungeordnet« Benegtmg 
suoben, die die verlangten zyklischen Eigenschaften hat, ebenso wie dir xyVli' 
Hchen Eigenschaften des dynamischen Modells eines fiases aua der kinetischen 
Theorie nach Boltzmanns Andeutungen gewonnen werden können. Durch 
diese weitere Zurackfübrung des Zyklismus auf die Statistik wird dl 
außerdem der Vorteil gewonnen, daß jedesmal ein neues heuristisches El*- 
ment hinzutritt. In der vorliegenden Arbeit deuten die Verwendung d« 
isozyklischen Zustandsändemng und das damit verknüpfte AbitrCmen di 
Energie auf eine im Hintergrund stehende nngeordnete Bewegung, die die 
zyklische Eigenschaft des Volumenelements des Raumes erzeugl 

2. Soll eine kinetische Deutung in allen Konsequenzen stimmwi 
muß sie sieb auf Volumeneleraentc beziehen und nicht auf endliche RauD- 
teile. Die Nichtertiillung dieser Fordening ist der ürund dafür, daß Am' 
Lagi-ange sehen Gleichungen nicht in allen Konsequenzen auf endliche 8t 
kreise angewendet werden dürfen, ebenso wie die Zustand sgleichung 
Gases genau genommen nur bei unendlich kleinen Kaomteilen als Bewegungl" 
gleichung gilt und eine elastische Maschine nicht einer endlichen Auuhl 
ron Koordinaten gehorcht. Die Anwendung der Lagrangeschen Bewegung!' 
gleichungen auf endliche Stromkreise BIhrt die durch einen Querschnitt ge- 

1) V. Bjerknei, Vorleaungen über hydrodynamische Femkräfte. 

5) A. Korn, Eine Theorie der Oravitatiou and der elektriscben Eracheinungei 
tuf OmndUge der Hydrodjuamik, 

3) A, Brill. t^ier zyklische Bewegung. Math, Ann Rii. 68, H, 4, S. U»S- 
D J Larmor. Etiler and MatU'r, famliridge 19"* 

6) K, Catvallo, l.'cleclricite etc., Samtiilung Scienlia. 
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flossene Elektrizüätsmenge als Koordinate ein, die sich dann bei näherer 
Betraohtimg unangenehmer Weise als nicht holonom erweist.^) 

Eine Forderung der astronomischen Mechanik scheint anf den ersten 
Blick in der folgenden Abhandlung nicht erfüllt zu sein, daß nämlich die 
kinetischen Energien mehrerer Massen voneinander unabhängig sein sollen, 
daß also die kinetische Energie nicht die Produkte der Geschwindigkeiten 
enthalten darf. — Treten die Produkte vei*schiedener Geschwindigkeiten auf, 
so müssen zwischen sich bewegenden Massen pouderomotorische Kräfte ähnlich 
¥rie die elektrodynamischen Anziehungen und Induktionen von Stromkreisen 
entstehen. Verf. hat aber durch Ausrechnung der Koeffizienten der Pro- 
dukte der Geschwindigkeiten in der lebendigen Kraft festgestellt, daß die 
so entstehenden Kräfte bei allen irdischen Geschwindigkeiten unmeßbar klein 
werden gegen die Gravitationskraft. Diese Rechnungen sollen an anderer 
Stelle gegeben werden. 

I. Gleiohgewioht. 

Zur Aufstellung einer Nahwirkungstheorie sind zwei Voraussetzungen 
notwendig und hinreicheild, nämlich die Lokalisierung der Energie und die 
Laplace • Poissonsche Differentialgleichung. 

Die bekannte lokalisierte Form der Gravitationsenergie lautet, wenn 
der Vektor S mit den Komponenten X, F, Z den Vektor der Feld- 
intehsität und U^ eine Konstante bedeutet: 

(1) T=Jdr^[U„-9'\. 

Die Laplace -Poissonsche Differentialgleichung schreibt sich: 
(2) ydivß = — p. 

Diese Gleichungen sind in der Heaviside - Cohnischen rationalen Fonn 
angeschrieben, da von unserem Standpunkte aus der Faktor An keinen Sinn 
hat. y ist in den obigen Gleichungen eine Konstante und q ist die Dichtig- 
keit der Massenverteilung. 

Die Feldintensitäten. 

Für eine mechanische Deutung dieser Gleichungen (1) und (2) muß 
man nun der Feldintensität (£ einen Charakter beilegen. Eine Geschwindig- 
keit darf aber @ offenbar nicht sein, denn dann würde (2) eine nicht 
homogene lineare Differentialgleichung zwischen den Geschwindigkeiten 
vorstellen, die nach Hertz aus Stetigkeitsgründen ausgeschlossen ist. 
(Hertz, Princ. § 124 ff.) 

Brill hat sie in formal richtiger Weise aufgefaßt als die Gleichung 
für die Konstanz eines zyklischen Moments, also für das dauernde Ver- 
schwinden der auf die zyklischen Koordinaten wirkenden Kräfte und ist 
dabei auf physikalisch unzulässige Bilder gekommen. Hier sollen X, F, Z 
als langsam veränderliche Koordinaten, Parameter, angenommen werden und 
demgemäß T zunächst als potentielle Energie. 



1) H. A. Loren tz, Maxwells elektromagnetische Theorie, Enzyklop. d. Math. 
Wiss. Bd. V, § 33. 



Daß die Annahme von Gl. ('2) als einer geometriscbeB BedinguDgi- 
gteichung zwischen benachbarten Farametera X, Y, 7. widerBpruchafrm ü^ 
zeigeu wir zunächst, indem wir Jie Werte von .V, Y, '/. aus ihr ableiten. 
Dazu dieut <lie Vürschril't, daü unter Beachtung der geometrischen fi» 
dingaug für das Gleichgewicht die jiotentielle Energie T den kleiustcD mög- 
lichen Wert aunehmen soll, 
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^ ^ — y idi UxäX+ YÖT+ ZäZ] + vd[äiv(S + ^]}, 



L Integratio 



f<pä(^)<Ii^ f<pSXdi/de — I Iffl-Xrir 



und außerdem die Variatianen ' 



i Unendlichen verscbwiDden 



Es sind nun Kwar die Parameter benachbaiiur Volumelement« durch 
die Laplace - Poissonsche Gleichung miteinander verknüpft, jedoch die Para- 
meter eines und desselben Volumenelements voueinunder unabhängig, so <liB [ 
wir aus der obigen symbolischen Gleichung die folgenden drei ziehen könaea: , 

oder in der Sprache der VektoranalysiR 
(3) e = grad7J. 

Man weiB, daß diese Gleichungen (3) zusammen mit Gl. (2) nnd iM I 
Bedingungen im Unendlichen das Problem eindeutig bestimmen und i 
mit Hilfe des Newtonschen Integrals: 



oder in der Vektorform: 

(1) 



1 8 r,ä, 

Ö = - fjrad pot ff . 



Die ponderomotorischen KrSfte. 

Die bekannte Betraciitung der Energie&nderung bei einer Lagelndemng 
des Sysl«inH zeigt nun auch, daB die ponderomutkirischen Kräfle in m 
Ansatz richtig enthalten sind. 

'■=i/"[".-(fer+(Ä)'+ (#)■]■ 
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wo jetzt die geometrische Bedingung schon in der Form der Energie T 
beMedigt ist. 

'J Lex dx ^ cy cy ^ ob dej 
Eine partielle Integration liefert nun: 

^T = — y idaSq) 1^ + y fd<pJ<pdr, 

Unter der Voraussetzimg, dafi die Feldintensitäten im Unendlichen 
mindestens so stark verschwinden als das Quadrat des reziproken Radius, wird: 

ÖT^yfj^är(^S. + ^6t, + ^6.), 

WO sieh jetzt also das Integral nur auf die Elemente bezieht, wo Jtp nicht 
verschwindet, also ponderable Masse sich befindet. 

Führt man nur an einem Punkte eine Verschiebung dx aus, so wird 

6T =» yjfpdx ö^ da; =» — ^dx -^ 6x 

Diese Energieänderung kann nun bekanntlieh aufgefaßt werden als die 
Arbeit der Kraft P^^ =■ — ^^^ä^ ^^^ ^®°^ Wege Sx, sodaß also die pon- 

derablen Kräfte auf ein Volumenelement im Gleichgewichtszustand die Werte 
annehmen 

oder in der Bezeichnungsweise der Vektoranaljsis 
(6) $ =• — dm grad 9, 

ein Ergebnis, welches das Newtonsche Anziehungsgesetz in sich schließt. 
Setzt man Gl. (4) in (5) ein, so erkennt man, daß die Gravitationskonstante 

ist und also fßr y sich im cgs System der Wert ergibt 

— ^ 1 ^ ^Q ^jg-aec* 

y ■" 4^ '^ 66,8 . 10-*4« ^ ^'^^ * ^^ "cm^ ' 

Das dynamische Modell. 

Wenn man nun die Form (1) der Gravitationsenei*gie des Volumen- 
Clements sich genauer ansieht, so findet man, daß sie einer Auffassung als 
potentielle Energie erhebliche Schwierigkeiten entgegensetzt. Da nämlich 

^dx(Sr offenbar die äußere Arbeit ist, die von den Parametern des Volumen- 
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elemeuts aurgeaoraniea wird, liabeu wir es hier mit einer Eiiergie zu tuD, 
die um den Betrag der UuBeren Arbeit nicht Kunimmt, sondern im Otiges- 
teil abniiiiiiit. Ein tiulches elastisches System isi unbekauDt und, um den 
Satz von der Erhaltung der Energie zu geuUgeu, müssen wir annehiueii, 
daß der doppelte Betrag der zagefdlirten Energie auf aodereni Wege ahstrSiot 

Eiu wechanisebes System, dus dieser Forderuug geuQgt, finden wir nun 
in Hertz' Prinz, § 579 ff. in dem isozytiischen yysl*ni wieder. 

§ 580 lautet dort: 

„Weun ein isozyklisehes System durch die Krüfle uach seinen Part* | 
metem Arbeit aufnimmt, so nimmt gleichzeitig die Energie des Systenu ^ 
ab und ;(war um den Betrag der aufgenommenen Arbeit" 

Hertz hatte das System mit isozyklischer Zustand s an de rung offenbar 
aufgestellt, um die Energie eines Systems konstanter elektrischer Strom- 
kreise darzustellen. Bei diesem System nimmt bekanntlich die Energie um 
den Betrag der geleisteten äußeren Arbeit al>, indem sie von den strom- 
erzeugenden Elementen oder Maschinen verzehrt wird. 

Es entsteht also jetzt die Aufgabe, die Energie äT eines Volumen- 
elenientü mit Hilfe verborgener Massen und (Jcsch windigheiten als die kiae- 
tiscbe Energie eines isoaykUschen Systems darzustellen. 

Es genügt dazu ein monozyk lisch es System und daher ist (17' in dia 
Form zu bringen <ir=lmap». 

Hierin bedeuten m diti Gesamtmasse des zyklischen Systems, a einen Ton 
den Parametern abbilugigen Ausdruck, ^ ^ r , die zyklische Gesehwiadi^sit- 
Die beiden Formen der Energie geben nun ineinander über, wenu 
wir setzen [fl = «[r - S»] 

was wir tun dürfen, da ja die zyklische Geschwindigkeit konstant sein soll. 
Elektrostatik. 

Als heuristisuhen Versuch kann man nun die Forderung stellen, da0 
die Gravitations- und elektrostatischen Wirkungen durch dasselbe Uedium 
übertragen werden sollen, d. h. daß die beiden Energien wesensgleich seien j 
und von denselben Koordinaten abhlLngen müssen. 

Die elektrostatische Aniiebung unterscheidet sich von derjenigen iler 1 
Gravitation nur durcli das Vorzeichen der pouderomoto rischeu Krsfl, d. h^ J 
dadurch daß gleiche Ladungen sich abstoßen, ungleiche sich uiztehro, f 
während bei der Gravitation Massen gleichen Vorzeichens sieb aniiehen nnJ | 
solche ungleichen Vorzeichens nicht auftreten. 

Damit ist auch weiterhin die Form der elektrischen Feldenergie e 
andere, die hier im Heaviside-Cohnschen rationalen Maßsystem den Wert hali I 

wo t die Die lektrizitÄts konstante des Vakuums, T!^ eine 
gehörige Konstante und ©^ der Vektor der elektrischei 



um Voluuieuelenii'nt ^ 

Feldintensitat. 
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Hier ist also die durch die Parameter aufgenommene Arbeit cQS « 

gleich der Zunahme der Energie, und deswegen können wir, wiederum nach 
Hertz 1. c, die Energie des elektrostatischen Spannungszustandes als die- 
jenige eines monozjklischen , jetzt adiabatischen Systems deuten durch die 
folgende Gleichsetzimg 

wo q — map == consi das zyklische Moment und ^ =" ^ ist. 

Es soll jetzt S^ eine Funktion von @ und die Anfangsenergie im 
neutralen Zustand dieselbe sein wie im neutralen Gravitationsfeld. Daraus 

folgt: 

ydr _ sdr 
2 ^0 — 2 0^' 



^^.=-,^0. 



Ferner, da 6 =— - 



(& 



I f 



Uo, + ^? = ü~ 
WO ß eine Konstante. 

Führen wir auf der rechten Seite die partielle Division aus, so er- 
halten wir: 

^/o. + <K = ^(^;+^ie*+^, ©* + ••■)• 

Setzen wir ß= ü'q -y so ergibt sich, wenn man voraussetzt, dafi (£^ 

klein sei gegen U^y daß also die Änderung der Energie klein sei gegen 
ihren Anfangswert, eine Übereinstimmung durch die einfache Beziehung 

Daß die im Vakuum aulgespeicherte Energie, mit Hilfe deren es Para- 
meteränderungen Widerstand leistet, groß ist gegen die durch jene Parameter- 
ändemngen geleistete Arbeit, ist offenbar eine durchaus berechtigte Annahme. 

Man sieht also, daß bei dieser Auffassung das Gravitationsfeld vom 
elektrostatischen sich nur durch die Art der Zustandsänderung unterscheidet. 
Während im elektrostatischen Feld die zyklischen Geschwindigkeiten der 
einzelnen Volumenelemente von einander unabhängig sind und keine Arbeit 
durch die zyklischen Koordinaten aufgenonmien wird, findet im Gravitations- 
fdd ein solcher Ausgleich zwischen den zyklischen Geschwindigkeiten aller 
Yolumenelemente statt, daß jene durch das unendliche Reservoir des Welt- 
raums konstant gehalten werden. Daß die isozyklische Bedingung p » const. 
analog wie die isothermische durch Strömungsausgleich entstehen muß und 
nicht als geometrische Bedingung aufgefaßt werden darf, sieht man daraus, 
daß sie als inhomogen unstetige Zusammenhänge voraussetzen würde. (Hertz, 
Princ § 124 ff.) 

Die Ladung der Materie. 

Die oben abgeleiteten Beziehungen zwischen mechanischen und elek- 
trischen Vektoren (Gl. 7) sagen aus, daß die Dimension der Ladung oder wahren 

SiUnngsbericht« d. Berl. Msth. Oet. IV. 1^ 
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Elektrizitätsineage mit der Dimension der Masse übereinstinimt, und gestatten 
infolgedessen die elektrische Ladung der gravitierenden Masse init Hilfe der 
GravitationskoDstante zu bestimmen. Wenn wir außerdem die Angaben über 
Ladungen und Massen der Eathodenstrabl enteil eben zu Hilfe ziehen, können 
wir auch eine Aussage machen über die Beträge an positiver und negativer 
Ladung, die in gravitierender Masse enthalten sind und sich zwar elektrisch 
zum größten Teil aufheben, aber in bezug auf ihre lebendige Kraft addieren. 

Die wahre Ladung einer Kugel vom Inhalt i mit der rSomlichen 
Dichte — ( div ffi, ist: 

/, = — 4 div ®,i. 

Es war nun nach (7): 



.-)/)^diTe-,-]/^. 



(8) I. 

Letzteres nach Gl. (2). 

Dieses sind die Bei^iehungen zwischen Ladung und Masse im Heaviside- 
Cohnschen rationalen Maßsystem, das hier gewählt ist, weil es sich am 
besten der mechanischen Grundlage anpaßt \jro Gl. (8) mit den an 
Kathodenstrablen gewonnenen Ergebnissen vergleichen zu können, müssen 
wir dieselbe im elektromagnetischen Maßsystem hinschreiben. Zar Trana- 
formatioQ benutzt man am besten die invariante Energie. Es muß sein: 



2*' 8«w*""' 



WO w »= 3 ■ 10'" cm sec~' die Lichtgeschwindigkeit und der Index i 
elektromagnetische Maßsystem bedeutet. Daraus zieht man: 



( ffi< - 'S, 



divg.t 



--V^~ 



—, ^iv ®™' 



(») L 

Gl, (9) gibt an, daß jede Masse eine elekti'omagnotisclie gemessane 
Ladung l^ von obigem Betrage besitzt, die aber nur hei technisch omnOg- 
lieben Geschwindigkeiten bemerkbar wäre. 

Wir müssen nun annehmen, daß die gravitierende Masse sich aus po<i- 
tiven und negativen Ladungen zusammensetzt. Zur Berechnung der tAgra 
Masse m sind diese Ladungen zu addieren, znr Berechnung der Gestal- 
ladung zu subtrahieren, sodaß wir schreiben dttrfen: 

'p - '„ = Ü,861 ■ 10-"(/, + Qa. 

Non sind aas den Messungen an Kathodenstrablen die Verliältmoi 
«wischen Ladung und Masse bekannt und y 
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«_^^ 1 __ n 

" ' R. 10»»/ 



m 

T ~ 1,866 . 10' 



0,861 • 10-" 



/^(l - 4,62 . 10-") = 1^(1 + 4,62 . 10-"), 
1^ 1 + 4,62 . 10-«a 

Hierbei ^t wie üblich vorausgesetzt, daß die Kathodenstrahlen nur 
negative Ladungen mit sich föhren. 

Wir können jetzt als Ergebnis der Untersuchung die folgende Be- 
hauptung aussprechen: 

Die ponderable Materie setzt sich aus positiven und nega- 
tiven Ladungen zusammen. Die Gravitation entsteht dadurch, 
daß Ladungen des eines Vorzeichens diejenigen des anderen Vor- 
zeichens nm einen winzigen Bruchteil überwiegen und ferner da- 
durch, daß im elektrisch neutralen Feld die Zustandsänderung 
eine isozjklische ist. 

Die Dielektrizitätskonstante des Vakuums. 

Unter derselben Voraussetzung, daß die Elektronen der Kathodenstrahlen 
aus rein negativen Ladimgen bestehen, kann auch die Größe der Dielektri- 
zitätskonstante des Vakuums im cgs System ermittelt werden. Die Gravi- 
tationskonstante nämlich gibt die Anziehung zwischen Differenzen positiver 
and negativer Ladung, die Dielektrizitätskonstante zwischen rein positiven 
oder rein negativen Ladungen. 

Bestände die Materie aus rein negativen Ladungen , so würde die Di- 
elektrizitätskonstante gleich der entsprechenden Konstanten der Gravitation 

sein e » ^ =» ^ ^nd Ladung im rationalen System würde gleich Masse 

im cgs System sein 

l^ — f». 
Nun ist andererseits nach (8 a) 

und aus Messungen 

l,„-m.l,«65-10'/) 
also 

m — wYTne • 1 ,865 • 10' • m, 
daraus 



Ci B> ^TCi ist hier die Dielektrizitätskonstante im irrationalen elektrischen 
Maßsystem. 

Daß die Dielektrizitätskonstante des Vakuums einen so kleinen Wert an- 
nimmt, bedeutet, daß die elektrische Anziehung außerordentlich groß gegen die 

1) Siehe z. B. H. Starke, Experimentelle Elektriritfttslehxe, S. 898. 
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Gravitation ist und ferner nach {8a), daß die elektroBtatisch gemessene Ladung 
der ponderabelen Materie wegen ihrer Kleinheit sich der Messung entzieh! 
Durch die Angabe des Wertes der Dielektrizitätskonstante im cgs System 
sind alle elektrischen Maßeinheiten auf die mechanischen zurQckgefillirt. 

n. IiaiigBame Bewegung. 

Die statische Seite genügt jedooh zu einer befriedigenden Lösung noek 
nicht. Es muß vielmehr vor allem noch geiieigt werden, daß die Prk 
portionalität der trägen und der graTitierenden Masse eine Folge onsem 
Bildes ist. 



Die kii 
Zu diesem 



matische Bedeutung der Parameter IS(^ ^> ^• 
Zweck müssen wir über den Vektor S eine beetinuut* 
kinematische Vorstellung schaffen. Dieser Vektor muß im leeren Raum dar 
Bedingung div ö = genügen, und da der Vektor der Rotation des Voluman- 
elements eines kontinuierlichen Mediums diese Bedingung erfOllt, erscheint 
es als das nächstliegende, E als die Verdreliung des Volumeuelements und 
seine zeitliche Änderung als die Wir bei gescb windigkeit des von ponderabler 
Materie freien Äthers zu deuten. 

Dort jedoch, wo ponderable Materie sich befindet, muß diese kine- 
matische Beziehung noch ergänzt werden, entsprechend der La place- Polsson- 
schen Gleichung: 

y div ® = — p 
oder 



^(,d.,S,--|'. 



Im freien Äther Ist p — > und deswegen = 

sich befindet, muß Bein 



= 0, dort wo ponderable Maue 



V^, K^, 1'^, die Oesch windigkeiten der Materie. 
Diesen Bedingungen entsprechen wir am einfachsten, wenn wir setzen: 



(11) 



i,-''^- 



c rot D + e 



wo D der Vektor der Strön 
Materie. 



mgsgesch windigkeit des Äthers, 9 derjenige der 



Denn bilden wir mit dieser Ol. 

j.div (S = 



- 57 , so erhalten wir: 







d. h. also ^ '), wenn die SS = angenommen wird, was ja auch licbag 
ist, wenn in keinem Volumenelement eine Dilatation der ponderablen UaUiit 
stattfinden soU. 

Man bemerke, daß nicht $ ^^ D gesetzt ist, d, h, daß nicht vmaar 
gesetzt wird, daß Äther und Materie dort, wo sie zusammenfaUan, dieselbl 
(lesc/iwindigkeit besitzen. 
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In der Tat wird sich ergeben, daß der Äther an der Translation pon- 
derabler Materie nicht teilnimmt, ebensowenig wie das Wasser des Meeres, 
wenn Wellen auf ihm forteilen oder nach einem Bilde von Larmor eine 
Schnur, auf der ein Ejioten sich verschiebt. 

Allerdings schließt die aufgestellt ekinematische Beziehung (ll) eine ge- 
wisse Willkürlichkeit in sich, da noch ein beliebiger Wirbelvektor hinzugefügt 
werden dürfte, ohne das Gesetz von der Erhaltung der Masse hinfällig zu 
machen, was jedoch nur dann getan werden soll, wenn Widersprüche dazu 
zwingen. 

Die Ätherströmung. 

Bei der Darstellung der lebendigen Kraft der Materie als kinetische 
Energie des Gravitationsfeldes soll zunächst als Vereinfachung angenommen 
werden, daß die Geschwindigkeit der Materie klein ist gegen die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit von Störungen im Äther, daß wir also die auf- 
einanderfolgenden Zustände des Feldes als Gleichgewichtszustände ansetzen 
dürfen. Damit schließen wir uns der von Hertz aufgestellten Forderung 
für die zyklischen Systeme an. Betrachten wir als Geschwindigkeit von 
Störungen im Äther die Lichtgeschwindigkeit, so ist dies Verhältnis bei der 
Bewegung der Erde — 10~*. 

Es möge nun die lebendige Kraft der Ätherströmung im unendlichen 
Raum bei einer geradlinigen Translation eines Massenteilchens bestimmt werden. 

Es sind zunächst auszuwerten die Strömungsgeschwindigkeiten im Va- 
kuum, wenn der Vektor der Feldintensität S und die Geschwindigkeit des 
betrachteten Massenteilchens bekannt sind. 

Aus dem Vektor (£ können wir die Wirbelgeschwindigkeiten der Äther- 
strömimg sofort ableiten durch die Gleichung (11 ) 

rot ü = ^- ® - ^ 9S. 
c c 

Aus den später aufzustellenden Bewegungsgleichnngen wollen wir hier 
das Ergebnis vorwegnehmen, daß das Gravitationsmedium inkompressibel ist, 
daß also 

div ö = 0. 

Fügen wir dann noch die Bedingung hinzu, daß die Geschwindigkeiten 
im unendlichen nicht schwächer als das Quadrat des reziproken Radius 
verschwinden sollen, so dürfen wir den Vektor ö aus dem Vektor rot ü in 
folgender Weise ableiten. 

Wir führen einen neuen Vektor K ein durch die Beziehungen 

div a - 0, 

rot Sl = ü. 

Durch nochmalige Anwendung der Operation rot erhalten wir aus der 
zweiten Gleichung 

rot rot Ä = rot ö 

und unter Berücksichtigung der ersten obigen Gleichung (div K » 0) 

rot ö =» — J2t. 
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Eb Ts&an also 



SB Potential der Massen Verteilung rot bestimmt I 

NewtOQScben Integral zu 



(12) 



-- rot j 



'J" 



"J 



Wir nehmen jetzt ein Teilchen von der Masse wi, das sich mit der 
Geschwindigkeit S bewegt. In Ol. (8a) ist festgestellt worden, daB sich 
die ponderakle Materie aus positiven und negativen Ladungen so zusammea- 
setzt, daß im Heaviside-Cohnschen rationalen Maßsystem die Beztehi 

besteht: 



'.-VI- 



(8) 

Bezeichnen wir wiedemm mit ^, die Dithte der elehtrischeu Ladung 
und setzen wir als geometrische Bedingung fest, daß sich Ladung ein« 
Vorzeichens in einer inneren Kugel mit Radius r,, Ladung des andern 
Vorzeichens in der Uußeren Kugelschale mit den Radien r^ und r^ befinden 
und zwar beide mit der konstanten Dichte p, bezw. — p^, so mässeo wir 
die folgenden Bedingnngeu vorschreiben: 

■ s.H-C'i - -J) - *«'^ I - 4XW - 2rf)e„ 



(13) 



Da 



VJ 



•._ri->'i -l/' 



sehr klein ist, kann man sagen, daß die innere Kogel f 

Schale sich um einen winzigen Bruchteil des Volumens unttvfl 
scheidet. 

Die Ausi^rung der zur Bestimmung von D notwendigen Operationai 1 
vereinfacht sich dadurch beträchtlich, daß dis Operation rotation, angewandt I 
auf die Potential abgeleitete ffi — ..- (grad y), den Beitrag liefert. Es gebal 
einen Beitrag zu dem obigen Integral also nur die Geschwindigkeiten i 
Materie. Setzen wir, ohne die Allgemeinheit zu vermindern, Sß„ und S3 •" (VB 
lassen wir also das Massenteilchen nur in der Richtung der x-Achse t ' 
schreiten, so wird zunächst der maßgebende Teil der Rotatioaskomponaiili4 




(11.1 



Innerhalb der i 



I rot D 



Irot u„ = rot ü, — 0. 



I Kugel hat i 



'(■i-^-^-^k- 



82. Sitzung, 22. Februar 1905. 35 

Innerhalb der Kugelschale 



« 



'X 



-2,,(H.-t;_4?)i|i 



Im AuBenraiun 

**x 3,. KTa ^r,j ^^^ 

Durch die Anwendung der Operation rot gewinnen vm* die Geschwindig- 
keiten des Äthers zu: 



Ln Innenraum 



In der Kugelschale 



ö. = 0, 






y m^x 



* rj 43rc * 



Im Außenraum unter Beachtung der Gl. (13): 

»,-0, 

Vi*- 



t). 



I ^8 



m 

z 






Aus diesen Werten der Strömungsgeschwindigkeiten sieht man, daß 
der Äther in der Richtung der materiellen Bewegung ruht und daß seine 
mit der Translation ponderabler Massen verbundene Bewegung nur in einer 
Rotation um die Bewegungsrichtung als Achse besteht, die innerhalb der 
Materie mit konstanter Winkelgeschwindigkeit, aber je nach dem Vor- 
zeichen der Ladung in verschiedenem Drehsinne erfolgt, außerhalb der 
Materie mit einer Winkelgeschwindigkeit, die mit der dritten Potenz des 

Abstandes vom Massenteilchen abninmit. Da 1/— eine sehr kleine Zahl 

(siehe S. 35) und c wahrscheinlich eine sehr große Zahl ist, wird die 
Rotation schon in kurzer Entfemunff unmerkbar sein. 

Mit dem Ergebnis, daß der Äther an der Translation der Materie 
nicht teihmnmt, wird der Tatsache der Aberration des Fixstemlichtes ge- 
nügt unter der nachher betrachteten Voraussetzung natürlich, daß das 
Medium der Newtonschen und elektrostatischen Anziehung auch die Licht- 
schwing^gen vermittelt. 

Die Werte der Strömungsgeschwindigkeiten des Äthers zeigen außer- 
dem, daß die Materie nicht an den Ätherelementen haftet, sondern sich in 
jedem Augenblick aus anderen primären Massen zusammensetzt und das 
Bleibende an ihr die geometrische Bedingung und die Bewegungsform ist 
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Die kinetische Energie. 

Ans den obigen Werten der Greschwindigkeiten können wir die kinetische 
Energie auf folgende Weise ausdrücken durch die Geschwindigkeit der 
ponderabeln Materie: 



OD 



= {/'^^>'^ 



wo ö die Dichtigkeit des Äthers bedeuten möge. 

Mit den Werten der Gl. (lO) wird dieses Integral 



^' " 2 16»»c* 






WO die Strömungsgeschwindigkeiten im negativen Innenraum und der posi- 
tiven Kugelschale zusammengefaßt werden dürfen, da es sich um ihre 
Quadrate handelt. 

Das erste Integral der Klammer hat den Wert f — , das zweite Jn- 



•r. 



tegral ^^ — Die kinetische Energie einer Masse m, die sich mit der 6e- 
sch windigkeit 93^ bewegt, wird also 

2 cM6«*Ly » r« "^ «r«J 2 "" c* r« 6« 2 ' 



Nach 8. 35 ist nun — = — rTöTTo«""' ®^® g^göi^ i außerordent- 
lich kleine Zahl, d. h. die kinetische Energie des Außenraumes ver- 
schwindet gegen diejenige innerhalb der ponderablen Materie, 
obgleich sich die erstere auf den unendlichen Baum, die zweite 
auf ein Atom erstreckt, und wir können die letzte Gleichung verein- 
fachen zu 

(14) fn^-i- 



c^r^ 80« 



a 



Daraus folgt zwischen Masse und Durchmesser eines Elementarteils die 
Beziehung: 






c» 



Weiterhin wird die Konstante — noch ausgewertet werden. 
Best&nde die Masse aus Ladungen eines Vorzeichens, so hätte sich mit 



— =3 1 ergeben 

Y ^ an i 



»*»== ,j 



c^r^^b^ 



und diese Beziehung ist identisch mit dem Besultat der Elektronentheoii« 
für langsame Geschwindigkeiten. 

unsere Annahme bezüglich der Verteilung der Ladungen versohiadMM 
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Vormchens bringt eine gewisse Willkür mit sich, sodaß Gl. (14) wohl 
nur eioe GröBenordnung aDgibt. tmiDerhin ist die Voraussetiung zweier 
Ladungen konstanter Dichte innerhalb des Atoms die einfachata und die 
neueren BetraflitungeD vou J. J. Thomson über die Gleichgewichtsstellungen 
der zu einem Atom gehörigen LoUiingen würde zu schwierigen Fragen führen. 

m. Die FortpflaoBung von Störungen. 

Bisher sind nur Bewegungen betrachtet worden, die langsajn im Ver- 
hältnis y.a der FortpflanzuDgsgeschwindiglieit von Störungen im betrachteten 
Medium sein sollten. Wollen wir nun die Foi-derung erfüllen, daß das 
Gravitationsmedium auch Träger tler elektromagnetischen und der Licht- 
Khwingungen sei und wollen wir den Wert der in den letzten Ergebnissen 
Yorkoiumenden Konstaaten finden, so müssen wir die VoraussetKUng der 
aas lauter Gleichgewichtszuständen bestehenden VerUnderung des Feldes 
&llen lassen und die strengen Bewegungsgleichungen des Feldes aufstellen. 

Es handele sich jetzt darum, aus der vollständigen Form der Energie: 

(1 a) T = ß .iro» + ß dT(ir^ - (£•) 

und der kinematischen Beziehung zwischen S und ü im freien Äther 
(8) ~y^ = crafo 

die BewegungsgleichuQgen und damit die Art der Fortpflanzung von 
Störungen kennen zu lernen. 

Eine solche Ableitung ist für die Elektrizitätslehrc zuerst von Fitz- 
Gerald gegeben worden und in einem Teil von Boltzmanns Vorlesungen 
Aber die Maiwellschen Gleichungen zum Ausgangspunkt, genommen worden. 
Geht man hier analog vor, so ergeben sich BewegungsglcichuDgen , die den 
Ifaxwellschen Hleichungeu durchaus entsprechen, aber wegen des Hinus- 
uichens in der Gravitationsenergie, dem zweiten Gliede in Gl. (la) würden 
in den so aufgestellten Gleichungen die Vorzeichen andere sein. Eliminiert 
man z. B. dann die Feldintensit&t aus den Bewegnngsgleichungen mit Hilfe 
der kinematischen Beziehung, so würde eine Wellengleichung von der Form 
entstehen: ,, 

-£^^»=';' 

Dieser Wellengleichung entsprechen nun aber wegen der ungleichen Vor- 
zeichen auf beiden Seiten keine reell periodischen Funktionen, sondern man 
müßte zur Integration Exponentialfunktionen negativen Arguments ver- 
wenden. Eine eingeleitete Störung würde sich also mit Dämpfung ausbreiten. 

In Wirklichkeit jedoch sehen wir, daß die Störungen in dem Medium, 
das die Gravitation vermittelt, sieb als Licht bemerkbar machen, und daß 
die Lichtschwingungen ohne Dämpfung im freien Äther rein periodisch vor 
Mch gehen. Es scheint also, als ob das hier gewählte mechanische Modell 
versagte. Erinnern wir uns jedoch, daß es sich beim Licht um außer- 
ordentlich schnelle ZustandsBnderungen handelt und bedenken wir, daß der 
iBozyklische Ausgleich bei dieser Schnelligkeit vielleicht nicht möglich ist, 
ebenso wie bei den viel langsameren Schall Schwingungen ein iso thermisch er 
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Ausgleich nicht stattfindet, so werden wir dazu geführt, bei den biUioneD- 
mal in der Sekunde erfolgenden Lichtschwingungec adiabatische Zustandi- 
änderung vorauszusetzen und die auf' S. 6 umgewandelte adiabatische Fom 
der Energie hier zu verwenden. Die Energie nimmt dann nach dem dort 
Auseinandergesetzten die Form an: 



T-ßd,c--+ßd,([r, + ii'). 



Leitet man hieraus und aus der kiuem atischeu Gleichung (8) die B«' 
wegungsgleichungen ab, so gelangt man «u Gleichungen, die den Maxwell- 
sehen in jeder Beziehung entsprechen, und da die elektromagnetJBche Licht- 
theorie wohl beut« unbestritten herrscht, damit zu dem Ergebnis, daß das- 
selbe Medium, welches die Gravitation vermittelt, auuh die Eigenschaft 
besitzt rein transversale Wellen fortzupflanzen utiil /war in der von der 
Optik geforderten Weise. EriaQern wir uns uun noch, doli der Äther, «i» 
auf 8. 39 gezeigt, au der Translation der Materie nicht teilnimmt, so gf- 
winuen wir eine weitere Bestätigung durch die Tatsache der Aberration des 
Piisternlichtes. , 

Es sollen nun zwecks Berechnung der oben gebrauchten Konstante ^ 
die Be wegungsgleichungen wirklich aufgestellt werden. 

Durch Anwendung des Hamiltonschen Prinzips ergeben sich, wie rn»ii 
bei Boltzmann nachlegen kann, die drei Gleichungen 

— -" i, = rot g. 



t den kineuaatischen Gleichungen 

(j = c rot U 

die Maxwellschen Gleichungen im freien Äther und damit alle ihre Folgto 
wiedergeben. 

Difl'erenziert man einen der Gleichnngssätze nach t und setzt ihn in den 
anderen Gleichungssatz ein, ao gewinnt man die bekannten WellengleichungMi 

— -,- ö = rot rot D = — jIO, 

Aus dieser Form der Wellengleichungen sieht man, daß die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit von Wellen im Äther ist: 



Setzen wir diese gleich der Lichtgeschwindigkeit, so haben ' 
-— = (3-10^'')'(cm*sec"*) 
und die oben benutzte Konstante 

'^- = yw' - 9- lO*»' 1,19 ■ 10" = 1,072 ■ 10*'. 
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Setzen wir diesen Wert in das Ergebni 
wir in Grainmea und ZeDtimetern: 



■ Gl. (14) ein, ao erhalten 



{14a) 



DÄY(t'S = »„ . 1,011 . 10-*. 



Die Masse befindet sich bJbo in den Atomen im Ztistande enormer 
Dichtigkeit 

Trotzdem die vorhergehende Untersuehong als leitendes PrinKip allein 
die Mechanik benutzt bat, befindet sie sich doch in engem Anschluß an die 
neueren Versuche einer elektromagnetischen Begründung der Mechanik von 
W. Wien, H. A. Lorent/, J. J. Thomson u. a. Wie allerdings das nicht 
imwichtige Schlußglicd über die Art der Zustandsündening des Äthers und 
damit der Übergang von Gravitation za Elektrostatik in eine rein elektro- 
magnetische Begründung eintreten müßte, kann Verfasser nicht tlberseben. 
Beiden Methoden gemeinsam ist jedenfalls die Anschauung, daß für die 
ponderable Materie die Newtonschen Beweg^ungsgesetze nur uBheruugs weise, 
allerdings mit außerordentlich großer Annäherung erfüllt sind. 



Vierecke mit reohtwinkllgen Diagonalen. 

Von M. Zacharias. 

Die Vierecke, deren Diagonalen auf einander senkrecht stehen, werden 
in der elementai'en Euklidischen Geometrie nicht als besondere Art be- 
handelt. Solche Vierecke wurden zuerst von dem indischen Mathematiker 
Brahmagupta (geb. 598 n. Chr.) betrachtet.') Die von ihm untersuchten 
Vierecke sind jedoch zugleich Kreis Vierecke, so daß wir et^ hier mit einem 
speziellen Falle zu tun haben. In neuerer Zeit ist noch eine andere be- 
sondere Art von Vierecken mit rechtwinkligen Diagonalen behandelt worden, 
nämlich solche, deren Diagonalen zugleich dieselhe Länge haben.*) Über 
den allgemeinen Fall der Vierecke mit rechtwinkligen Diagonalen ist in der 
Literatur wenig zu finden. Sporer bat nachgewiesen, daß diese Vierecke 
die einzigen sind, deren umgeschriebene Rechtecke alle untereinander ähnlich 
sind.') Neuberg hat gezeigt, daß die Spitzen ähnlicher gleichschenkliger 
Dreiecke, die man über den Seiten eines Vierecks mit rechtwinkligen Diago- 
nalen nach außen konstruiert, die Ecken eines Vierecks mit gleich langen, 
aber im allgemeinen schiefwinkligen Diagonalen sind.*) Er erwähnt ferner 
die leicht ersichtliche Eigenschaft, daß die Summe der Quadrate zweier 
Gegenseiten gleich der Summe der Quadrate der beiden anderen Gegenseiten 
ist. Ich möchte heute Ihre Aufmerksamkeit auf einige andere Eigenschaften 
dieser Vierecke lenken. 

ABC'D sei ein Viereck, dessen Diagonalen AC und BD sich in dem 
Punkte F rechtwinklig schneiden (Fig.). Eine merkwürdige Eigenschaft 
dieses Vierecks findet man, wenn man in den Ecken auf den Seiten Lote 
errichtet. Den Schnittpunkt der auf BA in B and auf SA in D er- 
richteten Lote nenne man A^. Durch zyklische Vertanschung der Buch- 



1) Cautor, Geschichte der Mathematik I, lilO. 
a) Collignon, C. R- de rAsaoc. Franv- 1891. S. 
8) Arch. d. Math. u. Phys, (2) IV, 823—334, 
*j Mathesis (2) IV (l»84), 268—271. 
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stabeu A. li, C\ D ergeben sich entsprechende Definitionen der Punkt« } 
Pi lind i>i. Da ABÄ^ und ADA^ rechte Winkel alnd, so ist AA^ i 
Durchmesser des Umkreises des Drfiocks ABB. Entsprechendes gilt i 
den Strecken 5ß,, CC, and /)/J,. Der Umkreis mittel punkt des Dreioi 
ABl) heiße Ma, derjenige des Dreiecks CBD heiüe Mc. BD ist ■ 
gemeinsame Sehne der beiden Kreise. Mithin ist MjM,: _L BD Ol 
jlf.,Jlf,: II AC. Aus der Proportion ÄMt.MAA^ = CiSc■.McC^ folgt dal 
^iCi D AC. Ebenso ergibt sich B,ö, || BD. Das Viereck J,B,C,£>, 1 
also auch rechtwinklige Diagonalen. 

Aus dem eben Bewiesenen folgt femer, daß in den Dreiecken BD 
und B^DjA je zwei entsprechende Seiten parallel sind. Die beiden Di 
ecke sind also ähnlich und ähnlich liegend. BB^, DD, und AA, g<J 




alito durch einen and denselben Ponkt. Da dasselbe für je dreil 
Linien AA,, BB,, CC, and DD, bewiesen werden kann, fo scJtnM 
alle vier rn einem l'unkte. Dieser merkwQrdige Punkt dos Viereclf 
heiße F,. Wenn man in einem Dreieck von einer Ecke i 
den Umkreisdurchmesser zieht, so Hegen diese bekanntlich svmn 
bei^ug auf die entsprechende Winkelhalbierende. Da nun AKM 
des Dreiecks ABD und AA, der Durchmesser deü Umkreises ^ 
AA^ odev Ä i\ symmetrisch zu der Diagonale AC in 
Halbierungslinie des Winkels BAD. Wir wollen deshalb AF^i 
jlfgengerade von AF nennen. Dann können wir den SatE atu 

I, Stehen die bcUlen Diayoruüeit eines Vierecks iiuf t 
so schneiden sich ihre vitr Winkrlgegengeraden in einem 7 

den Punkt F^ gehen noch andere bemerkenswert 
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bezeichne den Sthaittpunkt der Gegenseiten AB unil CD mit S, denjunigen 
von BC und DA mit T. Dann sind Sf, BF und Cf drei durch einen 
Punkt gehende Ecktransversalen des Dreiecks SBC. Nach einem bekannten 
Satze der Dreiecksgeometrie *J gehen die drei Winkelgegengeraden dieser 
Tranaversalec wieder durch einen Punkt, den WinkclgegeniMf^ von F. Die 
Winkelgegengei-aden von BF und CF sind aber if F, und (7F,. i)ie in 
S und T kofistruierkn Winkelgegenfferadi-n von SF und TF liehen also auch 
durdi den Punkt Fi . 

Dieser Umstand führt zu einer einfachen Deutung des Punktes F,. 
F und Fj sind Winkel gegenpunkte der Dreiecke SBC und TAB. Dann 
sind aber F und F^ nach einem bekannten Satze*) die beiden Brennpunkte 
zweier Kegelschnitte, von denen der eine dem Dreieck SBC, der andere 
dem Dreieck TA B eingeschrieben ist. Diese beiden Kegelsclinitte haben 
auBer den gemeinsamen Brennpunkten F und F^ noch zwei gemeinsame 
Tangenten, nämlich AB und BC. Ein Kugelschnitt ist aber schon durch 
die beiden Brennpunkt« und eine Tangente eindeutig bestimmt. Also sind 
die beiden Kegelschnitte identisch. Demnach ist F^ der zweite Bvennpunkt 
eines dem Viereck ABCD eingeschriebenen Kegelschnitts, der den Diago- 
nalenschoittpunkt zum Brennpunkte hat. Der Inhalt des Satzes I laßt sich 
also auch in folgender yorm aussprechen: 

n. stehen die bcidm Diagonalim eines Vierecks auf einander satkreclit, 
HO laß sich i« das Viereck ein Keydschuilt beschreiben, der den ScJmiltpttnkt 
der IHagonalen tum Brennpunkte hat. 

Die einem Viereck eingeschriebenen Kegelschnitte bilden eine einfach 
unendliche Mannigfaltigkeit, die als Kegelschnitt schar bezeichnet wird. In 
der Lehre von den Kegelschnittscharen wird bewiesen, daß das aus den 
(Jeraden AC. BD und ST gebildete Dreiseit für jeden Kegelschnitt der 
Schar ein Poldrelseit ist, und daß die Mittelpunkte aller Kegelschnitte der 
Schar auf der geraden Linie liegen , welche die Mitten der Diagonalen des 
Vierecks verbindet,') Aus der ersten Eigenschaft folgt, daß für den Kegel- 
schnitt mit dem Brennpunkte F die Gerade ST die Polare des Brennpunktes, 
d. h. die Leitlinie, mithin das von F auf ST gefällte Lot die Achse ist. 
ferner ist nach der zweiten Eigenschaft der Mittelpunkt M dieses Kegel- 
scliüittes der Schnittpunkt des eben geniinimten Lotes mit der Verbindungs- 
linie der Diagonalenmitten, Der Punkt f, ei^bt sich sodann sehr einfach, 
indem man FM über M hinau.'i um sich selbst verlängert. 

Es fragt sieb, ob die im wesentlichen gleichbedeutenden Sätze I und 
n umkehrbar sind. Zunächst ist aus dem Vorhergehenden ersiclitlich, daß, 
wenn die vier Gegengeraden der Diagonalen eines Vierecks durch einen 
Punkt gehen, ein dem Viereck eingeschriebener Kegelschnitt mit dem Brenn- 
punkt F existiert. Da die Geraden AC, BD und ST ein Poldreiaeit dieses 
Kegelschnitts bilden, so sind AC und BD konjugiert« Strahlen des au F 
gehörigen Strahlsjstems. Nun ist aber bekanntlich das zu einem Brenn- 
punkte gehörige Ötrahlsystem stets zii'kular, d, h. je zwei konjugierte 
Ötrahlen stehen auf einander senkrecht.*) Mithin ist notwendig AC S- BD. 
Also gilt die ümkehrung: 

1) Steiner, Gesammelte Wecke I, 193. 

ti Steiner, a. a. 0, I, 194. 

8) Schröter, Die Theorie der Kegelschnitte il7. 2713. 

4) Si-hrflter, a. a. IW). 
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Ha. Schneiiien mclt die tiier Winkelgegengeraden eines Viereck» in rinem 
Punkte oder, wus dasselbe ist, läßt aicli in ein Viereck ri»i Kegdsditntt be- 
schreiben, der den ScHniHpurücl der Diagonalen £U einem Srennpunile hat, 
so stehen die Diagonalen des Vierecks auf einander senkrecht. 

Bekanntlich liegt bei jedem Kegelscbnitt der FuBpunkt des voa einem 
Brennpunkte auf eine Tangente gefällten Lotes auf dem Scteitelkreise- 
Daraua folgt: 

m. Stehen in eine>n Viereck die Diagonalen auf einander senkredit, so 
liegen die Fußpunkte der von dem Diagonalenschnittpunkte auf die Seiten 
gefällte» Lole auf einem Kreise. 

nia. Liegen die Fußpunkte der ton dem Diagonal ennclmittpiinkte eines 
Vierecks auf die Seiten gefällten Lote auf einan Kreise, so stehen dir Diago- 
nalen des Vierecks auf einander senkrecht. 

Zum SchluÖ will ich noch vier bemerkenswerte gerade Linien angeben, 
die durch den Punkt F^ gehen. Wenn man in einem beliebigen Viereck 
ABCD in A und B auf AB und in C und D auf CD Lot« errichtet, eo 
bilden die Punkte A' und B', io denen die beiden ersten Lote die Oemdp 
CD schneiden, und die Pimkt« C' und D\ in denen die beiden lettt«n 
Lote die Gerade AB schneiden, ein Viereck A' B'C'D\ das dem gegebenen 
Viereck ähnlich ist. Den Beweis für diese Behauptung will -ich seiner Ein- 
fachheit wegen übergehen. Errichtet man auf BC in B und C und auf 
DA in D und A Lote, so bilden die Schnittpunkte der beiden ersten liOte 
mit DA und der beiden leMen Lote mit BC, die Punkte B", C", D" 
und A", auch ein dem gegebenen Viereck ähnliches Viereck A" B' C"D ■ 
Ist nun ABCD ein Viereck mit rechtwinkligen Diagonalen, so haben die 
beiden ähnlichen Vierecke dieselbe Eigenschaft. 

Da AF eine Höhe des Dreiecks ABD ist, so schneiden sich die beiden 
Lote von B auf AD und von D auf AB in einem Punkte N der Diago- 
nale AC. Da nun AA' \\ ND und AA" \\ NB ist, und da sieb femer AD, 
AN und A"B in einem Punkte schneiden, so ist AAA'A"^ANDB, 
folglich A'A" II DD; ebenso beweist man, daß C'C" \\ DB ist. Die beiden 
Dreiecke A'C"D und A"C'B liegen demnach perspektivisch in 
den unendlich fernen Punkt von DB. Die Schnittpunkte ihrer « 
den Seiten müssen daher in einer geraden Linie liegen, d, h. der Schnitt- 
punkt von A'C" und A" C liegt auf AC. Die beiden Dreiecke A'C'B^ 
und C'A'B sind demnach ebenfalls perspektivisch in hezug auf die Ge- 
rade AC. Die Verbindungslinien ihrer entsprechenden Ecken mttssen alao 
durch einen Punkt gehen, d. h. A'C', A" C" und BB^ treffen sich i 
Punkte. Dasselbe Ififlt sich von A'C, A" C" und DD, beweisen. A'C , 
und A'C" gehen also durch den Schnittpunkt von BB, und DD,, Ab] 
durch J',. Ebenso ergibt sich, daß B'D' und B" D" durch >', gehen J 
Der Punkt F^ ist also der gemeinsame Diagonalenschnit^nkt drr beidexM 
ähnUchen Viererke A'B'C'D' und A" B" C" D" . 
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Über die günstigste Form des Gitterträgers, ein Beitrag zur Theorie 

des Fachwerks. 

Von E. Sandor. 

1. Einleitung. — Die Praxis hat schon längst nachgewiesen, daß 
der Materialaufwand der Tragwerke von der Form des Fachwerkes sehr 
abhängt. Es ist uns jedoch noch nicht gelungen, durch theoretische Unter- 
suchungen auf die günstigste Form zu kommen. Die diesbezüglichen Schwierig- 
keiten sind sehr groß, zumal nicht nur die Zahl der theoretischen, sondern 
auch die der praktischen Variabein sehr groß ist. Außerdem sind einzelne 
Fragen, wie z. B. Wahl der Querschnitte, beschränkte Anzahl der Profile, 
also Ausnutzung des Materials, und damit die Spannungsverhältnisse teilweise 
willkürlich, vom Konstrukteur abhängig; lauter Fragen, die in die Rechnung 
nicht mit hineingezogen werden können. 

Alle Untersuchungen dieser Art können demnach nur mehr oder weniger 
angenäherte sein. 

Mit der folgenden Ai'beit lege ich eine allgemeine Theorie vor; erlaube 
mir aber noch zu bemerken, daß ich bis jetzt die Frage nur teilweise, 
nämlich itlr einen einzigen Belastungszustand gelöst habe, also z. B. für 
ständige Belastung. Dagegen ist die Methode ganz allgemein, also auch 
für statisch unbestinmite Systeme geeignet. 

Die Aufgabe, die ich mir gestellt habe, lautet: 

Es ist die Spannweite eines gegliederten Tragwerkts gegeben. Man soU 
für einen gegebenen Belastungsettstand die Form des FacJiwerkes so bestimmen, 
daß der McUeriaJaufwand womöglich ein Minimum werde. 

2. Die Methode der Lösung. — Das Prinzip der Lösung beruht auf 
der Anwendung des Prinzips der virtuellen Verrückungen, welches besagt, 

Sitsangtberlcbte d. B«rl. Math. Oei. IV. 4 
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daß die Arbeit der äußeren Kräfte £PS gleich der der inneren Kräfte ZS^Js^ 
sein muß. Da 



Asi 



Ei Fi 



wo 5,. = Stablänge, F^ » Querschnitt, jE7, ^^ Elastizitätsmodul des Stabes t 

S- 
und die Beanspruchung tf,. — y,- ^ so ist 



(1) 



£P6 






■2i^<:- 



F^s^ ist der Kubikinhalt des Stabes i (Ki) und E^ bleibt, im Falle daß 
das Fachwerk aus homogenem Material besteht, konstant «» jE7; dann ist 

2P6 - ^ Za^Kt. 

tfi ist, wie schon erwähnt, von vielen umständen, und zwar, abgesehen 
vom Konstrukteur, hauptsächlich von den vorhandenen Profilen abhängig. 
Wir können immer einen Mittelwert ö finden, so daß 

(2) £atK^ « tf*!:^,, und 



(3) 



ö' = -^^- 



Die Bedeutung von ö^ ist sehr einfach. Wenn wir die K^ als parallele 
Kräfte ansehen, welche von einem willkürlich gewählten Punkte die Ent- 
fernungen tff besitzen, dann 
ist ö* die Entfernung der Mittel- 
kraft £Kf vom Punkte 0. Di 
nun ö^ innerhalb gewisser 
Grenzen als wiUkürliche Zahl 
angesehen werden kann, so 
kann auch tf, wenn sich K^ um 
A K^ ändert, innerhalb dieser 
Grenzen, den praktischen An- 
forderungen genügend kon- 
stant angenommen werden, 
und da ZKt » K, der Kubik- 
inhalt des Tragwerkes, so ist 

(4) ZPi - JjT, 

wobei, mit Bücksicht auf das 
Vorhergesagte, nur P, d und K 
als Variable angesehen werdeo 
können. 

Soll K ein Miwirnnm wer 
den, so muß £P6 cm Mmi- 
vnumwerdm. Es herrscht aber zwischen £PS und der Form des Gitterträgen 
ein sehr enger Zusammenhang. 

o) Handelt es sich um gleichßrmig verteilte Belastung, daxu ist P 




Flg. 1. 
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direkt proportional dem horizontalen Abstand der Knotenpunkte des be- 
lasteten Ourtes. 

ß) Die Durchbiegung der einzelnen Knotenpunkte (6) des untersuchten 
Gurtes ist auch hauptsächlich von der Form des Trägers abhängig. 

Führen wir die von Müller-Breslau eingeführten elastischen Gewichte 
(io) ein (die in den einzelnen Knotenpunkten angreifen), so sind bekanntlich 
die Werte d die von den ii^-Lasten erzeugten Momente des einfachen Balkens 
an den einzelnen Knotenpunkten. (Fig. 1.) 

Es seien die horizontalen Abstände der Knotenpunkte des belasteten 
Gurtes (z. B. Untergurtes) a^, a^^ a^^ . . , usw., ff sei die Belastung pro m, 
dann ist nach a) 

(5) P, = (a, + a,)| ; P, = («, + a,)| ; P, = (a, + a,)| usw.; 
so daß 

wo F der Flächeninhalt der in Fig. 1 gezeichneten Momentenfläche ist. 

Um daher die günstigste Form des Trägers zu erhaUen, brauchen wir 
nur F auf ein Minimum zu bringen (bei konst. g). 

Um der Aufgabe näher treten zu können, betrachten wir zunächst 
die tr -Werte. (Es ist selbstverständlich, daß wir, praktischer Rücksichten 
wegen, den Abstand der Knotenpunkte des belasteten Gurtes konstant machen.) 

Betrachten wir einen Gitterträger. Es mögen die Lasten an den 
Knotenpunkten des Untergurtes angreifen. Handelt es sich dann um die 
Durchbiegung des Untergurtes, so ist nach Müll ex -Breslau für den m-ten 
Knotenpunkt, welcher die Entfernung x vom linken Auflager besitzt (siehe 

Fig. 1), 

(7) «'m = *mtg^«-*« + ltg^« + l-AO, 



wobei 



Horizontale, 



^m + l 



Untergurtstabes gegen die 



Untergurtstabes 



m-ten 
die Neigungswinkel des 

m + 1-ten 

m-ten 
die Beanspruchungen des 

m + 1 -ten 

sind, und A ^ die Änderung des von dem m-ten und m -f 1-ten Untergurt- 
stabe gebildeten Winkels d ist. 

Die fOr die Praxis besonders wichtigen Fälle sind diejenigen, bei 
welchen der belastete Gurt 

a) horizontal ist (z. B. bei Brücken), 
ß) geradlinig ist (bei Dächern). 
Für a) ist dann 

(8) «„ = -Ao, 

und für /3), wenn ö^ = ö„^i, auch 

(9) «;„ = - A *. 
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A # ist bfikanntlioh eine liaeare Fanktion der Kotangenten der dem 
m-ten Knotanpunkt benachbarten Dreieckswinkel und der ff-Wert« der dies« 
Dreiecke einschliefiendea St&be. Ganz allgemein kann man w^ bei einer 
gesetzmABigen Gliederung dea Tragwerkes als eine Funktion der die Fonn 
des Tragwerkos chaiakterisierenden Größen a, (J, y, . , . und des Abstanden 
des m-t«n Knotenpunktes vom linken Auflager x ausdrücken, so daB 

(10) ».-«.,?,)•,...;«). 

Zur leichteren Darstellung der Uomentenfl&che dieser Einzellaat«n werden 
wir eine derartige kontinuierliche Belastung Über die ganze ÖAinng des 
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Tifgers legen, welche dieselbe Momentenfl&che hervorruft wie die w-Lastro. 
Diese BelaatungsfiBohe muB so beschaffen sein, dafl der in Fig. 2 gezeichnete 
Fl&cbenteil F^ von « — g- bis * + s" gleicli dem tp^-Werte sei. 

y — ^(x) sei das Gesetz, welches die Belastungsknrve befolgt Es ist 
dann nach dem Satz von Bolle: 



(11) 






(12) 



«-■;<S<« + i, 



H-+^)-*('-n=»(m..- 



Es ist aber frmer 



(13) 



J^(,x)dx - »., 
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oder 

(.4) »(.+i)_*(._;)_/^. 

Betrachten wir Gleichung (12), so folgt -^ — =» al —^ — I und daraus, 
wenn man $ angenähert x gleichsetzt, 

(15) ^„, + C^a^(x), 

Wenn aher tr^ = 0, so ist auch iff(x) ^ 0, und daraus folgt, daß 
ir^ = a'?/;(a?), oder 

(16) y-^(a,) = !J», 

die Gleichung der Belastungskurve. 

Diese Belastung wirke auf einen einfachen statisch bestimmten Balken, 
der die Stützweite l besitze (Fig. 2). 

a) Die Querkraft für einen beliebigen Querschnitt g, der den Abstand x 
von der linken Auflager -Reaktion Ä besitzt, ist 



X 



(17) Q{x)^A-Jydx, 



&) Das statische Moment für denselben Quei*schnitt 



X 



(18) M{x) ^A'X— fy{x — X)dX. 



c) Der von den Momentenordinaten gebildete Flächeninhalt 

l l X 

(1 9) J\ = jM{x)dx « (Ja • X - /y(aj — X)dx1 dx. 





I 



Es ist aber bei symmetrischer Belastung -4 = / ^-^ und y «=» — ^ , 



/ydx 



demzufolge , , ^ 

(20) Fl = yj^ dx -fdxfu,^(x - i) dl , 

wobei o; <= iL in tc;« zu setzen ist. 

Nun erhalten wir aus denjenigen Werten der Variabeln a, |3, 7^, . . ., 
welche JP^ zu einem Minimum machen, die günstigste Form des gesuchten 
Trägers. 

Bemerkung: Wenn wir gleichzeitig noch die Bedingungsgleichungen 

(21) <pi(a, ft y, . . .) = 0, 9j(a, ft y, . . .) — 0, . . . 9,(a, ft y, . . .) — 

erfQllen, so bilden wir bekanntlich, um J\ zu einem Minimum zu machen, 
die FunMion 

(22) ^= J\ + v^fp^ + v,9s + • • • + v.V,, 




ü uü'.' gezogenen Stfibe (2, 3, 13, 9) dieselbe Bponniuig «, 
iV''ir1-5täbo (4, 7) diegelbe Spannung — (i, und die ge- 
' (!,.'>) dieselbe Spannung — f, besitzen. Dann ist: 



£A»~-(a + et)^ 



ist K>^ auch konstant. Eins Änanahme bildet le 

;*»—(*» — "ii^cotgft, +(»8 - O"^*«?» 
+ («it - "ii) «»t« ft + (»1» — »1») cot« Yt. 
+ (»1* — •«) eotg j-g + (ff„ - <f,s) cotg |!, 
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deren erste partielle Ableitungen 

(23) '^ = ^=1^ ^0 

^ ^ ccc dß dy 

gesetzt, uns mit den gegebenen Bedingungsgleichongen diejenigen Werte 
von a^ ß^ y, . , . und v^, v,, . . ., v^ geben, die F^ zu einem Minimum 
machen, fiöls auch die Bedingung erfüllt ist, daß 

(24) d*Sl = ^^da'+--+2^^dadß + -- 

beständig positiv ist. 

Wenn in die Mitte des Tragwerkes ein Knotenpunkt des belasteten 
Gurtes fUUt, also infolge der symmetrischen Anordnung des Tragwerkes, so 
tritt in der Mitte ein tr^^ ein, welches nicht das Gesetz aller anderen w^ 
befolgt. In diesem Falle ist 

(25) ir^ =- Wq + w^{x) 

zu setzen, wobei Wj^(x) dem Gesetze aller anderen ir -Werte folgt, so daß die 
Kurve y = ^(^) bestimmt werden kann. Es wird dann eine Einzellast iTg 
in der Mitte auftreten, deren Moment in bezug auf die Mitte 

(26) ^o = fY 
und deren Momentenfläche 

(27) F,^^-^^^^ 
y^'J ^i 2 2 2 8 • 

Die endgültige Momentenfläche ist dann 

(28) F^F, + F,, 

welche wir zu einem Minimum machen. 

(Absolutes Minimum, das in Wirklichkeit niemals auftreten kann, wftre 
es, wenn 

(29) «) F,^F,~0, ß) F,--F^) 

3. Anwendungen, — Beispiel 1. Es soU die günstigste Höhe h und der 
günstigste Knotenptmktabstand a des in Fig. 3 gezeichneten Faraüdträgers 
emUtteU werden. 

Gegeben: die gleichmäßig verteilte Last pro m. :^; Spannweite: \, 
Untergurt sei belastet. 

Da der Untergurt horizontal ist, folgt 

(30) tr, = - A *. 

Treten nun in den Stäben 1, 2, 3, ... die Spannungen tf^, (^, <rs9 • . • au^ 
so ist (wenn E der Elastizitätsmodul des Materials ist) nach Müller-Breslau 



(31) 



E A^ =» {o^ — tf,) cotga + (pi — a,) cotgy + 
+ i^A - ^i) cotg ßi + (^4 - tfft) cotgyi + 
+ (^B — «'s) cotga, + (tf, — <l9)ootgft. 
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Da nun aber 

ootg y =- cotg yj = 0, cotg a = cotg «j «-■ cotg a^ 

cotgß = cotgft = cotg ft — I , 
so folgt: 

(32) £ A # = (tfi - ff,) ^ + K -•«)? + ("6 - «6)^ + K 



a 







Fig. 8. 



Nehmen wir an, daß alle gezogenen Stäbe (2, 3, 6, 9) dieselbe Spannung tf, 
die gedrückten Obergortst&be (4 , 7) dieselbe Spannung — q^ und die ge- 
drückten Vertikalen (1, 5) dieselbe Spannung — ^ besitzen. Dann ist: 



und 
(33) 
und 
(34) 



«»-«t 



*« = "» tf 1 •- <»5 = — ^> 



ff, — — ^i 



Es sei Qi konstant; dann ist w^ auch konstant. Eine Ausnahme bildet ie 
in der Mitte, wo 

f £ A Oj - (ffg - ff,i) cotg ut + (ffg - ffj,) cotg Yi 

+ ("la - «ii) CO*« ft + (ffi, — ff«) cotg ys 
+ (ffi4 - «1») cotg y, + (ffi4 - ffjj) cotg ß, 
+ («1» - *i5)cotg«, 4- (ff„ - ff„)cotgyT. 



(35) 
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Da nun 



V^ ^ I cotg y^ = cotg yg = cotgyg = cotg y^ = 0; 

so folgt 

.B A e, = - 2(p, + «») J _ 2(^1 + «r)f , 

w* = - A O^ = -^ [(?, + ff) J + (?i + ff) J] 



(37) 



<'l3 = <'l6'=""^«» «^l» = «'U =• — ^1 



a 






Es ist also ic?;^ =» tr^ + Wq, wobei 



(38) 



w. 



i[(ei + «)J + 2(e, + <»)y- 



Demnach ist unser statisch bestimmter Balken durch die Einzellasten tr^ 
gleichmäßig belastet (siehe Fig. 3) und zwar mit der konstanten Belastung 

pro m. Die Momentenfläche (Durchbiegungsfläche) derselben ist eine 



a 



w. 



Parabel mit der Pfeilhöhe |j)/«r=|-^? und dem Flächeninhalte 



8 



a 



(39) 



Fi = yi*v-iii^^ 



l* U). 



m 



12 a 



Außerdem ist unser Balken in der Mitte durch die Einzellast w^ belastet^ 

tu l 

deren Maximalmoment *» -^ -^ , und deren Momentenfläche 



(40) 



2 8 



Es wird daher die ganze Biegnngsflftche 

J = j, -r -r, = t»-| 
(41) 






Ist die Felderzahl 



w, so ist a =■ — und 



(42) J.= Xl»l[l^(p, + .) + ^(^, + .) + (?l+^*«]. 

Es tritt f&r die Variabein h und n ein Minimum ein, wenn 



(«) lf=^'i 



il(9, + ') + ^^^l 



i« ----- + (ft + «») T 
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und 



(44) 



dF 



n ^* jE 
Aus Gleichling (44) folgt 

(45) 

ist Qi = Qi, dann ist 

(46) n = ^yi 

Aus Gleichung (43) folgt: 



2h 



n' 



+ 



i 



= 0. 



n 



h 



m 



+' 



(p. + ff) ' 



oder n = 0,7 V- = 0,7 



(t) 



Qi+^ 



(47) ^ = 

Ist Q^ = ^2) d^^^ ist 




(»' + '')(i+Ä)¥ 



Aus Gleichung (45) erhält man "^''-[J]-^ = n y>/2 . Dies in Gleichung (47) 
eingesetzt, ergibt: 

Dieses Resultat müssen wir für die Praxis umwandeln. Wir sagen 

einfach: es ist zweckmäßig n so klein wie möglicJi anzunehmen. Es gut dann 

für h die Gleichung (47) oder (48). 

Bemerkung: Daß für die Variahein h und n die Funktion F an der 
dF dF 



Stelle 



p, = -K— = wirklich ein Minimum wird, das zeigen a) die zweiten 



partiellen Ableitungen von F nach h und n; ß) die daraus gehildete 
Hessesche Determinante. Nämlich , da | ^i | < | <f | und | ^s | <[ | <f | » so ist 
fELr jeden . positiven Wert von h und n 



(49) 







d*F 


d^F 


dh* ^"' 


d^F 


dh^ 

d*F 


chdn 
d*F 






dhdn 


an« 



>o. 



Ist 2 der kleinste Wert von w, so ist nach Gleichung (48) -j =» 0,54 

der größte Wert von -y. Für n = 10 ist -^ = 0,195. 

Es seien z. B. 

/ = 10 m, so ist h « 1,95 m, 

; = 36 „ „ „ Ä «= 7,05 „ 



1= 100 



n 1^ n 



h = 19,5 



«• 



Beispiel 2: Es soll die günstigste Neigung der FüUungsstäbe eines ParäHel" 
trägers von der Höhe h und der Feldlänge a uniersucht werden. 
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Voraussetzungen: Der Untergurt sei belastet, x sei die horizontale 
Verschiebung der Knotenpunkte des Obergurtes gegen die des Untergurtes. 
Dann ist für den Knotenpunkt m (siehe Fig. 3), wenn wieder die gezogenen 
Stäbe die Spannung tf, die gedrückten Obergurtstäbe die Spannung — p, 
und die gedrückten Vertikalen die Spannung — q^ besitzen: 

(50) ^ A -^ ^ (^2 + (y)cotg«' - {q^ + (r)cotg/3' - {q^ + ^jcotgy' 

— (^1 — 9%) cotg a' + (tf + ^g) cotg j3' + (tf — <r) cotg y' 

== ~ cotgaX^i +tf)~(?i + <y)cotgy' = -(^i + (y)(-J + -7^ 

Und da w^ = — A -d", so ist w^ utuibhängig von x, also von der Neigung 
der FüUungsstäbe. 

Für die Mitte gilt nun 

jB A d;t = - (^, + (r)cotg/3' - (^, + tf)cotga' 

— {q^ + <r) cotg y —{qi — q^) cotg 90® 

— (^1 — Qi) <5otg 90® — (^1 + <r) cotg y ' 

— (^2 + ^) co^g ß' — (99 + ^) ootg a 

= — 2(e2 + tf)cotg/3' — 2(^, + <r)cotga' 

— 2(^1 + a)cotg/ 

= - 2(^, + a)ootgß' - 2(^, + <y)| - 2(^, + cr)^? 
oder 

(51) i; A d, « - 2(^2 + er) cotg j3' - J [a?(^, - q,) + a(^, + ö)]. 

Setzen wir q^ ■* ^2» ^^ ^^^ 

(52) ^ A »t = - 2(^ + a) coi« /3' - -^^ (^^ + ff). 

Wie wir gesehen haben, sind alle anderen tr^ -Werte von ß' und x unab- 
hängig; da ir^. => — A'^A ist, so wird die Durchbiegungsfläche für denjenigen 
Wert der Variabein ß' ein Minimum, für welchen A ^i^ ein Minimum wird, 
oder wenn cotgß' ein Minimum oder ß' ein Maximum wird. Für diesen 
Fall haben aber die FüUungsstähe gleiche Neigung. 

c) Beispiel 3: Es soU hei horizonfaHem Untergurt die günstigste Form 
des Obergurtes ermittdt werden. 

Voraussetzungen: a) Die Felderbreite a sei konstant; ß) die Füllungs- 
stäbe seien teils vertikal, teils diagonal; y) die Kräfte greifen am Untergurt 
an. In diesem Falle ist wieder tr^ = — A '^, und (siehe Fig. 4) 

JE A ^ = — (?, + <r)cotga — (e2 + <^)cotgj3 

- (^1 + tf)cotga, + (^2 — ^)cotgft 

+ (a + Qi)cotgcc^ + (<y — tf)ootgj32 

== (^1 + ^) (cotg «2 - cotg (3) — (^1 + <r)cotgai + (^ + ei)cot«rA 

^ (^1 + ^)(^ - a) ~ (^1 + <^)cotgai + (^2 - ^coi^A- 



(53) 
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Da aber — = cotgßi (siehe Fig. 4), so ist, wenn q^ = q^ 

(54) EA^^iQi + a) (cotg ß^ — cotg aj. 

Die allergünstigste Form des Obergurtes ist aber diejenige, bei welcher 
A ^ = oder 



(55) 



«1 = ^1- 



Also müssen die Dreiecke Ä^A^B^^ .^^3^3, .. . gleichschenklig sein. 

Setzen jwir A^B^ = iJq, B^B^ = B^B^ = . . . = «, so folgt A^B^ + B^B^ 

== \B^* ^ A^B^ =^ y\, oder 1^ + o* = yj; ebenso J^J + a^ — 3^==3^ + 2a^ 
und im allgemeinen y^^^ y\-\- na^. Da na = rc die Abszisse ist, so folgt: 

(56) yl =yl + xa. 

Die Efidpunkte der y- Werte liegen daher auf einer Parabel. 




Fig. 4. 



Wenn die Endyertikale y^ = 0, so ist die Gleichung der Parabel 



(57) 



yl == na^ = xa. 



Hieraus ersieht man^ daß mit dem Wachsen von a auch die PfeiUiöhe 
der Parabel wächst. Für die Mitte des Trägers aber trifft dies wieder nicht 
zu. Für diese Stelle ist nämlich (siehe Fig. 4) 

p A ^, = 2[- (^3 + a)cotgl3' - (^2 + (r)cotga' - {q^ + tf)cotga; 
Nehmen wir wieder angenähert ^i » ^2 ^ ^^ folgt: 

^ A ^4 = — 2(^1 + 6) (cotg/?' + COtgttj). 

Da ß' durch yj^_^ schon festliegt, wird A ^j^ und damit auch tr^ um so 
kleiner^ je größer a^ wird. 
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Anwendungen der Hasaenredoktionen nach Reye and nach Poinsot, 

Von R. Skutscb. 

Z'^ei Massensy Sterne heiQen nach Reye') Squivatent hinsichtlich ihrer 
Trägheitsmomente, wenn die leteteren für jede Ebene des Raomes den 
gleichen Wert haben. Die Massensysteme haben dann auch gleiche Schwer- 
punttslage und gleiche Masse, Unter dem EinfluÜ gleicher oder statisch 
äquivalenter') Kräftesysteme — also nach vorstehendem auch ihres Gewichts — 
und gleichen Bedingungen unterworfen, führen sie die gleichen Bewegungen 
aus und fdr die Bestimmung etwaiger Ileaktionen haben die nämlichen 
Gleichungen Geltung. 

Jeder starre Körper ISBt sich nach Reye durch mindestens 4 Massen- 
punkte äquivalent ersetzen, und zwar liegen dieselben in den Ecken eine* 
beliebigen Äntipolartetraedera zum (.'ulroannschen Zentralelüpsoid. Wird 
der Körper zur ebenen Scheibe, so wird eine Achse dieses Ellipsoids Null, 
und es genügen zum Ersatz schon 3 Massenpunkte in den Ecken ein« 
L Antipotardreiecks zur Culmaanschen Zentralellipse. 

Daß Reyesthe ÄquivalenKen , wie Routh') bemerkt, oft mit Vorteil 
angewendet würden, den gegebenen Körper mit einem anderen zu \-ertauschen, 
dessen Bewegung sich leichter finden IsBt, scheint die Literatur nicht zn 
bfist.ltigen. Routh selbst gibt — in autTallendem Gegensatz zu dem Reich- 
tum an Beispielen äquivalenter Systeme im Kapitel ,,Trilgheitsmoment*" — 
nur 2 ziemlich dürftige dynamische Anwendungen des Scheibenersatzes nnd 
diese merkwürdigerweise in dem Kapitel von der ebenen Bewegung, trotzdem 
„eigentlich" kein Fall ebener Bewegung vorliegt und bei solcher, wie wir 
sehen werden, die Reyesche Äquivalent Oberhaupt ihre Bedeutung TBllij; 
verliert. Von räumliehen Anwendungen wüßte ich in der Tat nur deo 
Ersatz des symmetrischen Kreisels durch i Massenpnnkte nach Poggendnrff 
und Koppe anzuführen. Da Hen- Koppe^J eine rotierende Scheibe — 
von gleichen Hauptträgheitsmomenten — betrachtet, so nimmt er die i 
Punkte selbstverständlich in der Scheibenebene an and zwar gleichmSSig 
verteilt auf dem Umfang eines Kreises, der den polaren Trägheit^halbmesstT 
j der Scheibe zum Halbmesser hat, und jeder Massenpunkt erhSit den vierten 
Teil der gesaminteii Scheibe nmasse m. Es bedeutet aber kaum eine Komplikation 
der Betrachtung, wenn man der Schwungmasse auch noch ein endlichM 
Trägheitsmoment mi' inbezug auf die zur Kreiselachso senkrechte Schwer- 
ebene zuschreibt. Man braucht dann nur noch einen flbiften Massenpunkt 
im festen Punkte Ä der Kreiselachse, der den Schwerpunktabstand a liabe, 
anzunehmen, die vier übrigen aber nunmehr in der Antipo Ureben» /u A, 
i. h. in der Entfernung - - von der Schwei-ebene, Von der Masse m «ntflUt 

n Zeitachr. f. Mathem. u. Phye. 1865. Bd. X S. 433, 

i) Zwei Kräfte sjflteme heißen äquivalent oder besser BtatJBch äquivalent, w«nn 
jedem von ihnen ein und daeaelbc KräftesTütem Gleichgewicht h&It, g. z. B. Somoff, J 
etatik 11 8, 323. 

S't Dynamik der Systeme starrer KOrper 1. 1S9S. S. 186. 

*) Zeitechr. f, d, ^ys. u. ehem. Unterr. IV. Jahrgang, 1880/91, S, 74. 
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der Bmchteil ■■ , ■ ., ■ m auf den festen Punkt, der Reat auf die übrigen 
4 MasBeDpuuktti, die infolgedessen nunmehr auf einem Kreis vom Halbmesser 



— — ^ — ■ j anzunehmen sind. 

Bei der Bewegung einer trägen Scheibe in ihrer Ebene ') kommen nur 
die 'Trägheitsmomente um Achsen senkrecht Kur Scheibe, d. h. die polaren 
Trägheitsmomente, in Betracht. Infolgedessen genügt hier nach einer ge- 
legentlichen Bemerkung von Poinsot'), die nie beachtet worden zu sein 
scheint, eine viel einfachere Äquivalenz, die ich im Gegensatz tu derReyesohen 
die Poinsotsche nennen will. Die polaren Trägheitsmomente zweier Scheiben 
stimmen nSmlicb offenbar überein, sobald es die Masse in und die polaren 
Trägheitsmomente mi' um den Schwerpunkt tun und die Schwerpunkte 
zusammenfallen. Man kann also z. B., da vier Bedingungen zu erfüllen 
sind, eine träge Scheibe durch 4 Massenpunkto ersetzen, deren Lage man 
willkürlich angenommen hat. Diesen Weg schlägt neuerdings Herr Witten- 
bauer') ein, um z. B. die Massonwirkung der Pleuelstange beim Kurbel' 
trieb graphischer Behandlung zugänglich zu machen. Es kommt in solchem 
Fall, wo mehrere Scheiben gelenkig aneinander hängen, nicht auf weitgehende 
Beschränkung der Ersatzpunktc an der einzelnen Scheibe an, da die Ver- 
legung von Massenpunkten nach den Gelenken den Vorteil mit sich bringt, 
daß die Punkte schlieBhch doch paarweise zusammenfallen. Nach Poiasot 
kann man freilich jede beliebige Scheibe schon durch zwei Mussenpunkte 
m, und »Ä, ei-setzen und dabei sogar noch die Lage des einen von ihnen 
wilUtürlich annehmen. Der zweite muß dann selbstverständlich auf der 
durch den ersten bestimmten Schwerachse liegen und zwar auf der andern 
Seite des Schwerpunktes >S', Bezeichnet man ihre Schwerpunkts abstände 
mit a und b, so mufi zunächst sein 



n»i (a + b) = 



', + b 



Das Trägheitsmoment der beiden Massenpunkte inbezug auf den Schwer- 
punkt ist j 

n»,«* + m,6* = m ^^j^^ + m ^'' ' ^ = mab. 

Da dies gleich »Ji' sein soll, so hat man 



Die beiden Punkte liegen also invers inbezug auf einen Kreis mit 
dem Halbmesser i und dem Mittelpunkt S. Die so einfache Erkenntnis von 
der gegenseitigen Lage dieser beiden Keduktionspunkte und der Verteilung 

Ij Auf welche Körpers; steine die folgenden Betiachtongen anwendbar sind, 
bleibe hier aneiärtert. Jedenfalls gehören dazu alle solchen, welche eine Symmetrie- 
ebene purallel zur Ebene der Bewegung haben, d. h, die überwältigende Mehr- 
zahl der technischen Eoutruktionen. 

2) Liouvilles Journal ISäT, 8ur la percuMion des corpa S. 391. 

S) ZeiUchr. f. Mathem. u. Phya. m04. Bd.bO, S. CT. Auch Heim Wittenbaner 
scheint die PoinBOtsche Bemerkung unbekannt geblieben zu sein. 
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t QuBerordentlicb fuisvhiiuUcheD LOsangen der e 



der Masse auf sie fttlirt i. 
schUgigen Aufgaben. 

Schon Poinsot leitet die reduziert« Pendellänge des physigchei 
daraus ab. Legt man uünilich den einen Redaktionspunkt in den Auf- 
bängnngspunkt, dessen Entfernung vom Schweq>unkt u sei, so liegt der 
andere in der Entfernung — unter dem Schwerpunkt. Da der erstere als 
ruhend auf die Bewegung keinen EinüuB hat, so wird das physis^rhe Pendel 
Äum mathematischen mit der Pendelifinge a H 

Die Reaktionen an der Aufliängungsachse des physischen Pendels sioj 
in der techniflchen Mechanik für die Berechnung der CÜockenstühle wichtig. 
Dia Formeln von Kopeke und Keck für diese Kräfte wurden von Henri 
Schupmann') durch ein schönes Diagramm der Auflagerdrucke erg&nxt 
Die bisher gegebenen, nicht gerade übersichtlichen Ableitungen können ver- 
mittels Poinsotscher Massenreduktion ganz erheblich vereinfacht werden. 
Unter Beibehaltung der obigen Bezeichnungen haben wir in den Aufhängung»- 
punkt den Brufhteil "Fir^ *" ^^'^ Gloekenmasse m zu legen, im Schwingongs- 

r Aufhängung die Uaase 



mittelpunkt aber, d. h. im Abstand 



?M:J 



»■ + 



^ m anzunehmen. 



Den Auflagerdruck kanu man aus zwei Komponenten zusammensetuin, 
deren eine, von »t, herrührend, unveriluderlich gleich m^g und senkrM'bt 
abwärts gerichtet ist, wahrend die zweite, der Auflagerdruck des mathe- 
matischen Pendels mit der Masse tn,, noch zu bestimmen ist. 

Ein mathematisches Pendel von der Masse ?n, und der Länge I schwinge 
bis zu einem Winket y über der Horizontalen aus. Im Augenblick, wo es sich 
um den Winkel tp unter der Horizontalen befindet, ist seine lebendige Kraft 
bzw. die von der Schwerkraft geleistete Arbeit 

"''g- ^tn^glisintp -^smy). 

Die Auflagerkraft, die heim ttiathemafist^hcn Pendel selbstverstSodlich 
in die Richtung des Pendels fallt, setat sich zusammen aus der Zentrifugal- 
kraft — 'j— und der in die Pendelrichtung fallenden Komponente m^.Qsin^ 
der Schwerkraft, sie ist also 

2 nijj (sin tp -\- sin y) -\- m^g sin 9 = m^g (3 sin ip + 2 sin y). 

TrBgt man ihre Wert« von einem Pol aus auf den einzelnen Pendel- 
richtungen ab, so erhält man ein Diagramm der Auflagerkräfte deis mathe- 
matischen Pendels und zwar der Gleichung zufolge in Gestalt einer Pasc atschm 
Schneckenlinie. Die Auflragung gestaltet sich sehr einfach, da die Endpunkte 
der von aus zunächst abzutragenden Strecken 3 m^^sin tp auf einem durch 
gehenden Kreis liegen und der zweite positive oder negative Summand 
SiDjjr sin y unveränderlich ist. 

1) Deutsche Banzeitung ISTü, S. 
SchnpmannHchen Diagramms hat Uei 
Ing 1904 geliefert. 
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Dieses Diagramm gilt aber nach obigem auoh für das physische Pendel, 
nur daß hier noch die vertikale Komponente m^g hinzuzufügen oder mit 
andern Worten der Auflagerdruck nicht vom Pol aus, sondern von einem 
in der Entfernung m^g senkrecht darüber liegeuden Punkt zu messen ist. 

Nach der vorstehenden Darstellung erscheint es nicht gerade glücklich, 
wenn z. B. Autenrieth^) vorschlägt, sich die ganze Masse des Pendels im 
Schwingungsmittelpunkt vereinigt zu denken. Will man überhaupt den 
Schwingungsmittelpunkt als Beduktionspunkt auffassen, so ist es nur einer 
von zweien, der zweite liegt im Aufhängungspunkt, und die Gesammtmasse 
ist nach bestimmtem Verhältnis auf beide verteilt zu denken. 

Ein im Schwingungsmittelpunkt eines physischen Pendels befindliches 
Massenelement fi bewegt sich so, als ob es von den übrigen Massen- 
elementen unabhängig und nur an seine Bahn gebunden wäre. Infolgedessen 
muß seine in die Bahntangente fallende Schwerkraftkomponente dauernd 

mit der Massenkraft — jii ^^ im Gleichgewicht sein. Für alle andern 

Massenelemente dagegen trifft dies, wie leicht zu bestätigen, nur in dem 
Augenblick zu, in welchem sie einen durch den Schwingungsmittelpunkt 
und durch den Aufhängungspunkt gehenden Kreis passieren, dessen Mittel- 
punkt mit letzterem in einer Höhe liegt. 

An der im Jahre 1875 im Kölner Dom aufgehängten Kaiserglocke zeigte 
sich die eigentümliche Erscheinung, daß der Klöppel relativ zur Glocke 
sich gar nicht bewegte, sondern stets in der Mittellinie derselben verharrte. 
Herrn Veltmann^) gelang es alsbald, das seither allgemein bekannt 
gewordene „Problem von Glocke und Klöppel" zu lösen; er stellte die 
Lagrangeschen Bewegungsgleichungen zweiter Art in den Koordinaten q> 
und 9)|, den Elongationen der Glocke und des Klöppels, auf und fand 
das Kriterium für das Versagen der Glocke, indem er 9> = 9>i setzte. Über 
die Diskussion des Sonderfalles <p =^ (Pi haben aber auch die aufgestellten 
Differentialgleichungen, soweit endliche Schwingungen in Betracht konmien, 
nicht hinausgeführt, und in das Wesen dieses Sonderfalls gewähren die 
vorstehenden Betrachtungen einfacheren, aber zugleich auch noch tieferen 
EinbHck. 

Wir nennen zur AbktLrzung den Klöppel Pi, die Glocke Pn, Ai den 
Aufhängungspunkt von Pi imd das System, welches entsteht, wenn Pj 
in Äi statt gelenkiger Aufhängung steif mit Pq verbunden wäre 1^ n- I^er 
kritische Fall der Massenverteilung kann offenbar dadurch definiert werden, 
daß beim Schwingen des Systems Pi, n in der Befestigungsstelle Äi des 
Klöppels kein biegendes Moment auftritt. Einen allgemeinen Ausdruck fär 
dieses Moment gestattet die Poinsotsche Reduktion der Klöppelmasse sofort 
hinzuschreiben. Da m^ mit Äj zusammenfällt, so kann das Moment nur 
von der im Schwingungsmittelpunkt von Pi vereinigt zu denkenden Masse 
m^ herrühren. Ist l ihre Entfernung von J.i, v ihre augenblickliche Geschwin- 
digkeit und a der augenblickliche Ausschlag von Pi^n^ so ist das fragliche 
Moment , 

J£ -» iw,n^ sin a — j- j . 

1) Technische Mechanik S. 435. 

2) Dinglers Polyt^chn. Journal 1876 S. 481. 
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Nach den obigen ÄusfOhrutigei) koim aber dieser Ausdruck ilauen>d 
nur datiu gleich Null sab, wenn sich »i, im Scbwiagxmgsmittelpunlrt ron 
Pi, u beiladet, d. h. es mutt hierzu der Scbwingungeniittelpimkt von Pt mit 
dem vou Pj^ u Kusammen fallen. 

Herr Veltniann hatte, wie das seine Methode naturgemSß mit sich 
brachte, nur die Abmessungen der Massensysteme Pt und Pn in die Recbnnng 
eingeMhrt. Zwischen diesen Abmessungcu besteht aber im kritischen Fall durch- 
AUS keine übersichtliche Beziehung, und nur der Umstand, dafi die Ma^e des 
Klöppels sehr klein gegen die Masse der Glocke ist, ermöglichte ihm scblieBlicfa 
eiae einfache Formulierung, und nwar die, daß der Sehwiiigmigsmitt«lpunkt 
Ton Pi nahezu mit dem von P„ zusammenfallen müsse. Die hier vorgeführte 
Betrachtung liefert dagegen das völlig neue Ergebnis, daB der Schwingungs- 
mittelpunkt von Pi genau mit dem von Pj, n zusammenfällt, also natflrlicfa 
bei verhältnismaBig leichtem Klöppel auch annUhernd mit dem von Pu. 
Sei bstversttLnd lieb liegt zwischen Heim Veltmanns Endformel und der hier 
mitgeteilten Beziehung nur eine elementare Umrechnung, aber die Möglichkeit, 
Herrn Veltmanns Endformel so sehr viel eleganter za gestalten, ist eben 
bisher nicht erkannt worden. Es mag auch betont werden, daQ die neue Be- 
trachtungsweise sieb im Gegensatz zu der Veltmannschen ohne Komplikation 
auch auf mehrfache Pendel anwenden lUSt. Hängt P| an Pu, Pn än Piu 
und so fort, und verwandelt .man alle Aufhängungen in starre Befestigungen, 
so müssen fUr den kritischen Fall die biegenden Moment« in allen diesen 
Befestigungsstellen verschwinden. Das ist aber nur möglich, wenn der Reihe 
nach der Schwingungsmittelpunkt von Pi zusammenfallt mit dem von Pt.Ui 
dieser mit dem von Pi, u, m und so fort. 

Über die einer ebenen Scheibe durch Momentankräft« erteilte Bewegung 
liefert die Poinsotsche Eeduktion ebenfalls AufscfaluB in ansuhanlichster 
Form. Es handelt sich hier zunächst um die Zuordnung von Impuls und 
Momentanpo), femer um die Feststellung der durch einen gegebenen Impul» 
hervorgerufenen Winkelgeschwindigkeit der Scheibe. Man falle vom Schwer- 
punkt S der Scheibe das Lot auf den Impuls, dessen Fußpunkt A als erster 
Reduktionspunkt diene. Dann liegt der zweite mit ÄS = a auf dem n&m- 
licben Lot in der Entfernung - jenseits des Schwerpunktes. Nun kSnnes 
die Qesühwindigkeiton von A und B jedenfalls nur die Richtung des Impuls«! 
haben, weil sich sonst bei rechtwinkliger Zerlegung die Summe der Bewegongs- 
größen senkrecht zum Impuls von Null verschieden ergeben müßte; iet 
Punkt B kann aber andrerseits auch keine GeschwindigkeitBkomponente 
senkrecht zu AB haben, weil sonst die Moment«nsumme der ßewegungS- 
größen inbezug auf A nicht verschwiLndo. B ist also Momentanpol, w&hrend 
die in A befindliche Masse .,j_ -, die gesamte Bewegungsgröfle des Impuls« 
enthält, ein Umstand, der natürlich sofort die Geschwindigkeit von A und 
damit die Winkelgeschwindigkeit der Scheibe hinzuschreiben gestattet. 

Diese Beziehungen sind zu einfach, als daß ihre Ableitung Gelogeoheit 
bieten könnte, die durch Poinsots Reduktion erreichbaren Vorteile ins Liobt 
zu rücken; das nachstehend behandelte Beispiel dürfte dazu geeignetei 

Bereits Poinsot hatte die Reduktion benützt, um die Bewegung ein« 
ebenen Scheibe zu ermitteln, mit der plötzlich ein Massenpunkt gekoppelt 
wird. Diese Anfgabe kann als ein Sonderfall der folgenden angesehen werden: 



I 
I 
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Zwei komplanar bewegte ebene Scheiben werden plötzlich mit einander 
fest verbunden. Die Bewegung nach der Koppelung ist zu ermitteln. 

Es gelingt leicht, die beiden Scheiben auf zwei zusanmienfallende 
Punktepaare zu reduzieren. Errichtet man nämlich in den Schwerpunkten 
der beiden Scheiben S und T auf ihrer Verbindungslinie Lote i und j Von 
der Länge der Trägheitshalbmesser, so findet sich leicht auf ST der Mittel- 
punkt eines Kreises, der durch die Endpunkte von t und j hindurchgeht. 
Die beiden Schnittpunkte ^ und B dieses Kreises mit ST haben offenbar 
die Eigenschaft, daß ' 

AS'SB^i^ ÄT'TB^j*, 

sie können also gleichzeitig zur Reduktion der ersten, wie der zweiten, also 
natürlich auch der durch die Koppelung entstehenden neuen Scheibe ver- 
wendet werden, und es mögen dabei auf die Punkte Ä und B von der 
Masse der ersten Scheibe die Teile m^ und m^, von der der zweiten die 
Teile n^ und n^, fon der durch die Koppelung entstehenden Scheibe also 
die Teile m^ + n^ und f»j + w, entfallen. 

Zerlegen wir jetzt den Impuls der ersten Scheibe vor der Koppelung in 
zwei Komponenten titit;^ und m^v^ senkrecht zu ^^ und eine dritte (m^ -\- m^) v 
in Richtung von ÄB^ ebenso den der zweiten Scheibe in die drei Kom- 
ponenten fii w^^ ^ *^si (^1 4~ ''s) ^1 ^^ ergeben sich die entsprechenden 
Impulskomponenten fdr die durch die Koppelung entstehende Scheibe durch 
Addition beziehentlich zu wij v, + «i Wi , »4 «^j + Wj w^ , (>Wj 4- m^) v + 
(fi| -|- u^) w und die betreffenden Geschwindigkeitskomponenten sind 

^i + »»« 4- Wi + »s 

Mögen noch die Worte hier Platz finden, mit welchen Poiusot selber 
fElr seine Massenreduktion und ähnliche Betrachtungen eintritt: 

L'esprit humain ne s'avanee guere qu'a Taide de ces idees plus simples, 
ou de ces instruments plus commodes, qu'il imagine et qu'il manie, pour 
ainsi dire, avec plus de facilite. 



Bemerkung su dem Vortrage „Über eine qnadratisolie Kongruenz''. 

Von P. Zühlke. 

Einer gütigen Mitteilung des Herrn Lampe verdanke ich die Kenntnis 
der Tatsache, daß die in meinem Vortrage vom 14. Dezember 1904 be- 
handelte Kongruenz bereits 1814 — 1815 untersucht worden ist. In G e r g o n n e s 
Annalen t. V, p. 220 findet sich unter den gestellten Aufgaben auch die 
Frage nach den Zahlen, in deren sämtlichen Potenzen die n letzten Ziffern 
der Reihe nach dieselben sind wie die n letzten Ziffern der ursprünglichen 
Zahl. Die Aufgabe wird in den drei a. a. 0. S. 309 — 327 abgedruckten 
Lösungen (Tedenat, Fran9ais, Oergonne) reduziert auf die Frage nach 
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allen n-ziffrigen Zahlen, in deren Quadraten die n letzten Ziffern wieder die 
urspriinglidie Zahl bilden; diese Frage wird ausfEQirlich beantwortet. Da sich 
die von mir vorgetragene elementare Lösungsart von der in Tedenats 
Antwort benutzten Methode nur wenig unterscheidet ^ so soll die oben 
(S. 10 dies. Jahrg.) angekündigte Publikation als zwecklos imterbleiben. 

Auf die Stelle in Gergonnes Annalen ausdrücklich aufmerksam zu 
machen, erscheint mir im Interesse einer endgültigen, historischen und sach- 
lichen Erledigung der Aufgabe um so notwendiger, als £e genannte Stelle 
trotz ihres beträchtlichen Umfanges bisher gänzlich unbeachtet geblieben 
zu sein scheint; sie wird weder in den oben S. 10 angeführten, noch in 
den von Herrn Meißner im Arch. d. Math. u. Phys. (3) 8, 1905, S. 332 
mitgeteilten Arbeiten, die sämtlich erheblich später erschienen sind, erwähnt. 
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Herausgegeben vom Vorstande der Oesellsoliaft. 
35. Sitznng am 31. Mai 1905. 

Vorsitzender: Herr Knoblaue h. 

Anwesend: 25 Herren. 

Der Antrag des Vorstandes, daß die nach dem 1. April eintretenden 
Mitglieder, soweit sie in Berlin und den Vororten wohnen, ftlr das laufende 
Gesellschaftsjahr nur die Hälfte des Jahresbeitrags zu entrichten haben, 
wird angenommen. 

Herr Salkowski: Zur Bestimmung solcher Raumkurven, für welche 
zwischen Krümmung, Torsion und Bogenlänge eine gegebene Gleichung be- 
steht (s. u.). 

Herr Hessenberg: Neue Begründung der Sphärik (s. u.). 

Fortsetzung der Diskussion über den von Herrn Skutsch in der letzten 
Sitzung gehaltenen Vortrag. 

36. Sitznng vom 28. Jnni 1905. 

Vorsitzender: Herr Knoblauch. 

Anwesend: 26 Herren. 

Herr Fleck: Über Darstellung ganzer Zahlen als Summen von positiven 
Kuben und von Biquadraten ganzer Zahlen. 

Herr Rothe: Über das Problem der Bekleidung einer Fläche mit einem 
biegsamen, unausdehnbaren Netz. 



Heohanisclie und elektrische Hasse. 

Von H. Reißner. 

Zu dem auf S. 23 — 39 dieses Jahrg. der Sitzungsberichte d. Berl. 
Math. Ges. unter dem obigen Titel veröffentlichten Vortrag ist in bezug auf 
den letzten Abschnitt, der von der „Fortpflanzung von Störungen" im Äther 
handelt, eine Berichtigung nachzutragen, die Verf. um so lieber anbringt, 
als sie den Ergebnissen der Arbeit eine größere Abrundung und Ungezwungen- 
heit verleihen dürfte. 

Auf S. 23 der Einleitung findet sich die Behauptung, daß eines der 
Hilfsmittel zur Erfüllung der Forderungen der Abhandlung die notwendige 
Hypothese sei, daß zwar für die statischen Kräfte zwischen Massen die 
Zustandsänderung des Zwischenmediums isozjklisch, dagegen für die schnellen 
Feldänderungen des Lichtes adiabatisch sei. Diese Hypothese ist jedoch 
nicht notwendig, und es läßt sich zeigen, daß die Fortpflamung von Störungen 

SiUnngaberiobU d. B«rl. Math. Om. IV. 6 
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im AOier »ach denselben GescUtn (den Maxie Hl sehen eMiri mat/ntiivJ 
Grundiße'whwtgen) erfolgt, sowohl Kenn die Zusiandsändirmig des ÄÜitn\ 
adiubittisdi, läs auch toenn dieselbe isozi/klisdi rar sidi gthl. 

Der Irrtimi des Verf., daH jene Hypothese notwendig sei, rührt voB' 
einem falschen Ansatz des Hamiltonschen Prinzips her. Das HaaiiltoBScbti 
Prinzip lautet hekanntlich: 

Die Variation des Zeitintegrala der Summe von kinetischer Energie' 
und KrUftefunktdon zwischen festen Endlagen soll verschwinden, wenn ent- 
Hprechende Lagen der Taniert«n und der nnvariierteci Bahn zu denaelhen 
Zeiten durchlaufen werden. 

Nun stimmt aber nicht nur die kinetische Energie der Parameter in 
beiden Fällen der verschiedenen Zustandsllnderungen überein. soudem aadi 
die Kräftefunktionen haben in den Parametern und Konstanten ausgedrückt 
völlig übereinstimmende Werte und zwar aus folgenden Gründen: 

Auf S. 29 u. 37 meines Vortrags ist darauf hingewiesen, daß die 
Energien der z;klisch<>n Bewegung in den Fällen adiabatischer uod isozykU- 
scher Zustandsänderung sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden, dt 
man sie uuter Vernachlässigung kleiner GröSen in der Form schreiben darf: 



\ 



dT, 






d'Ti, 



Hertz') zeigt nun, daß die KräftefunktioD der adiabatischen Bewegung gleich 
der Abnahme der Energie der zyklischen Bewegung, diejenige der iso- 
zyklischen Bewegung gleich der Zunahme der Energie zu setzen ist 
dieser und der vorhergehenden Bemerkung folgt sofort, daß die beides 
Kräftefunktionen miteinander übereinstimmen. 

Da also sowohl kinetische Energie der Parameter als auch Kräfte' 
funktion in beiden Fällen identisch sind, muß das Hamiltonsche Prinxip 
l^" beide Arten der Zustandsänderung auch dieselben Bewegung^gleichun^'eii 
liefern, und diese sind, wie wohl zuerst Fitz-Gerald') abgeleitet hat, Jii 
Maiwellscheo elektromagnetischen Gruudgleicbnngen. 

Die Übereinstimmung des Hamiltonschen Prinzips mit seinem SysleiD 
der Mechanik hat Hertz allerdings nur für adiabatische Systeme bewMseBf 
indem er die von Hamilton verlangt« Variation bei festgehaltenen ~ 
werten aller, auch der zyklischen Koordinaten, in eine solche mit fMt- 
gehaltencn zyklischen Uomenten verwandelte.') An das Auftreten konser- 
vativar Systeme mit isozyklischer Bewegung bat Hertz offenbar nicht ge- 
dacht, sonst hätte er wohl darauf hingewiesen, daß das Hamiltontcbt 
Integral bei isozyklischer Bewegung mit dem Zeitintegral der gesamUn 
kinetisch vorgesteUten Energie und also mit dem Inhalt seines Grundgesetm 
identisch ist.*) Denn eiuesteils ist die Summe von kinetischer Energie Ars 






1) Hertz. Priac, g 066, S. 241. 
8; Fitz-Ocrald, .Scientific writingg I 
IcHUngen i1ber die Maiwellache Theorie Bc 
3) Hertz, Princ. § 63». 3, So». 
*) Hertz, Princ. § 368, S. 177. 




82. Sitzung, 22. Februar 1906. 63 

Parameter und Kräftefunktion bei isozykliscber Bewegung bis auf eine 
Konstante mit der Gesamtenergie übereinstimmend, andererseits ist die ün- 
Terrückbarkeit der Ghrenzen durch die Vorschrift konstanter zyklischer Ge- 
schwindigkeit von selbst erfüllt. 

Allerdings scheint es zunächst, als ob das isozyklische System kein 
freies sei, für das allein ja das Hertz sehe verallgemeinerte Trägheitsgesetz 
gilt, weil auf die Grenzen des Systems äußere Kräfte wirken müssen, um die 
zyklischen Geschwindigkeiten konstant zu halten. Man braucht jedoch auf 
die zyklischen Koordinaten im Unendlichen keine Kräfte wirken lassen und 
wird dennoch die Bedingung des Isozyklismus mit unendlich großer An- 
näherung erfüllen, wenn die Feldintensitäten im Unendlichen in der von 
der Potentialtheorie verlangten Weise verschwinden. Unter dieser Bedingung 
darf also das isozyklische System wie ein freies behandelt und das Hert zi- 
sche verallgemeinerte Trägheitsgesetz auf dasselbe angewendet werden. 

Eine weitere Zusatzbemerkung betrifft Nr. 3 der Ergebnisse auf S. 23. 
Es war dort, sowie auf S. 36 Gl. (14) ein bestimmtes Verhältnis von 
Masse und Durchmesser des Massenatoms gefordert worden, damit die Pro- 
portionalität zwischen träger und gravitierender Masse gewahrt bleibe. «Eine 
solche Beziehung für das Massenatom ist nicht notwendig, wenn schon bei 
den einzelnen Ladungen, aus denen sich die ponderable Materie zusammen- 
setzt, das von der Elektrouentheorie verlangte Verhältnis zwischen Ladung 
und Durchmesser besteht, sodaß Gl. (I4a) S. 39 keine notwendige Beziehung 
darstellt, sondern nur die auch von der Elektronentheorie geforderte Be- 
ziehung S. 36 unten ,, 

für die reine Elementarladung gelten muß, die sich auch in der Fonn 

schreiben läßt: 

♦n = 5 nyw^ • r^ == 1,68 • 10*^ r^. 

Zum Schluß möchte Verf. noch erwähnen, daß ihn außer den auf 
S. 23 u. 39 angeführten Schriftstellern zu der Abfassung des vorliegenden 
Aufsatzes ganz besonders das Referat von Drude') über Femwirkungen, 
die Heavisideschen Analogien^ zwischen Gravitation und Elektromagnetismus 
und das Referat von Zenneck') über Gravitation angeregt haben. 

Außerdem stehen öftere Gespräche des Verf. mit Herrn A. Wohl in 
Beziehung zu seiner Arbeit, Z. B. stammt von Herrn A. Wohl die durch 
chemische Gesichtspunkte gestützte Bemerkung, daß die Gleichgewir^htsstellung 
der Moleküle ermöglicht werde durch die Hinderung des Abströmens der 
Energie des Binnenätbers, oder anders ausgesprochen, daß die Ungültigkeit 
des Newton sehen Gesetzes für molekulare Entfernungen herrühre von einer 
veränderten Bedingung der Zustandsänderung des Äthers. 

1) P. Drude, Über Femwirkungen. Ref. f. d. 69. Vers. d. Nat. u. Ärzte 
1897 Wied. Ann. 

2) 0. Heaviside, Electromagnetie Theory. Vol. I, p. 465. 

3) Zenneck, Gravitation, Encyklop. d. math. Wissensch. 
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Zur Bestimmung aller Raumknrven . für welche zwischen Krammimg, 1 
Torsion und Bogenlänge eine gegebene Crleichang besteht. 



1. Eiae Gleichung 



/■(«, », s) = 



zwischen der Krömmung k, der Torsion t und der Bogenlänge s definiert 
eine Klasse von unendlich vielen Raunikurven. Lie') bat die endlichen 
Gleichuiigen dieser Kurven durch Quadraturen gefunden, indem er sich 
imaginärer Bestimmungsstücte bediente. Es ist möglich, in einer großen 
Reihe von Fällen die Aufgabe durch reelle Bestimmungsstücbe zu lAsen, 
wenn man dabei eine gewiase geometrische Zuordnung zweier RaumkurreD 
zueinander zu Hilfe nimmt, 

2. Eb seien a, y, i die Koordinaten eines Punktes einer Baumkum) 
% ihre erste, i ihre zweite Krtlinmung, ds ihr Linienelement, rfir der Winkat 
zweier Tangenten, die' der Winkel zweier Binorraalen in bena4!hbart«B 
Punkten. Dann ist 



dt ~' 



(1) 

Der Kurve (jr, y, i) sei eine zweite (X, Y, Z) so zugeordnet, duB ia 
entsprechenden Punkten die Tangenten einander paraillel sind; d.S, K, T Btl 
Linienel erneut, Krümmung und Torsion der /weiten Kurve. Zwischen d«B 
beiden Kurven bestehen die Gleichungen 

. <i^ dx ^p _<[X ^ = 'i^ 

'■^' ds" <iS' ds ~ d5' rf« ds' 

Da die entsprechenden Tangenten parallel sind, so sind es auch 4it 
Schmiegungsebenen ; die llauplnomialen und mit ihnen auch die Binonnolen 
in entsprechenden Punkten sind daher ebenfalls parallel und gleich oder 
entgegengesetzt gerichtet. Da die Rechnung für den zweiten Fall sich im 
wesentlichen nur durch das Vorzeichen von dem ei'sten unterscheidet, so »d 
in der Folge immer angenommen, daB die Binormalen und Hauptjiormiüen 
in entsprechendeu Punkten gleidi gerichtet sind. Für die zweite Kum 
haben dann du> und dw' dieselbe Bedeutung wie für die eiste; es itt' 
daher: 



(3) 



dS" 



-is-''-- 



Gleichungen (1) und (3) folgt unmittelbar 
xrf.' = ÄrfS, T</s = rds 



Ans dl 

w 

und hieraus: 

p) 



1) 8. Lie, Bestimmung oller Ranmkurveu, deren KrtliomungHradina, TonioM? J 
radial und Bo(;en1&n(fe durch eine beliebige Kelation verknüpft Bind. Christi] 
Videnibabü'Selskaljetij Korbsndlinger Nr. III. 6 8. 



36. Sitzung, 31. Mai 1906. 65 

d. h.: Sind zwei Baumlmrven so aufeinander bezogen^ daß in entsprechenden 
Pimktcn ihre Tangenten parallel sind^ so ist das Verhältnis von Krümmung 
und Torsion bei beiden Kurven dasselbe. 

Diese Beziehung ist schon von Herrn N. J. Hatzidakis^; aus den 
Frenetschen Formeln durch Rechnung hergeleitet worden. 

Aus (2) und (4) ergeben sich die Gleichungen: 

%dx « KdX, xdx = TdX, 

(6) xdy = Kd r, zdy = Td T, 

xdz^KdZ, xdz^TdZ. 

3. Alle Kurven, welche in entsprechenden Punkten mit einer gegebenen 
Kurve {x^ y^ z) parallele Tangenten besitzen, können durch Quadraturen 
gefunden werden. Setzt man nämlich 

ir=9(s), 

wo g)(s) eine beliebige Funktion von s bedeutet, in das erste System der 
Gleichungen (6) ein, so ergeben sich X, F, Z. 

Dies Problem ist übrigens identisch mit der schon seit langem er- 
ledigten Aufgabe, alle Kurven zu bestinunen, die eine gegebene sphärische 
Indikatrix der Tangenten besitzen.^) Dabei versteht man unter der sphäri- 
schen Indikatrix die Kurve, die dadurch entsteht, daß man durch den An- 
fangspunkt der Koordinaten zu den Tangenten der Kurve die Parallelen 
zieht und diese Linien mit der Einheitskugel zum Schnitt bringt. Offenbar 
haben alle gesuchten Kurven die durch die gegebene Kurve bestimmte 
Indikatrix. 

4. Den Kurven einer Kurvenklasse, die durch ihre natürliche Gleichung 

(7) /-(x, t, s) = 

definiert ist, kann man jede Kurve des Baumes durch parallele Tangenten 
zuordnen. Eine Ausnahme bilden, wie aus Gleichung (5) leicht ersichtlich 
ist, die allgemeinen Schraubenlinien 

=» const., 

die sich nur einander zuordnen lassen. Diese mögen hier außer Betracht 
bleiben. Es seien (X, Y, Z\ die Koordinaten eines Punktes einer beliebigen 
Raumkurve, als Funktionen eines Parameters u gegeben. Bildet man dann 
K, T, S als Funktionen von u, so kann man aus (7) in Verbindung mit (5) 
X und T als Funktionen von s und u bestimmen: 

(8) X = 9(5, m), t = t(;(.<?, m). 

Diese Gleichungen, zusammen mit (7) und (4), bestimmen dann in der vor- 
gelegten Klasse diejenige Kurve (x, y^ z\ deren Tangenten in entsprechenden 
Punkten zu denen der Kurve (X, F, Z) parallel sind. Die Bestimmung 

1) N. J. Hatzidakis, Om nogle Konsekvenser af Frenet's og Broners Formler. 
Nyt TidBBkrift f. Math. Bd. 13, Nr. 3. 

2) Vgl. z. B. Scheffers, Einführong in die Theorie der Kurven. S. 240. 
Leipzig 1901. 
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dieser Kurve erfQrdert im allgemeinen die Lösung der gewöhnlichen Differential- 
gleichung 1. Ordnung 

(9) (p{s,u)ds==^K^du. 

Ist die Lösung dieser Gleichung bekannt: 

(10) s = x(u), 

so findet man die zweite natürliche Gleichung der Kurve durch Elimination 
von u aus (8) und (10), während durch das System (2) ilire endlichen 
Gleichungen, d. h. die Ausdrücke von x, y, e sich mit Hilfe von Quadraturen 
ergeben : 

(11) x^j-^sdu, y^j-^s'du, z^j-^s'du. 

Der Strich bei der Funktionsbezeichnung bedeutet wie üblich die Ableitung 
nach u. Da zu jeder Kurve (x^ y, z) im Baume unendlich viele mit 
parallelen Tangenten zugeordnet werden können, so erhält man durch die 
Gleichungen (11) alle Kurven der vorgelegten Klasse. 

In einer großen Anzahl von Fällen vereinfacht sich die Gleichung (8) 
so, daß das Problem durch Quadraturen allein gelöst wird. 

Dies sind die Fälle, auf die zu Anfang hingedeutet wurde, in denen 
man die Kurven einer Klasse durch reelle Bestimmungsstücke ausdrücken 
kann. Einige Beispiele dafOr mögen hier angeführt werden. 

5. 1) Kurven konstanter Krümmung, bezw. konstanter Torsion. 

Ist 

X = const., bezw. t =» const., 

so erhält man aus (6) die Formeln 

a;=»-^ JKX'du, bezw. a: = i j TX'du, 

y - i fxrdu, y = i JlTdu, 

z^^- jKZ/du, z^^ JTZ'du. 

Sie sind zuerst von Herrn J. N. Hatzidakis^) mitgeteilt worden. 

2) Die Kurven zu bestimmen, für welche zwischen erster und zweiter 
Krümmung eine gegebene Gleichung 

(1-2) f(»«,t) = 

besteht. 

Aus (12) und (5) erhält man x imd r als Funktionen von ti, so daß 
die gesuchten Kurven durch die Gleichungen 

x=^f~X'du, y^f-^-T'du, z-f^Z'du 



1) J. N. Hatzidakis, Über invariante Differentialausdracke. Joom. f. Math. 
Bd. 104, S. 101—116. 
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oder durch die gleichbedeutenden 

x^i^X'du, y^f^Y'du, z^J^Z'du 

dargestellt werden. 

Speziell ergeben sich die Koordinaten eines Punktes der Bertrand- 
sehen Kurven 

in der Form 

X =^ j{ÄK + BT)dX = Ä I KdX + B I TdX 

y = j{AK + BT)dY == A j KdY + B j TdY 

^ I (AK + BT)dZ = A I Kd Z + B I TdZ. 

Die auf der rechten Seite an erster Stelle stehenden Integrale stellen 
die Koordinaten für einen Punkt einer Kurve konstanter KrOmmung, die 
an zweiter Stelle stehenden ebenso von einer Kurve konstanter Torsion 
dar, die mit der ersten in entsprechenden Punkten parallele Tangenten 
besitzt. Aus der Form der Gleichungen ergibt sich der Satz: 

Wenn man die entsprechenden Punkte zweier Raumkurven, von denen 
die eine konstante Krümmung, die andere konstante Torsion besitzt, und 
die überall parallele Tangenten haben, miteinander verbindet und «die Ver- 
bindungsstrecken nach einem beliebigen, aber festgewählten Verhältnis teilt, 
so liegen alle Teilpunkte auf einer Bertrand sehen Kurve. 

An Stelle der Kurven konstanter Krümmung und konstanter Torsion 
kann man in obigem Satze auch allgemeiner zwei beliebige Bertrand sehe 
Kurven setzen, die sieh durch parallele Tangenten aufeinander beziehen lassen. 

3) Die Kurven zu bestimmen, für die das Verhältnis der 1. und 
2. Krümmung eine bestimmte Funktion des Bogens ist 

Die gegebene Gleichung laute 

J = m. 

Hieraus und aus (5) erhält man s als Funktion von u und damit x^ y^ z 
nach Ausführung von je einer Quadratur. 

Eine spezielle Klasse dieser Kurven bilden die geodätischen Linien auf 
Kegelflächen, die durch die natürliche Gleichung 

- ^ ms + n 

X 

charakterisiert sind, und deren endliche Gleichungen sich demnach in 
der Form 

1 C^' d /T\ , 1 CY' d /T\, 1 CZ' d /T\. 

^^TnJ^'duKKr''- y-mJwTu\Kn^ '-wJs'MKr'' 

ergeben. 

4) Die Kurven zu bestimmen, für die 

if (X, t) = f{8) 



68 SitzuDgsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft. 

ist. Dabei bedeutet H eine homogene Funktion von der Ordnung 1. 
Dann ist 



x^=- 



m 



wobei F eine aus H in bestimmter Weise hervorgehende Funktion bedeutet. 
Nach (5) ist: 

und daraus ergibt sich 

'Ix 

m 



X = 



Vi' 



tpiu) 

so daß auf Grund von (4) s durch eine Quadratur als Funktion von ti 
bestimmt werden kann. Die Gleichungen (2) ergeben dann x^ y, z durch 
weitere Quadraturen. 

Spezielle Fälle unserer Annahme sind die Gleichungen x =» f{s\ hzw. 

T = f{8). 

Daß das Verfahren auch dann vielfach zum Ziele führt, wenn die 
Eurvenklasse durch eine Differentialgleichung definiert ist, möge das folgende 
Beispiel zeigen. 

5) Die sphärischen Kurven sind durch die Differentialgleichung bestinmit 



X ds ) "^ 



Eine beliebige Raumkurve (X, Y, Z) bestimmt eine sphärische Kurve 
mit parallelen Tangenten (x, ^, ») durch die Gleichungen (4) und (6). 

so ist dtf das Bogenelement einer Kurve konstanter Torsion 1, die mit x 
durch die Beziehung 

d»- 

X ^ rftf« ^ 

verbunden ist. Hieraus ergibt sich 

— = uisin<y + J5costf, 

X ' 

oder wenn man 

A B 

-;- : = COS a, - - — = sm a 

yÄ*+B* yÄ*+B^ 

einfahrt, 

Aus der Bedeutung von a folgt, daß a ohne Beschränkung der Allgemein- 
heit gleich Null gesetzt werden darf, so daß 



- - Yä^ + B^ sin tf 
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wird. Der Radius B der Kugel ergibt sich aus der Gleichung 



es ist also 
Damit wird 




— : ij = sin tf , 



in Worten: 

Bas Verhältnis des Krümmungsradius einer sphärischen Kurve zum 
Radius der Kugel ist gleich dem Sinus der Bogenlänge einer Kurve von der 
konstunten Torsion J, welche mit der sphärischen Kurve in entsprechenden 
Punkten parallele Tangenten hat. 

Der Bogen 6 ist demnach gleich dem Winkel, den der Kugelradius 
nach einem Kurvenpunkte mit der Ejünmiungsachse dieses Punktes bildet. 

Die endlichen Gleichungen der sphärischen Kurve ergeben sich in 
der Form: 



X 



^BJ K^cdX, y^ BJ KsinadY, z ==^ B j KsimsäZ, 



6. An Stelle der benutzten Zuordnung von Raumkurven zueinander 
durch parallele Tangenten kann man zur Bestimmung der endlichen Glei- 
chungen von Kurvenklassen mit wesentlich gleichem* Erfolge andere Ver- 
wandtschaften setzen, wenn diese einfache Beziehungen zwischen den Be- 
stinmiungsstücken der Kurven von der Art der Gleichungen (4), (5) und (6) 
ergeben. Beispielsweise könnte man diejenigen Kurven suchen, deren Tan- 
genten in jedem Punkte den Binormalen einer gegebenen Kurve parallel 
sind. An Stelle der Gleichung (5) tritt dann die folgende 

X i; 

t'^ K' 

Die zu integrierenden Funktionen nehmen dann andere Formen an, die 
im einzelnen Falle vielleicht den von uns erhaltenen vorzuziehen sind. 



Nene Begr&ndnng der Sph&rUL 

Von Gerhard Hessenberg. 

Die Aufgabe, die nichteuklidischen ebenen Geometrien mit ausschließlicher 
Benutzung ebener Axiome, also ohne räumliche Betrachtungen, elementar 
zu begründen, ist unlängst von Herrn Hilbert fCLr den Fall negativen 
Krünmiungsmaßes gelöst worden, und zwar zugleich mit Vermeidung des 
archimedischen Axioms. ^) Der Vortragende hat den Fall positiver Krümmung 
in einer demnächst in den Mathematischen Annalen erscheinenden Arbeit 



1) Neue Begründung der Bolyai-Lobatschefskjschen Geometrie. Math. 
Ann. 67. Abgedruckt in „Grundlagen der Geometrie", 2. Auflage. 



70 



SitKun gäbe richte der Berliner Hatheujatisclien GeaellscfaafL 



erledigt und gibt im folgenden einen zweiten Weg an, der von seiner znenl 
gefundenen Methode nicht unwesentlich abweicht. Auch hier bleibt du 
archimedische Axiom unbenutzt. Will man überhaupt Stetigkeitsbetraohtungea 
KulasBcn, so gibt es bereits in der Differentialgeometrie einen bekannten 
Weg, um aus rein ebenen Betrachtungen zu den Fomiein der nichteuklidi- 
Beben Geometrie zu gelangen. 

Es ist seit langem bekannt, daß die Scbivierigkett einer „zweidimeo- 
sionalon" Begründung der Spbärik sich auf ilen Beir(-i,v des priyelUiren Fun- 
liamenlnlsalzes konzentriert Von ihm ans gelangt man nach Staudt und 
Lüroth zur Definition des Wurfes und zum Rechnen mit Würfen. Die 
trigonometiischen Fnnktionen lassen sich dann als Würfe definieren. Eine 
Darstellung dieses Weges ist mir in der Literatur nicht begegnet; es soll 
daher im zweiten Teil des Vortrages eine solche gegeben werden. D«0 
aber die Tatsache au sich bekannt iat, geht z. B. daraus hervor, daS auch 
Herr Dehn sie kürzlich ohne Literaturangabe angeführt hat.') 

Um den projektiven Fundament-alsatz zu beweisen, genügt es, im Be- 
sitze des Pascalschen SchlieQuugssatzes zu sein, da sich die Figur des 
Desarguesschen Satzes ans drei Pascalschen Konfigurationen susaimnen- 
setzen läßt. Ein Beweis dieser Behauptung erscheint demnScLst in den 
äfatbema tischen Annalcn. (Das umgekehrte ist, wie Herr Eilbert gezeigt 
hat, nicht der Fall. Die allgemeine Pascalsche Konfiguration läßt sich 
nicht aus Desarguesschen Konfigurationen zusammensetzen). 

Mein in den Annaleu erscheinender Beweis des Pascalschen Satict 
ist auf die Geometrie von positiver Krümmung zugeschnitten , and zwar 
auf die eigentliche „SphSrik", in der zwei Gerade sich zweimal sehneiden. 
Der hier gegebene Beweis ist dagegen für die euklidische und die btidm 
Formen der elliptischen Geometrie zugleich gültig; nach Einführung unend- 
lichfemer Punkte läßt er sich auch in der Lobatschefskjscben Geometrie 
durchführen, doch dürfte da der von Herrn Hilbert eingeschlagene Weg 
den Vorzug größerer Einfachheit besitzen. Ich will noch erwähnen, dafl 
meine beiden Beweise durch eine einfache Transformation auseinander her- 
vorgehen. 



I 

1 



Be 



1 Pascalschen Satzes. 



1. Als Winkel (p, g) zweier drradcn p, q definieren wir den WinktJ I 
iweier llalbpiniden von p und q, die im Sinne des Uhrzeigers aufeinander 1 
folgen und dabei nicht durch die andern Halbgeraden getrennt sind. D«r 1 
so definierte Winkel ist also positiv und spitz oder stumpf. Ist P ein | 
Punkt auf ji, Q ein Punkt auf q und A der Schnittpunkt von 
ist ^ (p, q)=--^{AP, ÄQ) gleich -^(PAQ), wenn dieser im Sinn« 1 
des übrzeigers gemessen wird; dagegen ist -^(AP, A*^) gleich dem I 
Supplement von ^(^PAQ), wenn der Sinn dieses Winkels dem des Uhr* | 
zeigers entgegenge.setzt gerichtet ist.*) 

2. Sind 6, c, p, q vier Gerade durch einen Punkt A und -^ (p, fc) "- (e, fl),"! 
so nennt man b, c Gegengerade in bezug auf p, q. Es sind duin i 

1) Ober den Inhalt sph&riBcbei Dreiecke, Math. Ann 60. 
S) Speziell sind <^ (p, q) und <; (g, p) .Supplemente I 
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Pf 9 Gegengerade in bezng auf 2>, c. Man kann die Gegengerade von p 
in bezag auf 6, c durch folgende, vom Parallelenaxiom unabhängige Kon- 
struktion finden: Ein Punkt P «af p werde 
an b und c nach P^ und P^ gespiegelt. Dann 
halbiert q den Winkel Pf,ÄP^^ wie sich durch 
Vergleichung der Winkel an Ä leicht ergibt. 
Da aber ^P^=»-4P=»-4P^, folgt sofoiii weiter, 
daß q die MiUelsenkrechte von P^ und 
P, ist. 

3. Spiegeln wir nun einen Punkt P an 
den drei Seiten a, &, c eines Dreiecks ABC^ 
nach P^, P^, Pg, so laufen die drei Mittel- 
senkrechten von P^^Pf^^ P^ durch einen Punkt Q 
und sind die Gegengeraden von P-4, PJ5, PC 
in den drei Ecken des Dreiecks. Wir nennen 
Q den Gegenpunkt von P in bezug auf ABC, 
Da P zugleich der Gegenpunkt von Q ist, 
sagen wir auch: P und Q sind ein Paar von 
Gegenpunkten in bezug auf ABC, 

4. P, P^ und P^ sind die Spiegelbilder 
von P^ in bezug auf AC^ CQ und Qui, also 
ist B der Gegenpunkt von P^ in bezug 

auf AQC {BP^BP, - 5P,). Daher ist ^{BQ, CQ) - ^(^ft P,Q). 
Ist umgekehrt <^(-BÖ» <^ö)="^(^Ö. -Pftö)» -P* das SpiegelbUd von 
P an &, und PA die Gegen- 
gerade von QA in bezug j 
auf 6, c, so folgt daß Pf,A a ^JP 
und BA Gegengerade in 
bezug auf AQj AC, femer 
Pf,Q und BQ in' bezug auf 
QA, QC, mithin P^ und 
jB Gegenpunkte in ACQ 
sind, woraus wir rückwärts 
schließen, daß P und Q 
Gegenpunkte in ABC sind. 

5. Wir beweisen nun 
folgenden Hilfssatz: 

I) Sind zwei unter 
den drei Geradenpaaren 
von einem Punkt Q nach 
den drei Gegeneckenpaaren 
eines vollständigen Vierseits 
Gegengeraden zueinander, 
so sind sie auch Gegen- 
geraden in bezug auf das 
dritte Paar. 

Drei Seiten ded Vier- 
seits seien mit a, &, c, ihre Schnittpunkte mit A, B, bezeichnet. Die 
vierte Seite m schneide a, &, c in ü, F, W, sodaß AU, BV, CW die 




l 



p. 



Fig. S. 
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Geganeckeapaare sind. 
QC, QW, also 




Nach Voraussetaimg sind QB, QV Gegengerade xa 

Ist in A, B, C der Gegenpunkt P von Q konstruiert, und an b nacli P, 
gespiegelt, so ist •^(se,C(^)=<t{y4«,J',(y), also ^(^9, P,Ö)=-^:(eH',^r), 
woraus wir uach 4. folgerjt, 
daß P auch in bezug auf 
A V W der Geganpuntt 
von Q ist. 

ht umgekehrt der 
Gegenpunkt von Q in 
ABC und AWr der 
gleiche, so ist 
■^(QB,QCf)^-^(AQ,Pjlf) 

also sind QB, Q V G^en- 
gerade zu QC, QW. 

Den Gegenpunkt P 
kann man nun auch alt 
Mittelpunkt des Kreises Q^ 
Q^, Q^ konstruieren, wenn 
Va' Qt^ Qt >i""'l> Spiege- 
lung von Ö an a, fc, c 
, QC, QW, so ist P auch 
T SpiegdbUdtr von Q lirjwi 
auf einem Krtiit- 
Aus der Symmetrie 
dieser Beziehung in 
bemg auf die vier 
Beit«n des Vierseits 
folgt, daß P, Q ia 
allen i Dreiecken 
ABC,AVW,CVÜ, 
BlFt'Oegeüpuukle 
sind, und daß somit 
auch QA, und QU 
Gegengerade m QB, 
Q V oder QC, Q \V 
sind. Damit ist nn»er 
nilfssatz bewiesen. 
6. Den Pascal- 
sehni SaU bewi 
wir unter folgender 
Vit; 4 Fürm: 

n) Zau/bi üt 
Sfitfn eines einfachen Sechsi:cl>s abu'i'cltsclnd durch cuni frsU Punkte P, Q, 
fo laufen die drei Hauptdiagonaien durch einen dritien Punli R. 

Unt«r den zahlreichen Formulierungen des Satzes entspricht diese dem 



entstehen. Sind also QB, Q V Gegengerade 
Mittelpunkt des Kreises Q^, Q^, Q„, d. h. die 




I 
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Brianchon sehen Satz fär den in zwei Strahlbüschel degenerierten Kegel- 
schnitt. Die Seiten des Sechsecks, die durch P laufen, neimen wir p^^ p^^ p^j 
ihre Gegenseiten g^, (7^, q^ Sie laufen nach Voraussetzung durch Q, iS^^ 
sei der Schnittpunkt von p^ mit q^'y S^^ ist also die Gegenecke von S^j^\ 
verbinden wir beide durch eine Gerade r, (i, ky l eine Permutation von 
1, 2, 3), so sind r^, r,, r^ die Hauptdiagonalen. Es ist zu beweisen, daß 
rg durch den Schnittpunkt li von r^, r, läuft. 

Zum Beweise ziehe man BS^^ » r, und hierzu in bezug auf BP *== x^ 
BQ =^ y die Gegengerade \. Sie treffe q^ in S^y Man ziehe PS^^^^p^ 
und nenne die Schnittpunkte von q^^ q^ mit p^ Sq^ und Sq^- ^on diesen 
ziehen wir nach B die Geraden h^ und h^ 

Nunmehr betrachten wir die drei Vierseite l'oi'i^s^S) PoPi^iQ% ^^^ 
PoPiQiQv ^^s Gegeneckenpaar PQ ist allen dreien gemeinsam. Das erste 
hat femer die Paare 

(A) ^05, 5i,; Sq^j Äjj 

(B) das zweite: Ä^g, Äj^; Äq, , Äjg 

(C) das dritte: Sq^^ S^^^ Sq^, 8^^, 

Bezeichnen wir noch B8^^ mit r,, so sind die Strahlenpaare von B 
nach diesen Ecken: Äj, r^; Ä,, ig; Ä^, r^; Äj, rj. 

Da das erste Paar ein Gegengeradenpaar zu xy ist, gilt das gleiche 
vom zweiten (nach A), demnach vom dritten (nach B) und endlich vom 
vierten (nach C). Danach sind r, und r, beide Gegengerade zu h^ in 
bezug auf xy^ also miteinander und mit r^ identisch, w. z. b. w. 

7. Anm. 1. Die Resultate von 1 bis 5 sind allgemein bekannt; auch 
die Beweismethode durch Spiegelung ist nicht etwa angeftlhrt, weil ich sie 
f£Lr neu hielte, sondern nur, damit man sich von dem Nichtgebrauch des 
Parallelensatzes überzeugen möge. Ob der Beweis von U sich in der 
Literatur ündet, ist mir nicht bekannt. Es wäre dann immer noch die 
Frage, ob seine Unabhängigkeit vom Paral- 
lelensatz und deren Tragweite bereits be- 
achtet worden sind. 

Anm. 2. Sind F, Z die Schnittpunkte 
von PPft, PPq mit h und c, so ist 
YZ J_ ÄQ] denn nach einem in der 
Sph&rik vielfach angewandten, also be- 
kanntermaßen vom Parallelenaxiom unab- 
hängigen Satze steht die Verbindung zweier 
Seitenmitten eines Dreiecks (hier PPf^P^) 
senkrecht zum Mittellot der dritten Seite. 
(Unter Verwendung des Parallenazioms 
pflegt man aus den rechten Winkeln bei "^e- ^ 

Y und Z nach dem Satz vom Sehnen- 

vicreck aut die Gleichheit der Winkel PÄY und PZY zu schließen. Des 
letzteren Schenkel sind dann auf denen von ZÄQ vertikal, wonach wieder 
aus dem Parallelensatz die Gleichheit von PÄ Y und ZA Q folgt.) 

Anm. 3. Der Hilfssatz I ist ein spezieller Fall des Satzes, daß die 
Strahlen von irgend einem Punkt nach den Ecken eines Vierseits involu- 
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torisch liegen. Zugleich steckt darin der Satz, daß die Puaktreilien, in 
denen eine Tangeute eines Kegelschnitts Kwei feste Tangenten schneidet, von 
einem Brennpunkt durch kongruent« BUschel projizieil werden (n, fc, e, m 
sind Tangenten eines Kegelschnitts mit den Brennpunkten P, Q. PQ, und 
QP^ schneiden sich auf a im Berührungspunkt 1\ und es ist Pl\ + 7\Q 
— PQa ~ Q^'a — constans). Man sieht, daU eine Reihe von Pokaleigen- 
schaften unabhängig vom Parallelensatz gelten, und daß der hier ein- 
geschlagene Weg in die projektive Geometrie im wesentlichen mit dem alt- 
bekannten über die Fokaleigenschaften der Kegelschnitte übereinstimmt. 



Die Fnndaraentalformeln der Sphärik. 

8. Es sei auf Grund des Pascalscben Satzes der projektive Funda- 
mentalsatz und das Rechnen mit Würfen entwickelt. Die Addition und 
Multiplikation von Wfirfen befolgen die bekannten assodativen, kommo- 
tativen and distributiven Gesetze und lassen sich in folgenden Satz zu- 
zusammenfassen: 

UL Zicische» dm Würfen {ABCX) ««d {UYWX) besUM rmt 
bilincarc Gldckutig, deren Koeffkietilen durclt A^ B, C, U, V, W bestinmU 
sind und aus den spexiellen Annahmen JX = 17, X = V, X ■=W gefvndf* 
Kerden können. 

Da in jedem Wurf die gleichzeitige Vertauschung in zwei voneinander 
verschiedenen Elementen paaren zulässig ist, findet man aus III. z. B. 
{ABCJ)) = (ABEJ))-.{ABEV), 
{ABCD) + [ACBD] = 1, 

wobei (ABCA), (ABCB), (ABCC^ mit oc, 0, 1 ra bezeichnen sind.') 
Sind AB und CD harmonische Paare, so ist {ABCD) = — l (d. h. 
(ABCB) + 1=0). 

9. Ich übergehe femer die Herleitung der bekannten Sätze Ober Pol 
und Polare auf der Kugel sowie den Beweis des Satzes, daß kongment« 
Wtlrfe projektivisch sind. Da wii- hier von der Abbildung der Wörfe und 
der Strecken auf die Zahlenreihe absehen, babeu die Zeichen 1, <Xj, — 1 
nur Bedeutung als Würfe, J ;e, n, 3 n; nur als Strecken. Dagegen bezeichnet ü 
sowohl eine Strecke wie einen Wurf. Wir werden sogleich beide einander 

10. Es seien nun U, N, K (ünendllcbkeits-, NuU- und Einheitspunkt) 
drei Punkte auf irgend einer Oenideu, deren Abstände dem Sinn und der 
GröSe nach vorgeschrieben seien. Jeder vierte Punkt A bestimmt eindeutig 
einen Wurf (^UNHA) und drei Strecken UA, NA^ KA, von denen wir die 
mittlere, KA, dem Wurf {ÜNEA) zuordnen, so daß der Strecke der 
Wurf entspricht. Da ein Punkt mit seinem Gegenpunkt projektivisch 
Äquivalent ist, bestimmen Strecken, die sich um Vielfache von n unter- 

1) Diese ßeieiehnnng ist die gebrUnchHche. Staudt nennt dieae Wfirfe U, 
1, oo, wodurch natürlich die Form der beiden Bpeüellen Gleiohnngvn eiiu 

andere wird. 
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scheiden, denselben Wurf, und jeder Wurf bestimmt die zugehörige Strecke 
bis aui Vielfache von :r eindeutig. Voraussetzung hierbei ist, daß jeiier 
Strecke ein Sinn beigelegt ist, der sie als positiv oder negativ kennzeichnet. 

11. Unter sogleich anzugebenden speziellen Annahmen über die 
Strecken NE^ SU bezeichnen wir den der Strecke yA zugeordneten 
Wurf TINEA mit dem Zeichen 

und wissen zunächst jedenfidls, daß tgO » 0, tg ( a -|- ?() = tg n ist. Zu- 
gleich ergibt das Multiplikationsgesetz die Beziehung 

( UyA B) = tg {NB) : ig {XA). 

12. Die Würfe tga und tg(— «• hängen durch eine bilineare Glei- 
chung^) zusammen, die im Falle yU=^^n^ d. h. 

tg ^ jr = oo 

besonders einfach wird. Ist nämlich NA' entgegengesetzt gleich NA, so ist 
für UN ^^ jit der Wurf {UNAA') = tg( — a) liga harmonisch, also 

^g (—«) = — tg «• 

13. Um noch für E eine einfache Festsetzung zu treffen, betrachten 
wir tg(J« — a) = cotg^. Sei NB ^ \ n — XA ^ AU, NF = EU, so 
sind die Würfe (NUFB) und (UNEÄ) kongruent; es ist aber 

(UNEB) . (NUFB) = (UNEB) - (UNBF) = (UNEFy) 

Die linke Seite ist cotga*tga, die rechte ein von und <x> ver- 
schiedener Wurf, der am einfachsten als 1 angenommen wird. Daraus 
folgt E=^F, also NE^EU^\n, d. h. 

tg j « = 1 , tg a • cotg a = 1 . 

14. Man mache ü'U^N'N ^ E'E^h, so ist N'U'^\n, N'F/=\n, 
N'A = N'N+ NA==h + a, also (U'N'E'A) - tg (6 -f a). Nach Satz III 
ist also tg (a + 6) = (x + A tg a) : (fi + V tg a). 

Für die KoefHzienten x, A, ft, v erhält man 
aus a=» — b, a = r, a ^= \n die bekannten 
Werte und damit das Additionstheorem der 
Tangente. 

15. Seien B*AC* = a ein beliebiger 
Winkel, AB*^AC*=>^n,B,B' beliebige 
Punkte auf AB, BC und B'C' die Lote 
auf AC*, Da sie sich auf B*C* (im Pole P 
von AC*) schneiden, folgt 

(B*ABB')^(C*ACC'), daraus nach 11: 

tg^^ : tg^C = tg^J5' : tg^C. 




1) 



2 



+ 



tg| « tga ' tg(— a) 
2) ^tg«!^. 
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: Dod Betxen 



DieEun, somit von 
cos {j^ — «) — sin 

16. Sei speziell AC — ^n, so iat cos o: =* l:tg.il£. 
Erricbten wir in A dos Lot auf AC und schneiden es mit C*B in D, 
80 ist ^na — tg AD : ig AB^ also sin b = cos a ■ tg ^4 D. Es ist aW 
AD^^ AG*D — ^ ACB = ^ C*AB = a, also 
tg n ^^ sin a : cos a. 
Aus 15. und 16. folgt nun mit der bekannten, rein geometrisch be- 
weisbaren zjkliscfaeo Vertauschbarke it der fiiiif Stücke des rechtwiokUgtiu 
__ Dreiecks das ganze Fünntlsjst^m desselben. 

17. Zum Beweis des Pythagort^isiJieo 
Lehrsatzes oos*a -|- sin*a = 1 errichte raui 
wie in 16. auf AC* in A das Lot AB. 
das sich mit dem Lot in Q ^^ A* im Pol P 
von AQ schneidet. Es sei .dt'= ^ä = jn. 
Treffen die Lote QB und PC den zweiten 
Schenkel von o in G und F, 
^ \:tgAF, sin a = 1 : tg .4 G. Die Lote 
FÄ und GR auf AFG sehneiden sich in R 
auf PQ und treffen AQ, AP in / nnd K\ 
es wird cosk = tg JF: tg.4/, also 
cos'a = cotg^dJ = tgQI, 
ebenso sin*a = tgPÄ". 

Nunmehr erweist sich die Figur der 

acht Punkte APQGFRIK als eine Pascal- 

;eht daher IK mit PC und QU durch denselben 

ius wir die Gleiclilieit der Würfe {AQCI'i und 

(ABPK) ablesen. Km 

M^ (ab PK) -H {APUK) 

= 1 (siehe § 8) ergibt 

sich hiernach cos* « 

18. Aus 17. und U. 
folgt jetit das AdditioDS- 
theorem des Cosinu^ dal 
aber noch direkt her- 
geleitet werden soll. 

Zu den ßchenkoln 
OG und OL des Win- 
kels or bestimmen wir 
die Pole n und J/, 
tragen an Ol. den Winkel 
if OL, OM, 




sehe Konfiguratiö 
neunten Punkt i 




I 
I 






i 



, B auf OG die Lote AP, 



COL'^ß an und wählen C0<{ 
OG die Lote CA, CB, CB und von I 
so ist analog der euklidischen Geometrie: 

tgO/'= tgOCcosncos^, tgOÖ = — tgOCsinttsinjS, 

tgOie = lg06'cos(a + /i), 
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und es ist also noch zu zeigen, daß ig OP + ig OQ = ig OR. 

Da sich AP, BQ und CA in If, AC und OB in M, BC und OA 
in L treffen f entstehen die Tollstandigen Vierecke CHAL und CHBM. 
X, Jtf, H liegen auf der Polare von O, die OG im Abstand OG ^^ \7r von 
trifft. Xj Y seien die Schnittpunkte von CA und CB mit 0(r. Dann 
folgen aus den Vierecken die Involutionen: 

(G, X; 0, B; P, T) nnd ((?, F; 0, i?; «, J), 

daraus die Wurfgleichungen 

(GOEP) = (X2?0r) und (GORQ) = (y2?0X). 

Die rechten Seiten geben addiert 1, die linken Seiten haben die Werte 
igOP: tgOR und tg OQ : tg Oi^, womit das gesuchte Resultat gefunden ist 
Hiermit sind alle Hilfsmittel zur rechnerischen Behandlung der Sph&rik 
entwickelt. 

Schlußwort. 

Der Staudtsche Versuch, die projektiven Betrachtungen an die Spitze 
der Geometrie zu stellen, hat wenig Freunde gefunden; in der euklidischen 
Geometrie ist die Streckenrechnung ein spezieller Fall. des Rechnens mit 
Würfen imd ihm an Übersichtlichkeit durchaus überlegen. In der nicht- 
euklidischen Geometrie dagegen fallt mit der Proportionenlehre die Multi- 
plikation der Strecken fort und die Streckena6^a^»i^ ist keine Addition 
von Würfen. Zugleich entsteht die Notwendigkeit^ nach neuen Definitionen 
der trigonometrischen Funktionen zu suchen. Während nun in der hyper- 
bolischen Geometrie dem Aufbau der projektiven Geometrie die Einführung 
idealer Elemente vorangehen muß, sind in der elliptischen sofort alle Be- 
dingungen ihrer Durchführung gegeben, so daß hier das eigenÜiche^ ncUür- 
liehe Betätigungsfeld für den Ständischen Gedankengang liegt, — gleich- 
gültig ob man den Fundamentalsatz mit Raum und Stetigkeit ohne 
Kongruenz oder umgekehrt beweist. 

Grunewald, Mai 1905. 
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R^VIENERs Sammlung 

Mathematischer Modelle 

im Verlage von B. G. Tcubncr in Leipzig. 



Die MoilüUi-' (i«r ., Saturn! luijc" sind für titm peomulrtsclieu L'ntci 



Ebene Gebilde. Drahimodei 

^^— ^^^^^^^^^^— a. ProjidcfBig 

..ff. P.~ bU ..* lö — 

Ebenflächige Gebilde. 

!;t^.:i-ltiiäEii;<?Vu-liViL-)iL- i'LATONj. Kepiir^J 
im,'I ru:sr.riis. M.»K-!lc iiur Tlioarie dor 
'"-TT,:,j,ri] von Dr.-tit:n,:cn J[ ;.— bis 

Flächen 2. Ordnune. THahttuoddie, HauptuchoiMe t 



Dreh- und Schraubenfiächen. DtcbbateDraut 




Raumkurven und abwickelbare Flächen. 



Tuiifit^uLi}, iiUcr ilet I'uuiilc.->. jK 4t'. — IjL* jtl 4d '~ 



= i!Ti(li--ir Mnd-Ür li.'-T- 



HiwTQ ILAila£<Tii r^ta II. <i. TrobPT In LrIpKilt, dio vir der Bnnditaiig 



ibPT In LrIpKix, 'iio 
KT lii il«it> nmpfntiliTr. 
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